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1. Inledning

Kursen Fouriermetoder hosten 2001 riktar sig framfor allt till teknologer pa utbildningsprogrammen
Miljo- och vattenteknik och Kemiteknik. I denna korta sammanfattning forsoker jag beskriva vad som
ar viktigast i kursen. Den &ar tdnkt som en ledtrad under repetitionen och forberedelsen infor tentan
den 18 oktober. Ett varmt tack till Nina Eriksson, som foreslog att jag skulle skriva nagot sadant!

Forst nagot om vad som styr kursens inriktning och innehall. Ibland traffar man pa nagon som
tror att det &r boken som definierar kursen, men det &r en missuppfattning. Det &r inte heller gamla
tentor som definierar kursen. Det som styr dr de mal som finns uppsatta i Hogskoleférordningen
for alla utbildningar och speciellt civilingenjorsutbildningen, samt de mal som Uppsala universitet
faststéllt lokalt. Se Studiehandboken.

De matematiska begreppen ar ofta abstrakta. Darfor forsoker jag motivera deras forekomst
i kursen genom att peka pa hur de kan anvindas inom naturvetenskap och teknik. Ett exempel pa
detta ar att abstrakta begrepp som Fouriertransform och frekvens i vissa tillimpningar kallas spektrum
respektive farg eller tonhojd. (Vad kan vara mer askadligt an farg?) Jag forsoker betona forstaelse av
begrepp. Det sker pa bekostnad av utrdkningar. Idén bakom denna prioritering ar att kunskap om
ett begrepp varar langre an kunskap om en raknemetod.

Anvénd denna skrift sa hér: 14s rakt fram. Om det som star i ett visst stycke ar klart och om du
kan 16sa ett enkelt problem som handlar om de ndmnda begreppen sa ga vidare. Om det dr nagot som
inte ar klart, sa sla upp det i nagot av de tre laromedlen Sollervall och Styf [1999], Kiselman [2001a,
2001b]. Och tréna pa ett typtal.

2. Laplacetransformationen

Laplacetransformationen syftar till att 16sa begynnelsevardesproblem for differentialekvationer, dvs.
problem dér nagot ar ként vid tiden noll och dar man onskar berdkna det for alla tider efter noll. Den
passar alltsa for problem pa en halvaxel. Men den kan anvéndas inte bara for differentialekvationer,
utan dven for vissa integralekvationer, och speciellt da faltningsekvationer. En svart lada med en
insignal och en utsignal ges ofta av en faltningsoperator, ndmligen om utsignalen beror lineért pa
insignalen, om en fordréjning av insignalen ger motsvarande fordréjning av utsignalen, och om en viss
kontinuitet i beroendet foreligger.

Man bor ha klart for sig att det finns funktioner som véxer sa snabbt att de inte har en Laplace-
transform. Ett exempel ar u(t) = et/ 2 som loser den enkla differentialekvationen v’ — tu = 0. En
sadan differentialekvation kan alltsa inte 16sas med hjilp av Laplacetransformationen, atminstone inte
utan specialknep...

Vidare bor man kénna till transformen for en derivata, for en forskjutning at héger av funktionen,
samt vad som hadnder om funktionen multipliceras med ett polynom eller en exponentialfunktion; likasa
transformen av en faltningsprodukt. De exakta formlerna for dessa transformer finns ju i tabeller som
man kan kolla i, sa man behéver inte kunna alla utantill, men man bor forsta hur formlerna fungerar.

Begreppet stabilitet hos ett system ar viktigt. Man bor kunna definitionen, speciellt for differ-
entialekvationer med konstanta koefficienter. Vidare bor man kunna ett nédvandigt och tillrackligt
kriterium pa koefficienterna for att ekvationen skall vara stabil. Skilj pa definition och sats.
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Man bor veta att exponentialpolynomen har transformer som &r rationella funktioner P/Q dar
namnaren ) har hogre grad an téljaren P, samt hur man gar fran sadana rationella funktioner till
exponentialpolynomen. Den rationella funktionen 1 &r alltsa inte transformen av nagon funktion.
Men man kan infora ett idealt element, Diracmattet §, som har transformen 1.

3. z-transformationen

Foljder ar viktiga eftersom de ar funktioner av ett heltalsargument, och heltalsargument blir i var
tid allt viktigare genom att manga signaler digitaliseras. Vidare finns manga data bara vid diskreta
tidpunkter, exempelvis borskurser.

Fouriertransformen av en f6ljd kallas ofta for z-transformen. Det &r hér bara fraga om att
variabeln t ersitts av z = e'’:

Y(z) = Z y(n)z™" = Z y(n)e ™ = j(t) = Y(e).

neN neN

Hér bor man kénna till transformerna for elementéra foljder som y = (a™)pen (transformen Y(z) =
z/(z — a) fas genom att summera en geometrisk serie), vad som hénder nér foljden forskjuts (translat-
eras) at hoger eller vénster eller multipliceras med en potens av index. Sddana elementéra foljder har
transformer som &r rationella funktioner och man bor kunna ga tillbaka fran de rationella funktionerna
till féljderna.

Begreppet stabilitet hos ett system ar viktigt dven for differensekvationer. Man bor kunna de-
finitionen, speciellt for differensekvationer med konstanta koefficienter. Vidare bor man kunna ett
nodvandigt och tillrdckligt kriterium pa koefficienterna for att ekvationen skall vara stabil.

4. Fourierserier

Fourierserierna ar egentligen Fouriertransformen for periodiska funktioner. Periodiska funktioner upp-
tréader inom bade naturen och tekniken. Perioderna kan vara korta som hos rontgenstralning och
ultraviolett ljus, nagot langre som hos ljud, och langa som hos istiderna. (Rontgenstralning har
frekvenser upp till 3 - 10%° Hz, istiderna kanske 10712 Hz.)

Nér man "raknar ut en Fourierserie” sa &ar det egentligen bara Fourierkoefficienterna som man
berdiknar. Man skriver att signalen f med perioden 27 har Fourierserien Y. c,e™. Med det menar
man alltsa bara att man har bestamt koefficienterna ¢,,, n € Z; man pastar inte att serien konvergerar,
och inte heller att den konvergerar mot f. Men om man har litet tur, sa gor den det. Man bor kénna
till ndgon klass av snilla funktioner vilkas Fourierserier konvergerar mot just funktionen (C! ir en
sadan klass, men knyckar och vissa speciella sprang kan tillatas).

Hir bor man kinna till ortogonalitetsegenskaperna hos exponentialfunktionerna ¢t +— e och
de trigonometriska funktionerna. Vidare bér man kunna ga fran formen ) €™ till formen 1ag +
17 (an cosn§dt + by, sinn€t) och tillbaka. Jimna funktioner har inga sinustermer i sin Fourierserie;
udda funktioner inga cosinustermer — det ar arbetsbesparande att kdnna till detta.

Parsevals formel (tva versioner) ger effekten hos en signal uppdelad pa de olika frekvenserna:

e 2 2 Jaol? | 1 - 2 2
7 10Rd = 3 el = 5 53l + 0nP)-

neZ

Man bor kunna ga latt fran formen a,, cos nQ2t + b, sin n2¢t till formen
Ay cos(nft + ap,) = Ay cos(nQ(t — ty,))

och omvént, alltsa behérska amplitud och fasvinkel. (Fasvinkeln a,, = —nflt,, talar om laget vid tiden
noll; tiden t,, = —a, /n) talar om nér signalen &r storst.)

Frekvensfiltrering innebéar att Fourierkoefficienterna multipliceras med en funktion av index, alltsa
en faltning av signalen.

5. Fouriertransformationen

Fouriertransformen av en funktion av en reell variabel ar en annan funktion av en reell variabel. For
att konkretisera kallar vi ofta den forsta variabeln tid, och da blir den andra invers tid. Det ar alltsa
bra att inte anvinda samma namn pa dessa tva variabler. Och om den forsta funktionen ar en signal,
sa dr den andra dess spektrum. Sprakbruket kommer fran fallet att den forsta signalen ar ljus och
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dess transform ett synligt spektrum med alla spektralfargerna rott, orange, gult, gront, blatt, indigo,
violett, men det utvidgas till alla andra fall, sa att man dven talar om spektrum av ljud och andra
signaler. Men variabeln kan &ven vara en ldngd, och da blir den andra variabeln en invers langd.

Har bor man kunna Fouriertransformen av den karaktaristiska funktionen av ett intervall, och
mera allmént av en avhuggen cosinussvangning. Man bor veta hur den senare ser ut: ett ampli-
tudspektrum som har tva toppar och nagra sma krusningar — var ligger topparna och hur hoga ar
de, hur breda ar de? Genom att kombinera tva eller tre sadana svingningar kan man syntetisera
vokalljud.

Relationen mellan tonhdjder méts ofta med hjélp av tva-logaritmen for kvoten mellan de tva
frekvenserna: en oktav motsvarar en férdubbling av frekvensen, tva och en halv oktav en héjning med
en faktor 5,6 osv. Antalet oktaver som skiljer tonhdjden 3 fran « ar alltsa log, 8/ a.

Om vi sag som vi hor, sa skulle endast personer med absolut gehér kunna avgora huruvida
nagot ar rott; de som inte har absolut gehor skulle bara kunna se att gult har hogre frekvens dn
rott. Hur manga oktaver 6ver rott ligger violett? Om vi hérde som vi ser, sa skulle alla som inte ar
fargblinda ha absolut gehor, och sprakljuden kanske vara signaler med en vilbestdmd tonhdjd. Nu
karaktéariseras i stéllet vokalerna av en viss kombination av svingningar med vissa kvoter mellan de
ingaende frekvenserna och signalstyrkorna.

Klockkurvan ¢ — e~*/¢ har en Fouriertransform som ocksé ir en klockkurva. Spridningen ar
o = y/a/2. Transformens spridning blir 1/0.

Vidare bér man kénna till Fouriertransformen av enkla funktioner som ¢ — e~ % och ¢
1/(1 + bt?). (De finns i tabeller, si man behover inte kunna dem utantill, men déremot forsta hur
knycken i den forsta ger ett visst avtagande i odndligheten hos den andra.)

Frekvensfiltrering innebar att spektrum multipliceras med en funktion av frekvensen, alltsa en
faltning av signalen.

6. Spektrogram

Amplitudspektrum och fasvinkelspektrum boér man kdnna till, och speciellt da hos avhuggna cosinus-
svangningar. Man bor kunna hur spektrum av brus, smallar och nagra liknande signaler ser ut.
Heisenbergs osakerhetsrelation medfor att man inte kan tala om vilken frekvens en signal har
vid en viss tidpunkt. Spektrogrammet ar ett forsok att trotsa detta forbud: man kan tala om vilken
frekvens en signal har under ett visst tidsintervall. Sammanfogningen av alla spektra under flera olika
tidsintervall kallas spektrogram. Kortare tidsintervall leder till sémre upplosning i frekvensrummet.
Spektrogram for fagelsang uppvisar manga exempel pa olika signalers spektrala egenskaper.

7. Tillampningar pa differentialekvationer

Laplacetransformen kan tillampas lika vél pa system av differentialekvationer — dessa &r ju bara en
differentialekvation for vektorvirda funktioner.

Differentialekvationer med till exempel konstanta koefficienter och periodiskt hogerled kan ofta
16sas med Fourierserier.

Vérmeledningsekvationen u; = kug, kan behandlas med variabelseparation. Da far man tva
ordindra differentialekvationer som kanske kan 16sas. Har dr ofta = en variabel som varierar i ett
begransat intervall, men da kan man fortsatta funktionen genom spegling sa att den blir definierad pa
hela reella axeln; den kan vara udda eller jamn — man far valja fortsdttning som passar till problemet.

Végekvationen 1y = c?u,, kan ibland 16sas medelst Laplacetransformering i tiden t. D4 fir man
en ordinér differentialekvation i den kvarvarande variabeln . Men man kan ocksa anvéinda Fourier-
serier, ndmligen om man fortsiatter begynnelsevarden och randvarden periodiskt. Variabelseparation
leder namligen till ordinédra differentialekvationer, och dessa loses av sinus- eller cosinussvangningar,
eller av exponentialfunktioner.
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