Losningar till Komplex analys 2010-03-10
1. Ekvationen kan skrivas _ .
elZ _|_ e-lZ )
— = 2i,
2
vilket efter forenkling blir
e —4ie”* +1=0
e =21+ /=5 = (2+ V5)i
Notera att 2 — /5 < 0. Losningarna blir déarfor
iz =In(v5+2)+ gi + 2nmi och iz =In(v5—-2) — gi + 2nmi,

vilket efter division med i ger

z:g—kar—iln(\/g—l—Q) och z:—g+2n7r—iln(\/g—2).

Eftersom (v/5 — 2)(v/5 +2) = 1, dr In(v/5 — 2) = —In(v/5 + 2). Vi kan
dérfor sammanfatta l6sningarna ovan pa formen (notera att n star for ett
godtyckligt heltal):

z= i(g —iln(v5 +2)) + 2n7.

2.
ou ) ) 0%u
T _ —4 Z =
I 3x° — 3y Y 92 6x
ou 0%u
Addition ger
Pu 0%u
Au=—+—=0
4T + oy? ’

sa funktionen u &r harmonisk i hela planet, vilket betyder att det finns
en hel analytisk funktion f = u + iv. C-R:s ekvationer ger:

v Ju

%__8_34 = 6xy +4v — 3
ov  Ou 9 9

_— = — = — — 4
9y~ o 3z° — 3y Y



Genom att integrera den sista av dessa ekvationer fas
v(w,y) = 32%y —y* — 2y + h(x)
for nagon deriverbar funktion h(z) med

g—z = 6zy + h'(x)

som slutsats, och genom att jamfora med den forsta ekvationen ovan fas
att 1'(z) = 4z — 3, dvs. h(z) = 2® — 3x + ¢, dar ¢ ar en reell konstant.

Detta ger oss att
f(z) = fz+iy) = 2° —32y® — 4wy + 3y +i(32y —y° — 2y° +22° — 3w +¢)
och speciellt ar saledes (sitt y = 0!)
f(z) =2 +i(22° — 3z +¢)
for alla reella x. Av entydighetssatsen foljer darfor att
f(z) =2 +i(22 =32 +¢)
for alla komplexa tal z.
. Enligt argumentprincipen och figurerna har funktionen f(z)

e Inget nollstille i |z| < 1.

Ett nollstélle i |z| < 2 (och inget pa randen |z| = 2.
Ett nollstélle i halvcirkelomradet med radie 2.

Tre nollstéllen i |z| < 3.

Ett nollstélle i halvcirkelomradet med radie 3.

Genom att sammanfatta ovanstaende information fas:

Svar: Funktionen har ett nollstélle i omradet 1 < |z| < 2, Rez > 0, och
tva nollstillen i omradet 2 < |z]| < 3, Rez < 0.

. Satt f(z) = cos? mz. Enligt Cauchys integralformel ar

vy 2 [ 6
=5 [ g

varfor )
cos® mz
I= | —=dz=mif"(1).
Nu ar f/(z) = —2wcosmzsinmz = —wsin 27z och f”(z) = —27% cos 27z,
varfor f”(1) = —2x%. Integralens virde blir saledes

I = —27%i.



5. a) Insdttning av v’ = > °7  na,z""! och w” = > n(n — 1)a,z""? i
differentialekvationen ger
Z n(n —1a,z""' + Z na,z" "t — Z a,z" =0
n=1 n=1 n=0
Z nla,z" "1 — Z a,z" =0
n=1 n=0
Z(n +1)2a,412" — Z a,z" =0
n=0 n=0
Z((n +1)%api1 — )" =0
n=0
med slutsatsen att
(n+1)%aps1 = a, forn>0.
Villkoret f(0) = 1 ger vidare begynnelsevillkoret ay = 1.
b) Av rekursionsformeln a,; = m a, och begynnelsevillkoret foljer
latt att 1

Ay —

—

n!)?’

c¢) For konvergensradien R géller att

. Any1 . (n')Q .
1/R=1 S T L0 TV S
[R=lm ===l e~ e

dvs. R = 0.

6. Substitutionen z = et ger

. /Qﬂ dt B / dz
o 2+sint+ cost |2|=1 iz(2+%+z+2l/z)

B / 2dz B 1—1
S A+ D22+ 4iz+ (i -1) S 224 (24 20)z + 1

Namnarens nollstallen ar

LV L

21,22—(1—|—i)j:\/gz—(1+i)j:W

S



Av dessa ligger endast z; = (1 + 1)(\% — 1) innanfor integrationskurvan

|z| = 1. Nollstéllet z; &r en enkelpol till integranden och residyn i denna
punkt ar
1—1i 1—1i —i

22+ (2421)  V2(l41) V2

Enligt residysatsen ar darfor integralen

[ =2mi-— =2

V2

. Funktionerna F'(z) = f(2)/g(z) och 1/F(z) = g(z)/f(2) ar pa grund av
forutsittningarna bada analytiska i ett omrade som innehaller cirkelskivan
|z| <1, och pa randen |z| = 1 &r savél |F(z)| som |1/F(z)| lika med 1.
Enligt maximumprincipen ar darfor |F(z)| < 1 och |1/F(2)] < 11 hela
cirkelskivan |z| < 1. Den sistndmnda olikheten innebar att |F(z)| > 1,
sa slutsatsen blir att |F'(z)| = 1 i hela cirkelskivan. Men en analytisk
funktion, vars belopp &r konstant, ar sjilv konstant. Déarfor &r F(2) = «
for nagon konstant o (med belopp |«| = 1). Foljaktligen &r f(z) = ag(z)
i cirkelskivan och darmed pa grund av entydighetssatsen ocksa i hela
domaéanen ().

iz

e
e? +e %
Pa Cr ar z = x, varfor

. Satt f(z) =

R elz

dz = - dx.
BEC /;éqﬁﬁ v

Pa kurvan Cprr ar z = x + im och

e’L’.’L‘*ﬂ' efﬂeix eix
f(z) = — — = =—e T——,
ex+im + e—T—im —oT — o7 er f e
varfor
R eix
f(z)dz = e”/ — dz.
Crir —R€° e’
Genom att utnyttja att |e*| = ef°* samt triangelolikheten |w; + wy| >

||wy| — Jws|| far man féljande uppskattningen av f(z) for z = x +1iy i 6vre
halvplanet

1) = o !

Tl e S e —e Sl el




Pa kurvorna Cyy och Cyy, dér z = £R 41y och 0 <y < m, ar darfor

Foljaktligen galler att

™

1 .
’ g f(Z) dz‘ < /C |f(2)| ’dZ’ < mXC}]ZS langd = m — 0,
1T 17

da R — oo. Exakt samma uppskattning och gransvirde fas for integralen
over ij.

Eftersom e*+e7* =0 & e** = —1 & 2z = 1i+2n7i < 2z = Zi+n7i har
funktionen f(z) en enkelpol i punkten 7i innanfér kurvan C'. Residyn i
denna punkt ar lika med

e—7r/2 e—Tr/2

eim/2 _ g—im/2 —  9j

Residysatsen ger darfor att

e*ﬂ'/Z

/ f(2)dz = 2mi x —— = me /2.
C 2

1

Genom att lata R — oo fas darfor

00 eiac
(1—|—e_7r)/ —dr = me /2,
Lo EF e

dvs.

/ © el? me /2 m T
— axr = = — .
L l+e 7™ e/24e /2  2coshm/2

Genom att ta realdelen av ovanstaende fas ocksa

/°° cos v
r = :
L S 2 cosh /2



