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Matematiska institutionen Komplex analys, allmén kurs 5hp
Lars-Ake Lindahl , 2010-03-10

Skrivtid: 14.00 — 19.00

Tilldtna hjalpmedel: Valfri bok samt egna foreldsnings- och lektionsan-
teckningar.

Anvisningar: Efter varje uppgift anges den maximala po#ngen for densam-
ma. For full posng krévs att 16sningen &r ndjaktigt motiverad.

Betygsgrinser: Varje uppgift &r vird 5 poédng. For betygen 3, 4 resp. 5
kravs minst 18, 25 resp. 32 poéng.

1. Bestdm pé formen z = a + bi alla 19sningar till ekvationen

cos z = 2i.

9. Bestim alla analytiska funktioner f(z) = u(z,y) + iv(z,y) med realdel
u(z,y) = z° — 3zy® — dzy + 3y.

(For full poéing skall f(z) skrivas som en funktion av z och inte av z och
v.)

3. Med hjilp av ett grafritande program har man for funktionen
f2)=e*+22+52—7

ritat bildkurvorna f(T;) for foljande fem slutna kurvor I';:

I'1: Enhetscirkeln |z| = 1.

I'y: Cirkeln |z| = 2.

['s: Halveirkeln z = 2¢¥, —7/2 < ¢t < 7/2 f6ljd av stréckan frén 2i till —2i
pé imagindra axeln.

I'y: Cirkeln |2] = 3. '

T's: Halveirkeln z = 3¢, —n/2 <t < m/2 foljd av stréickan frdn 31 $ill —3i
pa imaginéra axeln.

De fem bildkurvorna visas pé n#sta sida. Bestdm med hjélp av dessa
antalet nollstéllen till funktionen f innanfér cirkeln |z| = 3 samt ge sd
precis information som mdjligt om var dessa nollstéllen ligger.
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. Berdkna integralen
/ cos® rz q
—dz
o (z—1)°
dir C ir cirkeln |z| = 2 genomldpt ett varv i positiv led.
. Funktionen w = f(2) = Y o, a,2" satisfierar differentialekvationen
" +w —w=0

och uppfyller begynnelsevillkoret f(0) = 1.

a) Bestdm en rekursionsformel for koefficienterna a,.
b) Anvind rekursionsformeln for att bestémma en explicit formel f6r a,.
c¢) Bestdm konvergensradien i f:s potensserieutveckling.

. Beriikna med hjilp av residykalkyl integralen

/2” dt
o 2+sint+cost

. Funktionerna f och g &r analytiska i en domén ) som innehdller den
slutna cirkelskivan |z| < 1 och saknar nollstéllen i skivan. Vidare &r

£ ()] = 1g(2)]
for alla z pa cirkeln |z| = 1. Visa att det finns en konstant o sa att
f(z) = ag(2)

for alla z i €.

. Berékna integralen

+co +-00 iz
1=/ —E(E‘i—da;.:Re/ _® dr

o €t e7® oo €t e®

genom att integrera funktionen

elz

e* e *?

fz) =

lings den kontur C' = C; + Cir + Cryr + Cryv som visas i figuren pa nésta
sida och lata R — oo.

[Motivera noga vad som hénder med integralerna over Crr och Cry da
R — o0/]
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Figur 1: Figur till problem nr 8
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