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1. Ekvationen kan skrivas
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vilket efter forenkling blir
(2 +2i)e”* = —2ie™'*

e2iz:_1+1

2

141 141 5 1 5
2iz:log<— +1>:ln‘— ;1 +(£+2nﬂ)i:1nﬁ+(£+2nﬂ)i

5 )
z=—7r+n7r+lln2

8 4
2. a) Taljaren 2z? + 4722 = 2%(2? + 47?) har ett dubbelt nollstélle i 0 och

enkla nollstallen i £27i. Namnarens nollstallen bestéams:
e —2=e"(e*+1-2e%) =e*(e” —1)%
och e*—1 = 0 for z = 2n7i. Det foljer att namnaren har dubbla nollstéllen
i2nmi.
Funktionens singulara punkter ar darfor punkterna 2nzi, n € Z.

0 ar en havbar singularitet, eftersom 0 ar ett nollstélle av multiplicitet 2
till savél taljare som namnare.

+27i ar poler av ordning 1, eftersom de ar dubbla nollstéllen till naAmnaren
och enkla nollstallen till taljaren.

Ovriga punkter 2nmi ar poler av ordning 2.
b) Med rétt definition av f(0) dr funktionen analytisk i skivan |z| < 27

och har tva poler pa randen. Taylorseriens konvergensradie ar darfor lika
med 27.

3. Funktionen f(z) = z?sin(1/z) ar holomorf i C\ 0. Insittning i Tay-
lorutvecklingen for sin ger
1 1 1 1 1 1
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Detta innebér att Res,—o f(z) = —1/6. Det foljer darfor av residysatsen
att integralens varde ar
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— =—(3e¥ —¢Y)sinx —— = —(3e7¥ —e¥)cosw
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Z—Z = (—3e¥ —eY)cosx g—yq; = (3e7¥ —¢Y)cosx
Addition ger
Pu  u
A = — —_—
T + Oy? 0

sa funktionen w ar harmonisk.

Satt nu f = u + tv. Funktionen f ar holomorf om och endast om C-R:s
ekvationer ar uppfyllda, vilket innebar

g—z = —g—z = (3eV +eY) cosx
g—: = % = —(3e7¥ —¢Y)sinx

Genom att integrera den forsta av dessa ekvationer fas
v(z,y) = (3e™ +e¥)sinz + h(y)
for nagon deriverbar funktion h(y) med

v

9 (—3e™¥ 4+ e¥)sinz + h'(y)

som slutsats, och genom att jamfora med den andra ekvationen ovan fas
att h'(y) = 0, dvs. h(y) = ¢, en reell konstant.

Detta ger oss att
f(z) = fx+1iy) = (3e7¥ —e¥)cosz +i(3e™Y + €Y)sinz + ic
och speciellt ar saledes
f(x) =2cosx +4isinx + ic
for alla reella x. Av entydighetssatsen foljer darfor att
f(z) =2cosz+4isinz + ic

for alla komplexa tal z.
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Av forutsattningarna foljer att

A B

1 9k,

dér funktionen g(z) &r holomorf i hela planet. Vidare &r

. z . f(z A
hmﬁz hm< i)_z(z—l)Q_z(zB—l)>:5’

sa det foljer att |f(z)] < 6|z| for alla tillrdckligt stora |z|. Enligt (en
generalisering av) Liouvilles sats betyder detta att g(z) ar ett forsta-
gradspolynom, och eftersom ¢(z)/z — 5 maste g(z) ha formen g(z) =
5z + C' for nagon konstant C'. Vi har alltsa

A
f(z)_(z_1)2+

z—00 2 2Z—00

+5z+C,
z—1

dar koefficienten B ar residyn till f i punkten z = 1.

Av residysatsen foljer darfor att

4mi = / f(z)dz =2mi- B,
c
med B = 2 som slutsats. Slutligen ger

fO)=A-B+C=1
f(0)=2A—-B+5=1

att A=3(B—4)=—-1loch C=1—-A+B=4.
1
(z—1)

i. Uppenbarligen existerar inte lim f(z) da z — 0, och |f(z) gar inte
mot co. Singulariteten kan darfor inte vara havbar och inte vara en
pol, utan maste vara vdsentlig. Ett exempel pa en funktion med dessa
egenskaper ar f(z) = cos(m/z).

Funktionen ar saledes f(z) = —

2
2—|—Z_1+5z+4.

ii. Singulariteten kan inte vara havbar, eftersom f(z) saknar &ndligt
gransvarde da z — 0. Att den kan vara en pol visas av exemplet
f(z) = 1/z och att den kan vara vdsentlig visas av exemplet f(z) =
2z teos?(/z).

iii. Betrakta funktionen g(z) = zf(z); for den géller att g(1/n) = (—1),
sa enligt 1) maste g(z) ha en vésentlig singularitet i 0. Men da har
uppenbarligen ocksa f(z) en wvdsentlig singularitet. Ett exempel pa
en funktion med angivna egenskaper ar f(z) = 27! cos(7/2).



7. Eftersom integranden &r holomorf pa och innanfor kurvan C'y ger Cauchys

sats att ]
elZ
/ dz = 0.
Cr zZ+a

Genom att dela upp kurvan C'y i sina tre naturliga delar och vélja parame-
triseringarna z = x resp. z = iy pa reella axeln resp. imaginéra axeln far

vi darfor
R iz iz R -y
/ ¢ dm+/ ¢ dz—/ ‘1e dy =0
o T+a rp 2 ta 0o W+a

for alla R > 0, dar ['g betecknar kvartscirkeln med radie R. Den mellersta
integralen gar enligt ett vdlbekant lemma (Jordans lemma) mot 0 da
R — oo eftersom namnarens grad — téljarens grad > 1. Det foljer darfor
genom gransovergang i likheten ovan att

/°° o dx:/oo e dyz/oo o Ny ) dy:/oo e ) dy
0 T+a 0o Wwta o (iy+a)(—iy+a) 0 y? + a?

Genom att ta realdelarna resp. imagindrdelarna av de bada ytterleden far
vi slutligen formlerna:

/°° cos T d:p:/oo ye™ Y dy
o T+a o Y2+a®

/°° sinxd /°° ae™ Y d
T = — dy.
o THa 0o Y*+a? Y

8. Sitt f(z) = 2*—22+ie'?, och betrakta kurvan C'r som bestar av intervallet
Ig: z =z, 0 < x < R pa positiva reella axeln, kvartscirkeln I'g: z =
Relt, 0 <t < 7/2, samt intervallet Jgr: 2z =iy, R >y > 0 pa "positiva”
imaginara axeln.

For z =x € Ip ar f(z) = 2* — 2% —sinx + icosz. Vi har f(0) =i och i
intervallet 0 < x < 7/2 ar imaginédrdelen av f(z) > 0, vilket betyder att
motsvarande punkt w = f(z) ligger i dévre w-halvplanet. For x > 7/2 &r

Re f(z) = 2*(2* — 1) —sinz > 2*(2* - 1) — 1
> (1/2)%((r/2)* = 1) — 1 > 1.5*(1.5* = 1) — 1 > 0,
sa fran och med = = 7/2 ligger sékert motsvarande punkter w = f(z) i
hogra w-halvplanet.

Pa kvartscirkeln T'p ar |ie'?| = e™¥ < 1, varfor

f(z) = 24(1 N 1;) - z4(1 + 0(1/22)) = R'e (14 O(1/R?)).
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Da z beskriver kvartscirkeln beskriver darfor w = f(z) sa gott som ett
helt varv runt origo.

For z = iy € Jp ar w = f(iy) = y* + y*> + ie™¥ och imagindrdelen e ¥ &r
> 0 pa hela intervallet. Detta betyder att bildkurvan f(Jg) ligger i dvre
w-halvplanet.

Sammantaget far vi en bildkurva med foljande utseende, som beskriver
exakt ett varv runt origo. Detta betyder att funktionen har ett nollstélle
i forsta kvadranten.




