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Forord

Den hér boken ger en introduktion till fourieranalysen och visar pa nagra av
dess manga tillampningar. Den vénder sig i forsta hand till studenter som
inte nojer sig med en katalog av resultat utan ocksa &r beredda att ligga
ner bade tid och moda for att forsta sammanhang och se bevis for gjorda
pastaenden. Men for att d&ven den som inte anser sig ha behov av att se allt
bevisat ska kunna anvénda boken med god behéallning, har de mer avance-
rade delarna av teorin for fourierserier och fourierintegraler, sisom bevisen
for olika konvergensresultat, forlagts till tva separata kapitel som man kan
hoppa 6ver utan att forlora sammanhangen. Detta medfor visserligen en del
upprepning for den som léser allt, men repetition &r aldrig skadligt.

Den som framst dr intresserad av fourieranalys och transformteori for alla
tillampningars skull far darfor en god grund genom att enbart ldsa kapitlen
1-3, 5-6, 8-10.

Avslutningskapitlet om abstrakt harmonisk analys har tillkommit for att
véicka intresse for fortsatta teoretiska studier inom omradet.

Tillrdckliga forkunskaper for att tillgodogora sig innehallet har den som
ldst en kurs i flerdimensionell analys och en kurs i linjér algebra. Naturligtvis
ar det en fordel att ocksa ha studerat komplex analys, men det férutsatter
jag inte.

Jag har tagit mig friheten att anvinda Lebesgueintegralen och Lebes-
gues sats om dominerad konvergens eftersom det gor det ldttare att formu-
lera manga resultat och enklare att bevisa dem, trots att detta integralbe-
grepp inte behandlas forrdn pa masterniva. Att den genomsnittlige ldsaren
dérigenom inte kan forvintas forsta alla detaljer bekymrar mig inte — den
som gar vidare mot hogre studier i matematik kommer att gora detta sa
smaningom, och den som inte fortsdtter med matematik pa hogre niva kan
helt obekymrat leva vidare i den forvissningen att Lebesgueintegralen ger
samma resultat som Riemannintegralen for alla funktioner som man (som
icke-matematiker) traffar pa i praktiken.

Uppsala, augusti 2013
Lars-Ake Lindahl
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Kapitel 1

Inledning

Fourieranalys ar teorin for hur funktioner kan representeras eller approxi-
meras som summor eller integraler av enkla trigonometriska funktioner. Det
ar en teori med manga tillimpningar inom savil ren matematik som natur-
vetenskap och teknik. Som exempel pa anvindningsomraden kan nidmnas
teorin for partiella differentialekvationer, talteori, sannolikhetsteori, krypto-
logi, optik, kvantmekanik, signal- och bildbehandling, medicinsk diagnostik,
kristallografi och akustisk fonetik. Fourieranalysen har fatt sitt namn efter
den franske matematikern och fysikern Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768—
1830), som anvénde sig av trigonometriska serier for att studera virmeled-
ning.

Vad fourieranalys handlar om och hur fourieranalys anvinds beskrivs
kanske bést av nagra exempel fran olika tillimpningsomraden. Vi inleder
déarfor vart studium av fourieranalysen med nagra exempel fran vitt skilda
omraden. Eftersom det handlar om en introduktion gar vi i det hir kapitlet
inte in pa sadana subtiliteter som vilka villkor som krévs for att olika serier
eller generaliserade integraler ska vara konvergenta — den diskussionen far
ansta till senare kapitel.

Musik

Fourieranalys kallas ibland ocksa harmonisk analys. Den termen har forstas
sitt ursprung inom musiken, sa vad kan vara mer naturligt 4n att starta dér.

En ton dr ett horbart ljud som uppstar da periodiska ljudvagor traffar
orat. For horbarhet krivs att tonhdjden, dvs. ljudvagens frekvens, ligger
inom omradet ca 15-20000 hertz och att tonstyrkan, dvs. ljudvagens amp-
litud, 6verstiger ett visst troskelvérde.

De allra enklaste tonerna &r rena sinussvangningningar och kan med noll
som medelniva modelleras som

Asin(2nvt + @),

1



2 1 Inledning

dér A ar amplituden, v dr frekvensen, t dr tidsvariabeln och ¢ anger fasfor-
skjutningen. Frekvensen har enheten Hz nér tiden méts i sekunder.

Sedan urminnes tider har musiker rent praktiskt ként till att toner som
fas genom att addera toner med frekvenser som dr multipler av grundtonens
frekvens har samma tonhdjd. Matematiskt kan en sadan ton modelleras som
en summa av typen

N
(1.1) F(t) = Apsin(2mnt + ¢n)

n=1

med N ~ 20000/v om vi haller oss till fér ménniskor horbara toner, och
som vi ska se i kapitel 5 alstrar strang- och blasinstrument toner som &r
summor av detta slag. Sinusoiderna A, sin(2nvnt + ¢,,) kallas deltoner till
tonen f. Den forsta deltonen kallas grundtonen och 6vriga deltoner kallas
overtoner. Den n:te 6vertonen dr med andra ord den n + 1:ta deltonen.

I orats snécka finns tusentals horselceller, en for varje horbar frekvens.
Varje grundton och 6verton retar en sérskild horselcell i snickan vilket ger
upphov till inpulser till hjarnan, vars styrka beror av ljudtrycket, dvs. ampli-
tuden A,,. Orat och hjirnan uppfattar dirfér amplituderna och frekvenserna
hos deltonerna men diremot inte fasforskjutningarna ¢,. Aven om det ba-
ra dr fa méanniskor med s. k. absolut gehor som har formagan att kunna
uppfatta och ange den exakta tonhdjden hos en ton, sa tycks de flesta ha
formagan att uppfatta intervallen mellan olika toner.

Hur en ton later beror saledes inte enbart av dess tonhdjd och tonstyrka
utan ocksa i allra hogsta grad av dess spektrum, dvs. mixen av deltoner, som
ger tonen dess specifika klangfarg. Exempelvis later ju toner med samma
tonhojd alstrade av en fl6ljt, en trumpet, ett piano och en violin helt olika.

Gregory Sandells SHARC Timbre Database, som finns fritt tillginglig pa
www.timbre.ws/sharc, innehaller analyser av 6ver 1300 toner, och hela re-
gistren for i stort sett samtliga orkesterinstrument (utom slagverk) &r repre-
senterade. Figur 1.1 visar vagform och spektrum for en ton med frekvensen
116.5 Hz (tonen A i stora oktaven) spelad pa en basklarinett. Spektral-
diagrammet ger amplituderna A, fér motsvarande frekvenser 116.5n, men
observera att skalan pa amplitudaxeln &r logaritmisk eftersom amplituderna
dr angivna i decibel.

Genom att utnyttja det trigonometriska sambandet

sin(z + y) = sinz cosy + cos x siny
kan vi skriva om formeln (1.1) pa formen

N
f(t) = Z(an cos(2mvnt) + by, sin(2nvnt)).

n=1

Lat oss nu generalisera detta genom att dels addera en konstant sa att
svingningarna nu inte lidngre behover ske kring medelnivan noll, dels dven
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Figur 1.1. Vagform och spektrum for tonen A* pa en basklarinett.

addera ”ohorbara toner” med frekvenser som &dr multipler av v. Om vi véljer
var tidsenhet sa att grundfrekvensen v blir lika med 1/2n samt doper den
konstanta termen till ap/2, sa far vi en summa av typen

(1.2) f(t) = 2ao + Z(an cosnt + by, sinnt).

n=1

Forutsatt att summan ar konvergent &r tydligen f en periodisk funktion
med perioden 2n. Serien i hdgerledet kallas i forekommande fall funktionens
fourierserie, och koefficienterna a,, och b,, kallas fourierkoefficienter.

Vi kan nu védnda pa steken genom att starta med en godtycklig 2m-
periodisk funktion f och fraga oss vilka villkor som behovs for att funktio-
nen ska kunna fourierserieutvecklas, dvs. skrivas pa formen (1.2), och hur
man i sa fall bestammer fourierkoefficienterna. En rent formell rikning som
utnyttjar att

2n
/ cosntsinmtdt =0 for alla n och m,
0

2n ”
0 f
/ sinntsinmtdt:{ or 7 m,
0

n forn=m
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ger att

2n 2n x
/ f(t)sinmtdt = / (%ao + Z(an cos nt + by, sin nt)) sin mt dt
0 0

n=1
2n e 2n
= Lag / sinmt dt + Z / (ay cos nt sin mt + by, sin nt sin mt) dt
0 /0
= b,

eftersom alla integralerna innanfér summan utom en &r lika med noll. En
motsvarande rikning ger oss a,,, och ddrmed leds vi fram till féljande formler
for fourierkoefficienterna:

1 2n

an = — f(t) cosntdt
T Jo
1 2n

by, = — f(t)sinnt dt.
T Jo

Formlerna ovan resulterar i valdefinierade koefficienter a,, och b,, for alla
integrerbara funktioner f och da speciellt for alla kontinuerliga funktioner.
Men dérifran &r steget langt till slutsatsen att serien i hogerledet av ek-
vation (1.2) &r konvergent och att dess summa ér lika med f(t), och det
krévs ytterligare villkor pa funktionen f for att slutsatsen ska vara sann. Vi
kommer att studera den fragan i kapitel 3 och 4.

Signalbehandling

En signal 4r nagot som formedlar information fran en sdndare till en eller
flera mottagare, men vi kommer att inskrénka oss till att behandla signaler
som kan modelleras matematiskt med hjélp av funktioner av en tidsvariabel,
t. Om signalfunktionen &ar definierad pa ett helt intervall, och da speciellt
hela reella axeln, talar man om en signal i kontinuerlig tid eller en analog
signal. Om funktionen som representerar signalen bara &r definierad i en
foljd av diskreta punkter som vi alltid kan numrera sa att funktionens defi-
nitionsméngd blir en delméngd av Z, méngden av alla heltal, kallas signalen
diskret.

En analog signal f med R som definitionsméngd ger upphov till en
diskret signal genom sampling, dvs. genom att den bara betraktas i en f6ljd
av diskreta tidpunkter, exempelvis tidpunkterna ..., —3h, —2h, —h, 0, h,
2h, 3h, ... for nagot lampligt valt tal h. Den samplade signalen representeras
saledes av foljden (f(nh))nez, som forstas matematiskt sett &r lika med
restriktionen av funktionen f till mdngden hZ = {nh | n € Z}.
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Figur 1.2. Vid sampling betraktas en analog signal i en foljd av
diskreta tidpunkter.

En analog, kontinuerlig signal f kan, forutsatt att den avtar tillréckligt
snabbt da tiden gar mot o#ndligheten (vilket naturligtvis inte &r nagot pro-
blem i praktiken), skrivas pa formen

10 =5 [ Fwetdo,

dér den i integranden férekommande funktionen f kallas fouriertransformen
till funktionen f, och e &r en forkortning for cos wt +isin wt. Signalen !
ar periodisk med perioden 2n/w s och frekvensen w/2rn Hz, om tiden t miits
i sekunder s. Variabeln w ska med andra ord tolkas som en frekvensvariabel,
och fouriertransformen f siges darfor vara definierad i frekvensrummet.

Om f(w) = 0 for alla w utanfor intervallet [a, b] kallas signalen bandbe-
gransad, och intervallets lingd b — a #r signalens bandbredd.

AL A
¢ V\/\/\/\/V w

Figur 1.3. Till véinster en bandbegrénsad signal f och till héger dess
fouriertransform f.

Digital teknik for inspelning, lagring och avspelning av signaler bygger
pa att analoga signaler med bandbredd 2L ar fullstindigt bestimda av sina
sampelviirden i punkterna 7 -n, n € Z, och att det finns effektiva algoritmer

'Bandbredden anges vanligen i Hz och #r da foljaktligen lika med (b — a)/2n Hz.
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for att rekonstruera den analoga signalen fran sampelvirdena. Mer precist
géller for signaler f som &r bandbegrinsade till intervallet [—L, L] att

sin(Lt — nt)

£ =3 £ 2

t—nn ’
en formel som vi kommer att héirleda i kapitel 8.

Det ménskliga ¢rat kan inte uppfatta ljud med frekvenser som Gverstiger
20 kHz. Signalen e“! #r dirfor ohorbar om |w| > 40000r. Allt horbart
ljud har ddrmed en bandbredd pa hogst 80 000n (dvs. 40 kHz). For perfekt
ljudatergivning racker det dérfor pa grund av ovanstaende rekonstruktions-
formel att sampla audiosignaler i diskreta tidpunkter som har ett tidsavstand
av 1/40000 s, dvs. med samplingsfrekvensen 40 kHz. Vanliga CD-spelare
anvinder samplingsfrekvensen 44.1 kHz.

Svarta lador

Manga tekniska apparater fungerar ur ett anvindarperspektiv som svarta
lador — de tar emot insignaler som processas pa nagot for anvindaren okant
sétt och levererar utsignaler. Ur matematisk synvinkel dr en svart lada dérfor
inte nagot annat dn en funktion T" som till varje tillaten insignal x associerar
en utsignal y = T'(x). Ladan kallas diskret om insignalerna och utsignalerna
ar diskreta och saledes kan modelleras med hjilp av foljder.

Insignal Utsignal
— | T |—

Figur 1.4. Svart lada

Maéanga svarta lador kan med god approximation anses vara linjdra, dvs.
om z och 2’ dr tva insignaler samt « och o’ &r tva (inte alltfor stora) tal, sa
resulterar den sammansatta insignalen ax+ao/z’ i utsignalen oT'(x)+o/T'(2).
Ett annat rimligt antagande &r att de &r tidsinvarianta, dvs. fungerar exakt
likadant vid alla tillfillen. Svarta lador som opererar i realtid &r vidare
kausala i den meningen att utsignalens vérde vid varje tidpunkt bara kan
bero av insignalens virden fram till och med denna tidpunkt.

Diskreta kausala tidsinvarianta linjédra svarta lador har en mycket enkel
matematisk beskrivning, och de &ar fullstéindigt bestamda av impulssvaret,
dvs. utsignalen till insignalen § = (1,0,0,0,...) som kallas en impuls.

Sa lat T vara en diskret kausal tidsinvariant linjédr svart lada. Vi ska
berdkna utsignalen y = T'(z) for en godtycklig insignal x = (z,)3°. Ef-
tersom ladan ar kausal beror utsignalens vérde y, vid tidpunkten n bara



av insignalens utseende fram till och med tidpunkten n. Detta innebér att
utsignalen y’ = T'(z’) till insignalen
v = (z0,21,...,%,,0,0,0,...)

har samma vérde vid tidpunkten n som utsignalen y, dvs. y, = .
Lat nu a = (a,)§° beteckna impulssvaret 7(d) sa att

7(1,0,0,0,0...) = (ap,a1,a2,a3,a4...).

Om ladan far sin impuls ett antal tidsenheter senare kommer impulssvaret
att forskjutas lika manga tidsenheter pa grund av tidsinvariansen. Foljakt-
ligen &r

7(0,1,0,0,0,...) = (0,a90,a1,a2,as,a4...),

7(0,0,1,0,0,...) = (0,0,a9,a1,az,as,...),

7(0,0,0,1,0,...) =(0,0,0,ap,a1,as,...), OSv.
Eftersom

' =20(1,0,0,0,...) +21(0,1,0,0,...) 4+ -+ + 2,(0,0,0,0...,1,0...)

foljer det av lineariteten att

y =T(z") = 207T(1,0,0,0,...) +217(0,1,0,0,...) + 227(0,0,1,0,...) +
4 2,7(0,0,0,0,...,1,0...),

och genom att betrakta koordinaten med index n ser vi att

n
Yn = Yp = T0Gn + T10n_1 + -+ + Tp_101 + Tpag = Z an—kTh-
k=0
Detta visar att utsignalen y = T'(x) vid alla tidpunkter n #r helt bestdmd
av insignalen x och impulssvaret a = T'(9).
Séttet att kombinera tva foljder a = (an)y® och & = (z,)§° till en ny
foljd y = (yn)3° genom att sétta

n
Yn = E Op—kTk
k=0

for alla n kallas en faltning, och man anvinder beteckningsséttet a * x for
den erhallna foljden y.

Faltningar av ovanstaende typ uppkommer ocksa ndr man multiplicerar
tva potensserier eftersom

Z anx™ - Z bz = agbo + (albg + aobl)x + (a2b0 + a1b; + aon).Z‘Q =+ ...

n=0 n=0
00
= g cnx”,
n=0
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med ¢, = Y p_gan—rbr. Med hjélp av faltningsbegreppet kan vi saledes
uttrycka sambandet mellan koefficientfoljderna a = (ay)3°, b = (by)§° och
¢ = (cp) 1 de tre potensserierna som ¢ = a * b.

I kapitel 10 kommer vi att studera den s. k. z-transformen. Det &r en
transform som &ar definierad for foljder, och med z-transformen till féljden
a = (an)y menas den oéndliga serien

A(z) = i anz™ ",
n=0

som om f6ljden inte &r alltfor snabbt vixande dr konvergent for alla kom-
plexa tal z utanfor en tillrackligt stor cirkel i komplexa talplanet.

Genom att byta  mot 1/z i de tre potensserierna ovan ser vi att falt-
ningen ¢ = a * b genom z-transformering overgar i en produkt av typen
C(z) = A(2)B(2).

Lat oss nu atervianda tilll de diskreta kausala tidsinvarianta linjira svar-
ta ladorna. Z-transformen A(z) till impulssvaret a = T'(0) kallas ladans
overforingsfunktion, och i termer av den blir sambandet mellan in- och ut-
signalernas z-transformer mycket enkelt:

Mellan in- och utsignal © en diskret kausal tidsinvariant linjar svart lada
rader sambandet

Y(z) = A(2) X (2),

dir X(z) och Y (z) dr z-transformerna till in- resp. utsignalerna och A(z)
dr overforingsfunktionen.

Diffusion

Manga matematiska modeller inom naturvetenskapen &r konsekvenser av
enkla bevarandeprinciper. Exempel pa sadana klassiska fysikaliska konserve-
ringslagar &r att rorelsemingden i ett slutet system dr konstant, att massan
bevaras och att energin bevaras (i klassisk icke-relativistisk fysik). Vi ska
anvinda principen att massa inte uppstar ur tomma intet for att harleda
en ekvation for koncentrationen i en diffunderande 16sning samt skissera hur
man i det endimensionella fallet kan 16sa den erhalla partiella differentialek-
vationen med hjilp av fouriermetoder.

Lat c(z,t) beteckna koncentrationen i punkten x = (x1,x2,x3) och vid
tiden t av ett kemiskt dmne som losts i en vétska, och lat B beteckna ett
fixt sfariskt omrade i 16sningen. Vi ska studera hur mangden kemiskt d&mne
inom sfiren B foréndras genom diffusionen under ett tidsintervall [«, 5]. Vid
tidpunkten ty d4r méngden substans i sfaren lika med

///B c(x, ty) dx,



dér vi skrivit dx for dzidrodxs, sd masstorandringen i B under det aktuella
tidsintervallet ges av differensen

D:///B(c(x, — ¢z, ) dx_//// acxtdtd

Massfordndringen beror pa att molekyler av &mnet diffunderat ut och in
genom sfirens begransningsyta 0B, och diffusion fungerar pa sa sétt att
molekyler vandrar fran omraden med hogre koncentration till omraden med
légre koncentration med en nettohastighet J som &r proportionell mot kon-
centrationsgradienten.

Med matematiskt sprak giller alltsa foljande samband for nettohastig-
heten J(z,t) i punkten x vid tiden ¢:

J(z,t) = =k Ve(z,t),

en ekvation som brukar kallas Ficks forsta lag och dér den positiva propor-
tionalitetskonstanten x kallas diffusionskonstanten.? Vi kan dirfor uttrycka
massinstromningshastigheten genom begransningsytan 0B vid tidpunkten ¢
som en ytintegral, ndmligen som integralen

—// —k Ve(z,t)ndS,
0B

déir minustecknet framfor integralen forklaras av att enhetsnormalvektorn n
till sfiren valts utatriktad. Genom att utnyttja Gauss divergenssats och det

faktum att
0%c  0%c 93¢

ox? Oz 0%

kan vi nu skriva instréomningshastigheten genom 9B som foéljande trippelin-

tegral over B:
/// kAc(z,t) dx
B

Méngden kemiskt &mne som strommar in genom begrénsningsytan 0B
under tidsintervallet [«, 5] dr saledes lika med

/j ///B kAc(z,t) dz dt,

och eftersom dmnet inte forstors eller nybildas i B, svarar inflodet exakt
mot den méngdférandring D som vi berdknade ovan. Genom att jamfora de
bada uttrycken och byta integrationsordning leds vi alltsa till likheten

//// e s //// FAc(z, 1) didr.

Diffusionskonstantens viirde i enheten 10~ "cm? /s #r som foljer for nagra viktiga bio-
kemiska d&mnen utspiddda i vattenlosning. Glukos: 660, Insulin: 210, Hemoglobin: 6.9.

div(Ve) = Ac =
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Lat nu slutligen sfaren B krympa ihop till en punkt = och intervallet [a, 3]
till en punkt ¢. Denna grinsovergang leder till slutsatsen att koncentrationen
c(z,t) satisfierar den partiella differentialekvationen

% = kAc,
som kallas Ficks andra lag, i det inre av det omrade 2 som innehaller 16s-
ningen med det kemiska dmnet.

For att kunna bestdmma koncentrationsfunktionen c(x, t) ricker det inte
att veta att den satisfierar ovanstaende partiella differentialekvation, utan
vi behover for att erhalla en entydig l16sning specificera bade randvérden,
dvs. virden som lésningen ska ha for alla tidpunkter ¢ da x ligger pa randen
av det givna omradet §2, och begynnelsevirden, dvs. virden som l6sningen
ska ha for alla x vid en viss tidpunkt tg, t. ex. tg = 0.

Vi far ndja oss med detta allménna konstaterande, for nu ska vi forenkla
det hela genom att anta att den rumsliga variationen &r begridnsad till en
dimension och dédrmed kan beskrivas av en endimensionell rumsvariabel.
Situationen illustreras av figur 1.5, dar det 16sta &mnet finns i ett langt ror
med konstant tvarsnittsarea och dar all diffusion sker i ldingdriktningen.

0 & 9

Figur 1.5. Diffusion i ett ror. Losningens koncentration
ges av ¢(x,t).

Lat oss vilja var langdenhet sa att rorets langd &r n. Det gor att kon-
centrationen c(z,t) satisfierar den partiella differentialekvationen

dc _ 0%
ot~ "oz

Som randvillkor valjer vi

(PD) O<z<m t>0.
(RV) c(0,t) = ¢(m, t) =0, t>0

vilket betyder att koncentrationen halls konstant lika med noll vid rorets
dndpunkter, och som begynnelsevillkor

(BV) c(z,0) = f(x), 0<z<m

dir f(x) dr en kind funktion som ger oss koncentrationen i hela réret vid
tidpunkten t = 0.
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Om vi for ett dgonblick glommer bort begynnelsevillkoret, sa ser vi att
det finns en méngd av l6sningsfunktioner c,(x,t) till den partiella diffe-
rentialekvationen (PD) som ocksa uppfyller randvillkoret (RV), nédmligen
funktionerna

cn(z,t) = e "t sinna,

dir n = 1,2,3,.... Eftersom differentialekvationen &r linjér och randvill-
koren ocksa dr linjira, &r vidare varje linjirkombination av ovanstaende
funktioner en l6sning. Forutsatt att koefficienterna b,, viljs s& att serien

oo
k2t
c(z,t) = g bpe” " sinna
n=1

konvergerar och far deriveras under summatecknet, blir dérfér ocksa funk-
tionen c(x,t) en 16sning till den partiella differentialekvationen, och uppen-
barligen dr ¢(0,t) = ¢(n,t) = 0 for alla t.

Hur &r det da med begynnelsevillkoret? Jo, eftersom

(e 9]

c(z,0) = Z by, sin nx,
ar begynnelsevillkoret uppfyllt ifall vi kan vélja koefficienterna b,, sa att
fx) = Z by, sin nx
n=1

for 0 < z < w. Darmed har vi reducerat problemet till att utveckla funktio-
nen f ien fourierserie som bara innehaller sinustermer, och det gar férutsatt
att funktionen dr nagorlunda reguljar. Tricket &dr att forst utvidga funktio-
nen f till en udda, 2n-periodisk funktion, vilket kommer att medfora att
fourierserien saknar cosinustermer. Detaljerna kommer att ges i kapitel 5.

Historiska notiser

CD-teknologin utvecklades gemensamt av Sony och Philips under slutet av 1970-
talet. Sony var forst ut pa marknaden med en cd-spelare ar 1982.

Den forsta matematiska beskrivningen av diffusion gavs ar 1855 av den tyske
fysiologen ADOLF FIcK (1829-1901). Diffusionsekvationen (Ficks andra lag) har
samma, form som Fouriers varmeledningsekvation fran 1822 och kan dérfér angripas
med fouriermetoder.






Kapitel 2

Rekvisita

Syftet med det hér kapitlet &r att repetera nagra fundamentala begrepp och
resultat fran analysen och den linjéra algebran om reella funktioner, foljder
och vektorrum och att da samtidigt utvidga dem till det komplexa fallet.
Vidare introduceras nagra viktiga funktionsklasser som kommer att spela
en stor roll i den fortsatta framstéallningen.

2.1 Komplexvirda funktioner

Allmént kan en funktion f: I — C, dvs. en funktion som antar komplexa
véarden och ar definierad pa nagon delméngd I av R, skrivas pa formen

f=u+iv,

dér w och v dr tva reella envariabelsfunktioner. Vi sétter helt enkelt wu(t)
lika med realdelen och v(¢) lika med imaginérdelen av f(t).

En huvudroll i den héir boken kommer att spelas av den komplexa expo-
nentialfunktionen, som for imaginéra argument definieras av likheten

el! = cost +isint.

Genom att utnyttja vilkdnda egenskaper hos sinus och cosinus far vi likhe-
terna

—it

et =cost —isint =elf, |e?| =1, €(H) =il

e’ och e =1,

Vi kan rekonstruera sinus och cosinus fran exponentialfunktionen pa foljande
vis: 1
cost = —(e' +e7), sint = g(eit —e i,
i
Kontinuitet

Begreppet kontinuitet definieras pa féljande sitt for komplexvéirda funktio-
ner:

13
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Definition. En funktion f: I — C kallas kontinuerlig i punkten tog € I om

lim [f(t) — f(to)| = 0.

t—to

En funktion kallas kontinuerlig om den &r kontinuerlig i alla punkter i sin
definitionsméngd. Méangden av alla kontinuerliga komplexvéirda funktioner
definierade pa I betecknas C(I).

Observera att kontinuitetsdefinitionen aterfor problemet att avgdra om
en komplexvird funktion dr kontinuerlig pa problemet att berdkna gréns-
virdet av en reell funktion, samt att definitionen ser exakt likadan ut som
for reellvirda funktioner — det &r bara tolkningen av beloppet som skiljer
det komplexvirda fallet fran det reellvirda. Ett alternativt sétt att avgora
om en komplexvird funktion &r kontinuerlig dr att betrakta de reellviarda
real- och imaginérdelarna. Vi har ndmligen féljande resultat.

Sats 2.1.1. En komplexvird funktion f = u + iv dr kontinuerlig © punkten
to om och endast om de bada reella funktionerna u och v dr kontinuerliga i
samma punkt.

Bevis. De elementira olikheterna
|Rez| <|z|, |Imz| <|z|] och |z| <|Rez|+ |Imz|,
tillimpade pa det komplexa talet z = f(t) — f(to) ger att

u(t) —ulto)] <[f(E) = f(to)l, |v(t) —v(to)| < |F(t) — f(to)| och
|£(&) = f(to)] < |u(t) — ulto)| + |v(t) — v(to)l;

och det foljer omedelbart av dessa olikheter att pastaendena

lim [f(t) — f(to)| =0

t—to
och
tlg% lu(t) —u(to)| =0 & tligt [u(t) = v(to)| =0
ar ekvivalenta. o

EXEMPEL 2.1.1. Den komplexvirda exponentialfunktionen e &r kontinuer-
lig eftersom real- och imaginérdelarna cost och sint &r kontinuerliga funk-
tioner. ]

Likformig kontinuitet

Kontinuitetsdefinitionen aterfér begreppet kontinuitet pa begreppet grans-
virde. I direkta termer innebér definitionen att en funktion f: I — C é&r
kontinuerlig om (och endast om) det foér varje t € I och varje positivt tal
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e finns ett positivt tal § sa att |f(s) — f(t)| < e for all punkter s € I som
uppfyller olikheten |s — t| < 6.

I allménhet kommer talet § att bero av savél e som punkten ¢; exempelvis
ser vi genom att titta pa grafen till den reella funktionen f(t) = ¢*> med hela
reella axeln som definitionsméngd att det intervall kring ¢ for vilket olikheten
|s2 — 2| < 1 #r uppfylld, blir kortare och kortare ju storre talet ¢ #r. Det
finns darfor i detta fall inget > 0 saddant att implikationen

s —t[ <d=[f(s) = f(O)] <1

géller for samtliga tal ¢.

Om funktionen f &r sadan att det finns ett tal § som duger for samtliga
t i funktionens definitionsméngd, kallas funktionen likformigt kontinuerlig.
Den formella definitionen lyder sa hér.

Definition. En funktion f: I — C kallas likformigt kontinuerlig om det for
varje € > 0 finns ett tal § > 0 sa att olikheten |f(s) — f(t)| < € géller for alla
s,t € I som uppfyller olikheten |s —t| < J.

Kontinuitet i en punkt ¢y &dr en lokal egenskap — huruvida en funk-
tion &r kontinuerlig eller ej i punkten beror enbart pa funktionens utseende
nidra punkten ifraga. Likformig kontinuitet dr ddremot en global egenskap
— funktionens beteende i hela definitionsméngden spelar roll. Om defini-
tionsméngden dr ett kompakt (dvs. slutet och begrinsat) intervall, sa kan
vi emellertid hérleda den globala egenskapen likformig kontinuitet fran den
lokala egenskapen kontinuitet. Vi har nadmligen foljande viktiga sats, vars
bevis vi uteldmnar.

Sats 2.1.2. Om funktionen f: I — C dr kontinuerlig och I dr ett kompakt
intervall, sa dr funktionen likformigt kontinuerlig.

Funktionen f(t) = t2, som inte &r likformigt kontinuerlig nir defini-
tionsméngden dr hela R, blir saledes likformigt kontinuerlig om vi inskrénker
definitionsméngden till, séig, intervallet [0, 100].

Translation

Om f: D — C ar en godtycklig funktion och 7 &r ett reellt tal, sa far vi en
ny funktion f;: D; — C med méngden

D,={teR|t—T1€ D}
som definitionsméngd genom att sitta

fr(t)=f(t—71) forallate D,.
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Funktionen f, kallas ett translat till f, och vi far dess graf genom att skjuta
f:s graf T steg at hoger. Vi kommer att sdtta

T‘rf = f‘r»

och sjilva operationen T’ som 6verfor en funktion till dess translat kallas en
translation.

Om T, f = f for nagot nollskilt tal 7 kallas funktionen f periodisk med
period 7. Detta kréver forstas speciellt att definitionsméangden D till funk-
tionen f &r periodisk med samma period 7, dvs. att D, = D.

1 0 1 2 3 t 1 0 1 2 3 t

Figur 2.1. Exempel pa translation, f och T5f.

Derivata och integral

Man kan definiera begreppen derivata och integral for komplexvirda funk-
tioner pa ett direkt sitt genom att kopiera definitionen i det reella fallet
och omtolka betydelsen av beloppet, men det dr enklare att ga omvégen via
real- och imaginérdelar pa ett med sats 2.1.1 analogt sétt.

Definition. En komplexvérd funktion f = u + iv kallas
e deriverbar i punkten ¢t med derivata f'(t) = u'(t) +1iv'(t), om w och v
bada &r deriverbara i punkten ¢,
e integrerbar 6ver ett intervall [a, b] med integral

/abf(t)dt:/abu(t)dt—i—i/abv(t)dt

om de bada integralerna i hogerledet existerar.

Om I = [a,b], sa skriver vi i fortséttningen ofta [, f(t)dt istéllet for
ff f(t) dt. Pa motsvarande séitt betecknar [g f(t)dt den generaliserade in-
tegralen [ f(t)dt.

Léasaren bor som enkel 6vning verifiera att féljande linearitetsregler géller
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for komplexvéarda funktioner fi, fo, f och komplexa tal c:

b b b
L/%@+Mmﬁ=/ﬁ@ﬁ+/h@%

bcf(t) di—ec | F(t) dt.
/ /

Man verifierar vidare l4tt att om f &r en kontinuerlig komplexvérd funk-
tion med primitiv funktion F' (dvs. F'(t) = f(t) for alla ¢ i intervallet [a, b]),
sa dr

b
/fmﬁzuwM=F@Fm.

EXEMPEL 2.1.2. Derivatan till den komplexa exponentialfunktionen

e = cosat + isin at

fas med hjalp av definitionen till

qa
dt

(elat) = —asinat + ia cos at = ia(cosat +isinat) = et

Den komplexa exponentialfunktionen uppfor sig saledes precis som den reella
med avseende pa derivering. O

EXEMPEL 2.1.3. Foér o # 0 &r (ia) ~'e! en primitiv funktion till exponen-
tialfunktionen e'®t. Det foljer att

b iab iaa
: € — €
/ Mt = ——
“ ia

om « # 0.
Genom att speciellt lata o = n vara ett heltal och vélja b = a + 2xn, samt
utnyttja att en(a+2m) = gina . gi2nn — gina orhaller vi foljande mycket viktiga

formler:
/““‘2“ ot gt — 2n, omn =20
a 0, ommn#D0.

Integralen av e™ Gver ett godtyckligt intervall av lingd 2r ér med andra
ord lika med noll for alla nollskilda heltal n. O

t

Integrationsteknik

Vi kommer att behéva berdkna manga integraler i den har boken, sa det kan
vara en god idé for ldsaren att repetera hur man berdknar integraler med
hjélp av primitiva funktioner, substitutioner och partiell integration. Speci-
ellt den sista tekniken kommer till flitig anvindning, sa hér foljer formeln.
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Sats 2.1.3. Antag att funktionen f dr kontinuerlig pa intervallet [a,b] med
primitiv funktion F och att funktionen g dr kontinuerligt deriverbar pa sam-
ma intervall. Da dr

b
| gty a = [Fog(o)

b

— /bF(t)g’(t) dt.

a

. . . ¥ 1 o
EXEMPEL 2.1.4. Vi beréiknar integralen [™_t%e dt genom upprepad partiell
integration pa foljande vis:
T ) it q T it
/ 12l dt = [t“i} - / 2t < dt
- 1 1-—mn - 1
. . T .
= —i(n?e™ — nle1) 4 2i/ telt dt

—n
it

=o+2i([tei};—/n eiitdt)

i

. . KU
= 2(ne™ + e ") + 2i [elt}

—7

= 2n(e™ 4 e7™) 4 2i(e™ — 7)) = —4n. N

Triangelolikheten for integraler

Foljande olikhet for integraler generaliserar triangelolikheten for komplexa
tal och kommer att utnyttjas manga ganger i fortsattningen.

Sats 2.1.4 (Triangelolikheten for integraler). For alla integrerbara funktioner

f pa intervallet I dr
‘/If(t)dt‘ §/I|f(t)|dt.

Bewvis. Skriv det komplexa talet [, f(t) dt pa polir form som Rel? dir R =
UI f(t) dt’ ar absolutbeloppet av talet och 0 dr argumentet. Da ar

R= ew/lf(t) dt = /Ie“’f(t) dt.

Talet R = [, e f(¢) dt &r reellt och &r dérfor lika med sin realdel. Det foljer
att

]/If(t)dt\ :R:Re/le_iaf(t) dt:/IRe(e_ief(t))dt
e 10 = .
< [l swnar= [ sl

Den tredje likheten i kedjan géller pa grund av séttet att definiera integralen
av komplexviirda funktioner, medan olikheten beror pa att Re(e™?f(¢)) <

e f(1)]. O
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2.2 Foljder och serier

I det har avsnittet ska vi utvidga nagra, forhoppningsvis vilbekanta, defi-
nitioner och resultat for reella talfoljer och serier till komplexa foéljder och
serier med komplexa termer.

Talfoljder

Definition. En 6ljd (¢,,)3° av komplexa tal kallas konvergent om det finns
ett komplext tal ¢ sa att lim, o0 |c, — ¢/ = 0. Talet ¢ kallas i sa fall for
foljdens grdnsvdrde och betecknas lim,, o cp.

Grénsvardesdefinitionen for komplexa foljder &r ddrmed reducerad till
definitionen av grinsvirdet av en (icke-negativ) reell f61jd, och genom att ut-
nyttja de olikheter som rader mellan ett komplext tals real- resp. imaginérdel
och belopp erhaller vi, precis som fér kontinuitet, omedelbart féljande resul-
tat:

Sats 2.2.1. Om ¢, = a, + iby,, sa konvergerar den komplexa foljden (cy)3°
med ¢ = a + ib som grinsvirde om och endast om de bada reella foljderna
(an)$° och (by)3° konvergerar mot a och b, respektive.

Darigenom har vi fullstdndigt reducerat problemet att bestdmma gréans-
virdet av en komplex f6ljd till motsvarande problem for reella féljder, men
oftast ar det enklast att arbeta direkt med den komplexa foljden.

EXEMPEL 2.2.1. Lat z vara ett komplext tal. Om |z| < 1, sa dr

lim 2" =0,
n—oo

medan gréansvérdet inte existerar om |z| > 1 och z # 1.
For |z| < 1 &r ndmligen

lim 2" — 0] = lim |2|" =0,

n—o0 n—oo

eftersom det for icke-negativa reella tal r som &r mindre &n 1 géller att
r" — 0 dan — oo.

Anta fortséttningsvis att |z| > 1 och z # 1. For att visa att gransvéirdet
inte existerar i detta fall, kan vi utnyttja att om en f6ljd (¢, )$° dr konvergent
med gransvirde ¢ sa Ar

aggp{ont = €n) = [ nir = Jig en = c = =0,
Men for ¢, = 2™ &r cpy1 — ¢ = 2" — 2™ = 2"(2 — 1), och foljaktligen
lent1 —en]l =12|"z =1 > |z = 1] >0 for alla n.
Detta betyder att c¢,11 — ¢, inte kan ga mot noll, och bevisar att f6ljden
(2™)3° &r divergent. O
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En svarighet om vi forséker anvinda griansvirdesdefinitionen for att
avgora om en given foljd ar konvergent, dr att vi behover kinna till det even-
tuella gransvéardet, eftersom definitionen refererar till grinsvérdet. Foljande
sats visar att vi kan avgora en foljds konvergens genom att enbart hinvisa
till foljdens termer. Vi hoppar 6ver beviset for satsen eftersom vi inte kom-
mer att utnyttja den annat &n i nagot enstaka exempel, men det hor till
allménbildningen att kédnna till den.

Sats 2.2.2 (Cauchys konvergensprincip). En komplez talféljd (c,)2, dr kon-
vergent om och endast om foljande villkor dr uppfyllt:

Fér varje € > 0 finns det ett tal N sa att olikheten |c,, — | < € giller
for allan>m > N.

Att villkoret &r nodvindigt dr enkelt att inse. Antag ndmligen att foljden
har ett grinsvirde c. Da ér per definition lim,, . |¢, — ¢| = 0, dvs. givet
e > 0 finns det ett tal N sa att |c, —c| < €/2 giller for allan > N. Om bade
m > N och n > N, sa giller darfor pa grund av triangelolikheten att

lem —cenl = |(em —¢)+ (c—cn)| <lem —c|l+ |c—cn| <€/2+€/2 =c¢.

Serier

Vi 6vergar nu till att behandla serier. Sjdlva begreppet serie och konvergens
av en serie aterfors pa begreppet talfoljd och konvergens av talféljd med
hjalp av foljande definition.

Definition. Lat (c,)72; vara en f6ljd av komplexa tal, och sétt

N
SN=> e, N=1,23, ...
n=1

Man siger att den oédndliga serien
oo
>
n=1

ar konvergent med summa S om foljden (Sn)X_; av seriens partialsummor
(eller delsummor) &r en konvergent f6ljd med grénsvirde S. Man anvénder
i sa fall ocksa symbolen > ° | ¢, som beteckning for seriens summa.

En icke-konvergent serie kallas divergent.

EXEMPEL 2.2.2. Serien ) .~ 2", dir z ér ett komplext tal, kallas en geomet-
risk serie. Den geometriska serien dr konvergent om och endast om |z| < 1,

1 vilket fall -

1
1—2

P—

n=0
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Vi kan némligen beridkna partialsummorna och far for z # 1 att

N 1 _ZNJrl
Z 1 —z
k=0

medan forstas Sy = N + 11 fallet z = 1.

Det f6ljer nu att limy oo Sy = 1/(1—2) om |z| < 1, samt att gransvirdet
inte existerar om |z| > 1. O

Genom att dela upp termerna c, i en komplex serie i sina real- och
imaginédrdelar, ¢, = a, + ib,, far vi en motsvarande uppdelning av serien i
tva reella serier:

oo o oo
(2.1) ch:Zan—l—ian.
n=1 n=1 n=1

Hér ér den komplexa serien )7 ¢, konvergent om och endast om de bada
reella serierna » 2, a, och Y 2, b, dr konvergenta, i vilket fall likheten
(2.1) ocksa giiller for de tre seriernas summor. Att sa &r fallet foljer omedel-
bart av motsvarande resultat for foljder (sats 2.2.1).

Darigenom har vi forstas i princip reducerat alla problem rérande kom-
plexa serier till problem for reella serier.

For serier med positiva termer finns det ett flertal olika konvergenskri-
terier, som samtliga bygger pa det s. k. jamforelsekriteriet: Om varje term i
en given positiv serie &r mindre &n motsvarande term i en kénd konvergent
positiv serie, sa dr den givna serien ocksa konvergent. Dérfor ar féljande sats
mycket anvindbar i de fall d& den &r tillamplig.

Sats 2.2.3 (Absolutkonvergens). En komplex serie Y .o ¢, dr konvergent
om den positiva serien Y >~ |c,| dr konvergent.

En serie Y > | ¢y, kallas absolutkonvergent om serien > >° | |¢,| konverge-
rar. En konvergent serie som inte ar absolutkonvergent kallas betingat kon-
vergent.

Bewvis. Vi aterfor beviset av satsen pa det reella fallet. Satt darfor ¢, =
ap + ib,. Da dr |a,| < |cu] och |by| < |cp|. Om serien Y 7, |cy,| konverge-
rar, sa foljer det av jamforelsekriteriet for positiva seriet att ocksa serier-
na y 7, lan| och > 7, |by| konvergerar. Motsvarigheten till sats 2.2.3 for
reella serier ger nu att de bada reella serierna )~ a, och > 7, b, kon-
vergerar, och féljaktligen ar ocksa serien > ° ;| ¢, konvergent med summa

an Z L]

EXEMPEL 2.2.3. Om )7, r,, fir en konvergent serie med positiva termer ry,,
s& dr serien Y oo | e absolutkonvergent for alla ¢, eftersom |r,e™| = ry,.
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Eftersom den positiva serien

o0

1

np
n=1

ar konvergent om (och endast om) p > 1 far vi dérfor som specialfall att
serien

00
§ ipeint
n
n=1

dr absolutkonvergent for alla t om p > 1.

Déremot kan vi inte dra nagon omedelbar slutsats om konvergensen
for serien > 7, %emt, ty serien dr inte absolutkonvergent eftersom serien
o0 1 . . A . . .. o . o
Y me1 y; ar divergent. Ar serien betingat konvergent for nagra vérden pa t?

O

Fragan som blev hingande i luften i exemplet ovan kan besvaras med
hjalp av foljande sats som generaliserar Leibnitz sats om alternerande serier.

Sats 2.2.4. Lat (cy,)22, vara en féljd av komplexa tal och antag att det for
nagon konstant M gdller att

’Z ck’ <M for allan.
k=1

Lat vidare (ay)22, vara en avtagande foljd av positiva tal med grinsvirde

lim a, = 0.
n—oo

o .. . o0
Da dr serien Y >° | ancy, konvergent.

Bevis. Betrakta den givna seriens partialsummor S,, = Y ;_; axcg; vi ska vi-
sa att dessa konvergerar da n — 0o, och eftersom vi inte kéinner gransvéirdet
anvénder vi Cauchys konvergensprincip (sats 2.2.2).

Vi bérjar med att skriva om summan » ,_ 41 0kCk Pa ett sitt som dr
en direkt motsvarighet till formeln for partiell integration. S&tt

k
Ck = Z Cj
Jj=1

for £k > 1 och Cy = 0. Da blir ¢, = Cy, — Cj_1 for alla k, och vi kan dérfor
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gbra omskrivningen

n n n n

Y akek= Y an(Crh—Cro1)= > aChi— Y arCiy
k=m+1 k*m-l—l k=m+1 k=m+1

Z arCr — Z ag+1Ck
k=m+1

n—1
= anCn + Z (ak - ak—l—l)Ck - am-i—lcm-
k=m+1

Applicera nu triangelolikheten pa summan och utnyttja att |Cy| < M for
alla k. Detta ger oss olikheten

[Sn = Sl

IN

n—
|anChl + Z |(ax — ak+1)Ck| + |am+1Cm]
k—m+1

= an|Cn| + Z ak — ak+1)|Ck| + ami1|Crn
k=m+1
n—1

< anM + Z (ak- — ak+1)M + am_l,-lM = 2Gm+1M.
k=m+1

Eftersom a, — 0 da n — oo, finns det givet € > 0 ett N sa att olikheten
2am11M < € giller sa snart m > N. For n > m > N &r darfor

|Sn — S| < e,

och detta visar att forutsidttningarna i Cauchys konvergensprincipsats &r
uppfyllda. Foljden (S,)22; av partialsummor dr saledes konvergent, och
detta innebir att den givna serien konvergerar. O

EXEMPEL 2.2.4. Med hjalp av sats 2.2.4 kan vi visa att serien

oo

Z leint
n

n=1

ar betingat konvergent for 0 < t < 2mw, ty foljden (l)n 1 ar avtagande med
gransvérde 0, och féor summorna

int

_ 1kt_ it 1t i 1—e
Sn—Ze e Z —

har vi uppskattningen

|1 _eint‘ 2

T—ef] ==l =M for alla n. [

[Snl = le*]-
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2.3 Normerade vektorrum

Transformerna som vi ska studera kommer att vara definierade for hela klas-
ser av funktioner. For dessa funktionsklasser géller att linjarkombinationer
(med komplexa koefficienter) av funktioner i en funktionsklass ocksa tillhor
klassen samt att det finns ett naturligt sitt att ange ”storleken” hos funk-
tionerna i klassen.

Tva naturliga kandidater for storleken hos en funktion f som &r defini-
erad pa ett intervall I &r funktionens till beloppet storsta vérde respektive
integralen av funktionens belopp, dvs.

sup (0] resp. [ If(0)]
tel I
forutsatt att dessa kvantiteter &dr éndliga.

Vi ska nu precisera begreppen och illustrera med nagra exempel.

Definition. En klass B av komplexvirda funktioner som &r definierade pa
nagon méngd I, bildar ett komplext vektorrum om varje linjarkombination
c1f1 + cofo av funktioner f1, fo € B med komplexa koefficienter ¢y, co ocksa
ligger i B.

EXEMPEL 2.3.1. Lat I vara godtyckligt intervall. Exempel pa komplexa vek-
torrum av komplexvirda funktioner med I som definitionsméngd &r:

e C(I), méngden av alla kontinuerliga funktioner pa I;
e Cy(I), méngden av alla begrénsade, kontinuerliga funktioner pa I;

e Cx(I), méngden av alla kontinuerliga funktioner som &r lika med noll
utanfor nagon kompakt delméngd av I (dir den kompakta delméngden
far bero av funktionen);

e L!(I), miingden av alla integrerbara funktioner f pa intervallet I med
egenskapen att integralen [, |f(t)|dt ar dndlig.

Eftersom varje kontinuerlig funktion dr begrédnsad pa kompakta (dvs.
slutna och begrinsade) delméngder av definitionsméngden giller inklusio-
nerna

Cx(I) C G(I) € C(I),

och om intervallet I &r kompakt dr forstas Cx (1) = C(I).

Vidare &r C (I) en delmiingd av L!(I) eftersom varje kontinuerlig funk-
tion som &ar noll utanfér en kompakt delméngd &r integrerbar med &ndlig
integral. O

Storleken av funktioner méts med hjilp av normbegreppet, som definie-
ras sa hér:
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Definition. En norm |- || pa ett vektorrum B &r en funktion B — R med
foljande egenskaper:

(i) |Ifll > 0 for alla f € B;

(i) IIf +gll < IfIl + llgll for alla f,g € B (triangelolikheten);
(iii) |lef|l = |||l f]] for alla f € B och alla komplexa tal ¢;
(i) [fl=0= f=0.

Ett komplext vektorrum med en given norm kallas ett normerat rum.

ExXEMPEL 2.3.2. Lat B vara ett vektorrum av funktioner definierade pa
méngden I och antag att alla funktionerna i B &r begrinsade. (Exempel
pa sadana rum &r Cx (I) och Cy(I) for godtyckliga intervall I.) Vi far en
norm || - ||, den s.k. supnormen, pa vektorrummet B genom att definiera

1flloe = sup | f(£)].
tel

Att egenskaperna (i), (iii) och (iv) i normdefinitionen &r uppfyllda &r up-
penbart, och egenskap (ii) foljer av triangelolikheten for komplexa tal, som
innebér att

[f (@) +g®)] < [F@)] + 1g@)];

och som medfor att
[f + glloo = sup | f(t) + g(t)| < sup(|f(t)| + |g(t)])
tel tel

< sup | ()| +sup [g(£)] = [ flloo + [|gloo-
tel tel

Om [ &r ett kompakt intervall, I = [a, ], sa antar en kontinuerlig funk-
tion pa I sitt supremum i nagon punkt. For funktioner f € C([a,b]) &r
déarfor

[flloo = max |£(2)

a<t<b

: O

Konvergens i normerade vektorrum

For en talfoljd (a,)$° definieras begreppet konvergens i termer av begreppet
avstand; f6ljden konvergerar mot a om avstandet |a,, — a| mellan termen a,,
och a gar mot noll da n — oo. I ett normerat vektorrum B med norm || - ||
kan vi ocksa definiera avstand pa ett naturligt sitt — med avstandet mellan
tva element f, g € B menas normen av deras differens, dvs. ||f — g||. Detta
gor foljande definition av begreppet konvergens i ett normerat vektorrum
fullstdndigt naturlig.

Definition. En {6ljd (f,)7° av element i ett normerat vektorrum B séges
konvergera mot elementet f € B om lim ||f, — f|| = 0.
n—oo
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Om (ay,){° &r en 6ljd av element i ett normerat vektorrum, sa menas med
serien 3.°° | ay, foljden (Sy)_, av partialsummor Sy = S a,,. Serien
kallas konvergent med summa S om f6ljden av partialsummor konvergerar
mot S. Summan betecknas i sa fall ocksa > | ap.

Precis som i fallet med talfoljder visar man att grianselementet till en
konvergent foljd i ett normerat vektorrum &r entydigt bestdmt samt att
summan av tva konvergenta foljder konvergerar mot summan av de bada
foljdernas grianselement.

EXEMPEL 2.3.3. For konvergens i det fall da det normerade vektorrummet
bestar av funktioner som dr begrénsade och normen ar supnormen ||-||oo har
man foljande terminologi:

Foljden (f)3° konvergerar likformigt mot f, om lim | f, — f|lec = 0.
n—oo

Vi kommer att studera likformig konvergens nérmare i kapitel 4. O

Ovningar
2.1 Visa foljande olikhet f6r normen i ett normerat rum

A= Ngll] < ILf = gll-

2.2 Lat (f)° och (g,)5° vara tva konvergenta foljder i ett normerat rum
och sitt f = lim f, och g = lim g,. Visa att
n—oo n—oo

a) lim (fu+g2) = f+g.  b) lm £l = [/].

lim
n—oo

2.4 Rummet L'

Aven om klassen av kontinuerliga funktioner &r stor sa finns det manga i
olika tillimpningar férekommande intressanta och viktiga funktioner som
inte &r kontinuerliga och som vi vill kunna transformera. En funktionsklass
som innehaller alla kontinuerliga funktioner om definitionsintervallet I &r
kompakt, och alla kontinuerliga funktioner som avtar tillrickligt snabbt i
odndligheten om intervallet I &r obegrénsat, dr klassen av alla absolutin-
tegrabla funktioner, som vi nu ska studera.

Definition. Lat I vara ett intervall. En integrerbar funktion f: I — C kallas
absolutintegrabel om

/\f(t)]dt < .
I

Rummet av alla absolutintegrabla funktioner pa I betecknas L'(I). For
funktioner f € L'(I) sitter vi

1
I = 5 [ @t
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dér d &r langden av intervallet I om det &r begrédnsat, och d = 1 om inter-
vallet I &r obegrinsat.

Anmdrkning. Normaliseringsfaktorn d &r ditstoppad av det enkla skilet att
vi vill att den konstanta funktionen 1 ska ha norm lika med 1 i de fall
da intervallet I &r begrinsat. (For obegrinsade intervall ligger forstas inga
andra konstanta funktioner #n nollfunktionen i L'(T).)

Vi har inte foérklarat vad L i beteckningen L'(I) star for. Svaret ér ”Le-
besgue”, ty det i ssammanhanget "rétta” integralbegreppet &r inte Riemann-
integralen utan den s. k. Lebesgueintegralen som behandlas i mer avancera-
de kurser i matt- och integrationsteori. Detta &r dock inget som behdver
bekymra den har bokens ldsare, som inte kan forvéantas ha studerat den-
na integral, ty for alla Riemannintegrabla funktioner och dédrmed for alla
funktioner som kan ténkas forekomma i tillimpningarna, dr Lebesgueinte-
gralen lika med Riemannintegralen. Férdelen med Lebesgueintegralen &r att
fler funktioner blir integrerbara samt att ett antal satser om gransévergang
under integraltecknet forenklas. Det &r saledes inte nddvéndigt att precist
kunna avgora vilka funktioner som ingér i rummet L'(I) for att forsta och
kunna folja den kommande framstéllningen av fourierteorin. Visentligt &r
ddremot att veta att rummet har foljande egenskaper, ty dem kommer vi
att anvinda oss flitigt av i fortsdttningen.

1. Rummet L!(I) &r ett vektorrum

Om fi, fo dr funktioner i L'(I) och ci, co #r komplexa tal, sa ligger med
andra ord funktionen ¢ fi + caf2 ocksd i L*(I), och

/](lel (t) + Cgfg(t)) dt = /[ f1 (t) dt 4+ co /] fg(t) dt.

2. Rummet L!(I) &#r ett normerat vektorrum med ||-||; som norm

Vi kallar || f||; for L'-normen av funktionen f. De bada normegenskaperna
Ifll1 > 0 och |lef|l1 = |c]|| f|l1 4 uppenbara, och triangelolikheten

1+ glly < [[fllr + llgllx

foljer genom integration av olikheten |f(t)+g(t)| < |f(¢)|+|g(t)], som géller
for alla t pa grund av triangelolikheten for komplexa tal.

For att fa det aterstaende normkravet att gilla, namligen kravet att
nollfunktionen ska vara den enda funktionen i rummet som har norm noll,
maste vi emellertid ta till ett trick eftersom likheten

1
11 = g [ 1=

uppenbarligen giller for andra funktioner &n nollfunktionen. Exempelvis
géller likheten for alla funktioner som &r lika med noll 6verallt pa inter-
vallet I utom i enstaka punkter.
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For att komma runt detta dilemma finns det ingen annan utvag &n att
betrakta alla funktioner f € L'(I) med egenskapen att ||f|[; = 0 som sam-
ma funktion, ndmligen nollfunktionen. Och da maste vi ocksa betrakta alla
funktioner f och g med egenskapen att ||f — g|li = 0 som samma funk-
tion. Om du tycker att detta later alltfor 16sligt, sa kan vi gora det hela
matematiskt oantastligt pa foljande vis. Forst behovs da en definition.

Definition. Tva funktioner f och g i L'(I) siges vara lika ndsta Gverallt,
vilket vi férkortar som f(t) = g(t) n.6., om ||f — g|[1 = 0.

Speciellt &r alltsa f(t) = 0 n.6. om || f|[1 = 0.

Déarefter konstaterar vi att egenskapen ”likhet néstan Overallt” &r en
ekvivalensrelation, vilket innebér att
(a) f(t) = f(t) n.6. for alla funktioner f.

(b) f(t) =g(t) n.6. = g(t) = f(t) n.6.
(c) f(t) =g(t) n.o. & g(t) = h(t) n.6. = f(t) = h(t) n.o.

Vi kan dirfor partitionera L (I) i ekvivalensklasser, diir varje sidan klass
bestar av alla funktioner som ér lika med varandra néstan dverallt, och ele-
menten i vart "nya L!(I)” fir nu bli dessa ekvivalensklasser. Detta nya rum
blir med naturliga definitioner av linjarkombinationer och norm ett norme-
rat vektorrum. Vi avstar fran att genomféra detaljerna i denna konstruktion
som dr analog med hur man definierar rationella tal som ekvivalensklasser
av brak sa att exempelvis braken 1/2, 2/4, 3/6, ...Dblir representanter for
samma rationella tal. Kontentan av det hela dr d&nda bara att vi inte ska
skilja pa tva funktioner som &r lika néstan Gverallt eftersom de har samma
integral.

Da uppstar naturligtvis fragan om det finns nagot direkt sétt att avgora
om tva funktioner &r lika néstan 6verallt som inte bygger pa att man berék-
nar integralen av beloppet av funktionernas differens. Exempelvis &r ju tva
funktioner f och g lika nédstan dverallt om f(t) = g(t) for alla ¢ i intervallet
I utom i en punkt, eller i tva punkter, eller mer generellt i &ndligt manga
punkter. Det precisa svaret ar att tva funktioner f och ¢ &r lika néstan
overallt om och endast om méngden {t | f(t) # g(t)} av punkter dir funk-
tionerna skiljer sig at ar en nollmdngd, dar begreppet nollméngd definieras
pa foljande vis.

Definition. En delméngd E av de reella talen kallas en nollmdngd om det ar
mojligt att tédcka 6ver méngden med 6ppna intervall vars sammanlagda langd
ar godtyckligt liten, dvs. om det f6r varje € > 0 finns en foljd I, I, Is, . ..
av Oppna intervall sadan att E C |J I, och ) |I,| < €. (Hér betecknar |1, |
langden av intervallet I,,.)

Alla dndliga méngder ar forstas nollméngder, men ocksa mingden Q av
alla rationella tal 4r en nollméngd.
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Speciellt betraktas alltsa en funktion f som lika med nollfunktionen om
méngden av punkter déir funktionen ar skild fran noll &r en nollméngd.

Om g &r en icke-negativ, kontinuerlig funktion och [; g(t) dt = 0, sa &r
nodvandigtvis g(t) = 0 for alla ¢. En kontinuerlig absolutintegrabel funktion
f med norm ||f||; = 0 &r dérfor identiskt lika med noll. Om en kontinuerlig
funktion dr noll ndstan dverallt, sa dr den foljaktligen noll dverallt.

3. Delrummet Cx(I) av kontinuerliga funktioner som &r noll ut-
anfér ndgon kompakt delméingd av [ #r titt i L'(])

Innebérden av detta pastaende ir att varje funktion i L'(I) kan approxime-
ras av en kontinuerlig funktion som &r noll utanfor nagon kompakt delméngd
av I med godtycklig noggrannhet. Givet f € L'(I) och € > 0 finns det med
andra ord en funktion g € Cx(I) sadan att ||f — g|1 <e.

Med en analogi kan vi saledes séga att ur approximationssynpunkt for-
haller sig de kontinuerliga funktionerna som &r noll utanfér nagon kompakt
delmzingd av I till funktionerna i L'(I) som de rationella talen gor till de
reella talen. For Riemannintegrabla funktioner f visar man pastaendet ge-
nom att férst approximera funktionen med en trappstegsfunktion och sedan
i sin tur approximera trappstegsfunktionen med en styckvis linjar funktion.
Figur 2.2 illustrerar det hela.

Figur 2.2. Approximation av integrerbar
funktion med styckvis linjér funktion.

Att en foljd (f,,)$° av funktioner i L'(I) konvergerar mot funktionen f
betyder enligt var generella definition av konvergens i ett normerat rum att
lfn = flli = 0 da n — oo. Ibland behoéver man fortydliga att det &r just
den konvergensen som det ror sig om (och att det t. ex. inte handlar om
punktvis konvergens), och da séger man att funktionsféljden konvergerar i
L'-mening mot f € L'(T).

Att rummet Cx (I) &r titt i L1(I) innebir att man for givet f € L(I)
och varje positivt heltal n kan hitta en funktion g, € Cx(I) med egenskapen
att ||f — gnll1 < 1/n. Man kan med andra ord konstruera en {6ljd (g, ) av
kontinuerliga funktioner, dir varje funktion &r noll utanfér nagon kompakt
delmingd av I, som konvergerar i L'-mening mot f.
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Ovningar

2.3 Vilka av féljande funktioner ligger i L'([0, 1])? Beriikna i férekomman-
de fall normen.
a) f(t)y=t"12, 0<t<1 b) ft)y=t"1 0<t<1
c) f(t)=Int, 0 <t <1.

2.4 Antag att f € L'(I), dér I #r ett begréinsat intervall, och att |f(¢)] < C
for alla t € I. Visa att || f|l1 < C.

2.5 Inreproduktrum

Du vet siikert vad som menas med en skaldrprodukt pa ett reellt vektorrum.
Motsvarigheten for komplexa vektorrum kallas vanligtvis inre produkt, och
definitionen av detta begrepp lyder sa hér:

Definition. En inre produkt (-,-) pa ett komplext vektorrum V &r en avbild-
ning som for varje par av element f,g € V ger ett komplext tal (f, g) med
foljande egenskaper:

(i1)  A(erfi +cafo,9) = e1(f1,9) +c2(f2, 9)

(i2)  (f,c191 + c2g2) = e1(f, g1) + C2(f, g2)
(i) (f,9) =9, /)
(iii)  (f,f) >0

Ett komplext vektorrum som forsetts med en inre produkt kallas ett
inreproduktrum.

Inre produkter ger pa ett naturligt sétt upphov till normer; den med inre
produkten (-,-) associerade normen ||| &r

[RASRVAVEN O

Samtliga normegenskaper utom triangelolikheten foljer omedelbart ur
egenskaperna (i)—(iv) i inre produktdefinitionen. Beviset for triangelolikhe-
ten dr mer intrikat och bygger pa att man forst visar féljande viktiga olikhet:

Sats 2.5.1 (Cauchy-Schwarz olikhet). Om (-,-) dr en inre produkt och ||-|| dr
motsvarande norm, sa ar

[(f-al < fllgl

for alla f, g.

Bewvis. Olikheten é&r trivialt sann om f = 0. Antag dérfor att f # 0. Pa
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grund av inreproduktegenskaperna &r

0< A+ g.Af+9) =N )+ A, 9)+ Mg, f) + (9,9)
= APIAI? 4+ A f. g) + M(f, 9) + llgll? = IAPILFIIP + 2Re(Af, 9)) + [lg]1?

for alla komplexa tal A. Vilj nu speciellt A = —(f, g)/|| f||?>. Detta resulterar
i olikheten

lgll® = [¢£, ) P/1LFIZ = 0,

som efter forenkling ger oss Cauchy—Schwarz olikhet. O

Triangelolikheten foljer nu av foljande ridkning, som i tur och ordning
utnyttjar definitionen av |- || i termer av den inre produkten, egenskapen
(i), triangelolikheten fér komplexa tal samt Cauchy—Schwarz olikhet:

If+alP=Kf+g9.f+9|=1f+9.f)+(f+9,9)
<Kf+g, HI+f+9,9]
<[ f+alllf I+ 11f+ glllgll
= |f + gl + llgl])-

Om || f+g¢]| # 0, sa erhaller vi den sokta triangelolikheten fér normen genom
att dividera bada sidor av olikheten ovan med || f + g||, och om ||f +g|| =0
ar triangelolikheten trivialt sann. ]

EXEMPEL 2.5.1 (Rummet ¢2). En komplexvird foljd (z,)$° dr ur matema-
tisk synvikel detsamma som en funktion z: Z; — C med funktionsvirdena
z(n) = zy, sa méngden av alla sadana foljder bildar ett vektorrum under
vanlig definition av addition och skalér multiplikation.

Lat nu £? beteckna mingden av alla foljder z = (2,)7° som uppfyller

villkoret
o0
Z |2n|? < 0.
n=1

Vi ska visa att £2 &r ett vektorrum och att vi far en inre produkt pa rummet
genom att definiera

o

(2.2) (z,w) = 20y

n=1

Motsvarande norm blir da

NG

I2ll2 = (i 2al?) .
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For att bevisa att ¢2 &r ett vektorrum ricker det att visa att summan
av tva foljder i €2 ligger i £2, och att produkten av en komplex skalir och en
foljd i ¢2 ligger i ¢2.

Lat dirfor z = (2,)$° och w = (w,,){° vara tva foljder i £2, dvs. antag att
de bada summorna >, [2,]? och Y, |wy|? dr dndliga. For varje komplext
tal \ dr da uppenbarligen summan Y, |A2,|* ocksé éndlig, sa féljden Az =
(Azn)$° ligger i £2 for varje komplext tal \.

Genom att kombinera den elementéra olikheten
(2.3) 2ab < a® + b2,

som géller for alla reella tal, med triangelolikheten for komplexa tal erhaller
vi olikheten

|2 + wn|2 < (Jzn| + |wn’)2 = ‘Zn’2 + 2|2p|[wn| + |wn’2

< 2(|zn? + Jwal?).

Det foljer darfor att Y., (Jzn + wnl? < 2(X,, [20)® + 30, [wal?) < oo, vilket
innebir att summan z +w = (w, + 2,)$° tillhor £2.

For att se att ekvation (2.2) definierar en inre produkt behover vi forst
visa att den definierande serien konvergerar. Men pa grund av olikheten
(2.3) &1 [20W05] < %|2n|* + 3|wn|?, och dérfor &r serien absolutkonvergent
enligt jamforelsekriteriet.

Vi maste ocksa visa att villkoren (i)—(iv) i inreproduktdefinitionen &r
uppfyllda, men detta &r en enkel verifikation. Exempelvis dr uppenbarligen
(z,2) = >, |zn]* > 0, och likhet rader om och endast om alla z, = 0, dvs.
om och endast om z = 0. O

I inreproduktrum definieras normen || -|| i termer av den inre produkten
(-,-) via relationen || f|| = \/(f, f). Omvint kan man rekonstruera den inre
produkten utifran kdnnedom om normen. Vi har ndmligen féljande resultat.

Sats 2.5.2. For alla vektorer f,g i ett inreproduktrum gdller att

(f.9) = 1(17 + gl il +igl> — 17 — gll> il — ig]]?).

Bevis. Man bevisar identiteten genom att anvinda normdefinitionen och
utveckla hogerledet med hjalp av riknereglerna for den inre produkten. De-
taljerna ldmnas som 6vning. O

Ortogonalitet, ON-system och ortogonala projektioner

Tva vektorer f och g i ett inreproduktrum V kallas ortogonala om (f, g) = 0.
En familj {f; | i € I} av vektorer i ett inreproduktrum kallas ett ON-system
om vektorerna i familjen &r parvis ortogonala och har norm 1, dvs. om

(fi, fj) =0 for i # j och (f;, fi) = 1 for alla ¢ i indexfamiljen 1.
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EXEMPEL 2.5.2. Lat e, = (0,...,0,1,0,0,...) beteckna den talfcljd i ¢
som bestar av idel nollor utom pa plats nummer n, dir talet istéllet &r en
etta. Da &r uppenbarligen {e, | n € Z} ett ON-system.

Om z = (2,)$° &r ett godtyckligt element i £2, sa &r serien > oo ;| zp€,
konvergent i 2 med summa z, ty om Sy dr den N:te partialsumman,

N
Sy = Zznen = (21,22,...,2n,0,0,...),
n=1
sa ar 0
1Sn — ZHZ =[1(0,...,0, 2541, 2N+2, - - - )”2 = Z ‘Zﬂ,27
n=N+1
och den sistndmnda summan gar mot noll d& N — oo eftersom serien
>0 1 |zn|? dr konvergent.

Att z = Y 0% zpe, for alla z € (2 betyder emellertid inte att ON-
systemet £ = {e, | n € Z,} #r en bas for rummet 2. For att en familj F
av vektorer ska vara en bas krivs nidmligen att varje vektor i rummet pé ett
unikt sétt ska kunna skrivas som en dndlig linjirkombination av vektorerna
i familjen F. En &ndlig linjarkombination av vektorer i £ &r en talf6ljd som
fran och med en viss punkt bara bestar av nollor. Féljden (1/n)3°, som
ligger i £2, kan saledes inte skrivas som en linjirkombination av elementen i
ON-systemet &. O

Var nésta sats kan ses som en generalisering av Pythagoras sats.

Sats 2.5.3. Antag att f och g dr tva ortogonala vektorer i ett inreprodukt-
rum. Da dr

1F +gl* = 1I£11* + llgll>.

Beuwis.

If+gl>=(f+ag.f+a) =)+ {f.9)+{g.f)+{9,9)
= £I*+(f.9) + (f.a) + llgl* = I FI* + lg]l*- O

Lat {e; | i = 1,2,...} vara ett ON-system inreproduktrummet V', och
lat W beteckna det linjédra delrum av V' som spénns upp av den n forsta
vektorerna e, es,...,e, i ON-systemet och som foljaktligen bestar av alla
linjarkombinationer av dessa n vektorer. Vi definierar en linjar avbildning
P,: V — W genom att for f € V séitta

Pof =) (f.eei.
=1

Avbildningen P, kallas den ortogonala projektionen av V pa delrummet
W av skél som framgar av foljande sats.
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Sats 2.5.4. Lat f vara en godtycklig vektor i V. Da dr

f:Pnf+(f_Pnf)

en uppdelning av vektorn f som en summa av tvd parvis ortogonala vekto-
rer. Vektorn P, f ligger i delrummet W, vektorn f — P, f dr ortogonal mot
delrummet W och

1P f]1? = Z| (f.e)]

Bevis. For k < n géller pa grund av inreproduktegenskaperna (i) och (ii)
och ortogonalitetsegenskapen hos ON-systemet att

n

<f - Pnf7€k> = <f,€k> - <Z<f,€i>€i,€k> = <f,6k> - <f,€k> =0.

i=1

Vektorn f — P, f &r saledes ortogonal mot vektorerna ej,es, ..., e,, och
dérmed ocksa mot alla linjirkombinationer av dessa, ddribland P, f.
Det foljer vidare av inreproduktegenskaperna (i) och (ii) att

n n

|PafII? = (Puf, Puf) = <Z<faei>ei7 (f.ex)en)
=1 =1
_ZZ fael f7€k ezaek :Z‘faez . U
i=1 k=1 =1

Sats 2.5.5 (Bessels olikhet). Lat {e; | i = 1,2.3,...} vara ett ON-system i
ett inreproduktrum V. For alla vektorer f € V' gdller olikheten

> e < AP
i=1

Likhet gdller i olikheten ovan om och endast om
Tim [[Pf — f]| = 0.

Bewvis. Genom att kombinera satserna 2.5.3 och 2.5.4 ser vi att
(2.4) ZI Fe)? = 1PafI? = 1FI2 = I = Puf1? < I £11?

for alla positiva heltal n. Bessels olikhet foljer déarfor genom att lata n ga
mot oéndligheten.

Likhet giller i Bessels olikhet om och endast om lim, o || Puf|? = || fII%,
och av den andra likheten i (2.4) foljer att detta giller om och endast om
limp, o0 || f = Pufll = 0. O
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EXEMPEL 2.5.3. I exempel 2.5.2 introducerade vi ON-systemet {e,, | n € Z}
i rummet (2. For z = (2,)5° 1 £2 dr (z,e,) = z,, sa i det hir fallet fir det

trivialt sant att vi har likhet

> lzen)l? = 2]

n=1

i Bessels olikhet — likheten foljer ju direkt av definitionen av ¢2-normen.
O

ON-system {e; | i = 1,2,3,...} som ger likhet i Bessels olikhet dr spe-
ciellt intressanta, bl. a. av den anledning att de gor det mojligt att beréikna
normen ||f|| av ett godtyckligt element som roten ur Y, |(f,e;)|*. Jamfor
med ON-baser ey, es,...,e, i reella dndligtdimensionella vektorrum, dér
laingden av en godtycklig vektor v med koordinaterna x1,x2,...,x, ges av
att o] = (X0, x?)l/z med z; = (x,e;). Vi infor darfor f6ljande terminolo-
gi:

Definition. Ett ON-system {e; | ¢ = 1,2,3,...} i ett inreproduktrum V
kallas fullstdndigt om

[1Pnf = fII =0

lim
n—oo
for alla vektorer f € V.

Vi har nu foljande resultat

Sats 2.5.6. Lat {e; | i =1,2,3,...} vara ett ON-system i ett inreproduktrum
V. Da dr féljande tre villkor ekvivalenta:

(i) ON-systemet dr fullstindigt.
(ii) |fIIP =D _1(f,e)* foralla f€V.

=1
oo

(iti) (f,g) =D (frei){g.es) foralla f,g V.

=1

Bevis. Ekvivalensen mellan (i) och (ii) ges av foregaende sats, och att (iii)
medfor (ii) foljer genom att vilja g = f.

For att visa att (ii) medfor (iii) utnyttjar vi att vi kan uttrycka den inre
produkten i termer av normer (sats 2.5.2), och vi gor detta bade i rummet
V och i rummet 2. Sitt z; = (f,e;) och w; = {(g,e;). Da ligger foljderna
z = (2;)$° och w = (w;)$° bada i £2 pa grund av Bessels olikhet, och vi har
dérfor dels

(f.9) = 2 (If + gl +illf +igl® = IIf — gllI* = ill f —igl*).,

|
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dels

e} 1 [e.e] o0 o0 o

Z 2iW; = 1 (Z ]zi+wi|2+iz |2 +iwg) —Z |zi —wi|2—iz |zi—iwi|2).
i=1 i=1 i=1 i=1 =1

Om (ii) géller, sa dr varje term i hogerledet av uttrycket for (f,g) lika
med motsvarande term i hogerledet av uttrycket for ), zw;, och darfor
ar (f,g) = >, ziw;, dvs. pastaende (iii) géller. O

Om {e; | i=1,2,3,...} dr ett godtyckligt ON-system i inreproduktrum-
met V, sa erhaller vi pa grund av Bessels olikhet en avbildning 7': V' — ¢2
genom att satta

Tf = ({f ea))7"-

Avbildningen T' &r uppenbarligen linjér, och om ON-systemet &r fullstandigt
ar den pa grund av likheten (ii) i sats 2.5.6 ocksa normbevarande, dvs.
\Tfll = ||f|l for alla f € V. Normbevarande linjara avbildningar kallas
1sometrier.

Ar avbildningen T ocksa surjektiv, dvs. finns det for varje foljd z = (2,)$°
i /2 en vektor f sidan att T'f = z, eller ekvivalent, sidan att (f,e,) = 2,7
Den naturliga kandidaten &r i sa fall f = >">° | z,e,, men det forutsitter
forstas att serien ifraga konvergerar mot nagot element i det normerade
rummet B. For att detta ska gélla krévs att det normerade rummet har en
egenskap som kallas kompletthet. Att ga in pa detta skulle fora for langt,
utan vi far néja oss med papekandet att rummet 2 har den egenskapen
(vilket &r trivialt) liksom L?-rummen, som vi ska definiera i niista avsnitt.

Om ON-systemet &ar fullstindigt och rummet &r komplett, sa dr med
andra ord den linjira avbildningen T: V' — £? bijektiv och normbevarande.
Detta innebér att om vi ar ute efter egenskaper som bara har med linearitet,
norm och inre produkt att gora, sa kan vi identifiera de bada rummen V och
(2. Alla rikningar i V kan lika géirna utforas i £2! Jamfor med n-dimensionella
reella vektorrum som med en given ON-bas kan identifieras med R"™.

Ovningar

2.5 Vilka av foljande foljder ligger i £2? Beriikna i forekommande fall nor-
men.

a) (n7V2F b))

2.6 Visa att om S = {e; | i = 1,2,3,...} &r ett fullstindigt ON-system
i ett inreproduktrum, sa finns det inte nagon annan vektor &n noll-
vektorn som &r ortogonal mot samtliga vektorer i S. Ett fullstandigt
ON-system é&r saledes maximalt i den meningen att det inte kan ut-
vidgas till nagot storre ON-system.

2.7 Visa att om (f,)$° och (g,)5° &r tva foljder i ett inreproduktrum som
konvergerar mot f resp. g, sa dr lim (f,, gn) = (f, 9).
n—oo
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2.6 Rummet L2

I manga tillimpningssammanhang &r den intressanta funktionsklassen inte
klassen av absolutintegrabla funktioner, dvs. L'(I), utan klassen av funk-
tioner vars kvadrater &dr absolutintegrabla. Antag som exempel att vi stu-
derar nagot elektriskt system under ett tidsintervall I och dir spdnningen

u(t) V over en resistans pa 1 Q dr en viktig parameter Eftersom den av
spénningen utvecklade energin ges av integralen [, u LU 2 dt och bara éndliga
energier kan férekomma, dr det klart att vi kan 1nskranka oss till att studera
spanningsfunktioner v for vilka ovanndmnda integral dr dndlig. Detta dr ett
skél att studera den funktionsklass som vi nu ska definiera.

Definition. Med L?(I) menas rummet av alla funktioner f: I — C som #r
integrerbara och uppfyller villkoret

/\f(t)det < o0.
I

For funktioner f,g € L?(I) definierar vi

/f g@dt och  |fl2= /!f wfar)"

dér d &r langden av intervallet I om det &r begrdnsat, och d = 1 om inter-
vallet &r obegrinsat.

De visentliga egenskaperna hos rummet L?(T) dr samlade i foljande
sats.

Sats 2.6.1. (i) L*(I) dr ett inre produktrum med (-,-) som inre produkt
och || -||2 som motsvarande norm.

(ii) For begrinsade intervall I dr L*(I) ett delrum till LY (I), och for varje
funktion f € L*(I) gdller normolikheten || f|l1 < ||f]|2-

Bevis. (i) For att visa att L2(I) dr ett komplext vektorrum riicker det att
visa att summan av tva funktioner i L?(I) ligger i L?(I) samt att produkten
av ett komplext tal och en funktion i L?(I) ligger i L?(I), ty det fir uppenbart
att samtliga 6vriga vektorrumsaxiom (som vi ju inte specificerat ordentligt)
dr uppfyllda.

Lat dirfor f och g vara tva funktioner i L?(T), dvs. antag att de bada
integralerna [} |f(t)|?dt och [;|g(t)|*dt &r &ndliga. Uppenbarligen &r da
ocksa integralen [} |cf (t)|? dt andlig for varje komplext tal ¢, sa funktionen
cf ligger i L?(I) for varje c € C

Genom att kombinera den elementéra olikheten

2ab < a® + 12,
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som géller for alla reella tal, med triangelolikheten for komplexa tal erhéller
vi olikheten

IFO]+ gD = [F O + 20 @)lg(®)] + g (®)?

() +9()]* < (
<2(fOF +1g®)P),

och genom att integrera den sistndmnda olikheten far vi olikheten

/I )+ g(t)2de < 2 /I P dt 42 /I g(t)[ dt < oo.

som visar att summan f + g ligger i L2([).

For att visa att inreproduktegenskaperna ar uppfyllda for den féreslagna
inre produkten maéaste vi forst visa att definitionen ger oss ett komplext
tal (f,g) for varje par f, g av L?(I)-funktioner, dvs. att den definierande
integralen &r dndlig, men detta foljer av olikheten

[f(Dg(®)] = [FB)llg(t)] < %(If(?f)!2 +1g(®)?)

som medfor att integranden f(t)g(t) tillhor L'(I). Att sedan egenskaperna
(i)—(iii) i inreproduktens definition dr uppfyllda f6ljer omedelbart. For att
fa egenskap (iv) att gélla maste vi ta till samma trick som vi gjorde for
normen pa L!(I); vi maste identifiera alla funktioner som ir lika niistan
overallt, ty av (f, f) = [;| f()|?dt = 0 foljer for allménna funktioner f
endast att f(t) = 0 néstan overallt.

(i) Antag att f € L?(I), och tillimpa Cauchy—Schwarz olikhet pa de bada
funktionerna |f| and 1; detta ger

1
£l = d/j!f(t)l Ldt = (f[,1) < [fll2- [z = [[f]l2 < oo,

vilket bevisar den angivna olikheten och att f € L'([). O

Ovningar

2.8 Avgor for foljande funktioner f och intervall I om f € L2(I), samt
beriikna i forekommande fall L2-normen.
a) f(t)=1/t, I =]0,1] b) f(t)=1/t, I =[1,00]
¢) f(t)=e I, T=R.

2.9 Ge exempel pa en funktion f € L'(R) som inte tillhér L?(R) och pa
en funktion g € L?(R) som inte tillhér L' (R).
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2.7 Diracmattet

Funktioner karakteriseras av att varje virde pa den oberoende variabeln ger
ett unikt vérde pa den beroende variabeln. I ménga sammanhang &ar emel-
lertid en funktion f inte i forsta hand intressant pa grund av sina enskilda
funktionsvéirden utan pa grund av att den forekommer som ingrediens i en
integral av typen

(2.5) nwzéwwwm

dér ¢ ar en funktion som kan viljas pa olika sétt.

Exempelvis giller det fér en slumpvariabel X med tdthetsfunktion f att
sannolikheten Prob(X < z) att X ska ha ett virde som &r mindre &n eller
lika med x ges av integralen

(AmﬂmﬁﬂﬂﬁZKWﬂﬂ%

att vintevdirdet E(X) ges av integralen

/Rtf(t) dt

och att slumpvariabelns s. k. karakteristiska funktion ges av integralen

/ el f(t) dt.
R

For absolutintegrabla funktioner f &r uttrycket T'f(¢) véldefinierat for
exempelvis alla kontinuerliga funktioner ¢ pa R som gar mot noll i oidnd-
ligheten, och dessa funktioner bildar ett linjart rum som brukar betecknas
Co(R). T¢(¢) varierar vidare linjart med ¢, dvs.

Tr(Md1 + Aa2) = MTr (1) + ATy (¢2),

och detta betyder att Ty &r en linjar avbildning pa rummet Co(R). Kom-
plexvérda linjéra avbildningar brukar kallas linjdra funktionaler. Den linjara
funktionalen T &r slutligen kontinuerlig i den bemérkelsen att ¢, — ¢ (lik-
formigt) medfor att T¢(¢n) — Ty ().

Absolutintegrabla funktioner f ger saledes upphov till kontinuerliga lin-
jara funktionaler T} genom ekvationen (2.5), men har alla kontinuerliga
funktionaler pa rummet Co(R) denna form? Svaret &r nej! For att kunna
beskriva alla kontinuerliga linjédra funktionaler som en slags integraler behovs
det en ny klass av objekt som inkluderar de absolutintegrabla funktionerna
som specialfall. Dessa objekt kallas (dndliga) matt.

Om man behéver namnge ett generellt matt sa brukar man ha en viss
forkérlek for den grekiska bokstaven p, och istéllet for att anvinda p(¢) som
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beteckning for den linjira funktionalens u:s véirde pa funktionen ¢ skriver
man virdet som en integral sa att

1) = /R o(t) du(t).

Matteori spelar en viktig roll for exempelvis sannolikhetsteorin, men vi
far har noja oss med att beskriva de allra enklaste matten, ndmligen de
som i sannolikhetsteorin svarar mot diskreta slumpvariabler. Den enklaste
slumpvariabeln 4r den som antar ett enda véarde helt sdkert. Motsvarande
sannolikhetsmatt kallas en punktmassa eller ett Diracmatt.

Definition. Diracmattet 6, i punkten a definieras av att

for alla funktioner ¢. For Diracmattet dg i origo anvénder vi den kortare
beteckningen 4.

Trots att Diracmatten inte ar funktioner kommer vi att anvinda beteck-
ningsséttet

/ $()5a(t) dt
R

istéllet for det mer korrekta dq(¢) eller [g ¢(t) ddq(t). Men observera att
da(t) inte dr ett funktionsviirde.!

Vi har tidigare anvént f, som beteckning for den funktion som erhalls
av f genom en translation 7 enheter at hoger sa att f.(t) = f(t — 7).
Beteckningen ¢, for Diracmattet i punkten a dr férenlig med detta skrivsétt
eftersom §, ocksa kan uppfattas som ett translat till Diracmattet § i origo.
Formeln for linjart variabelbyte i en integral fungerar ocksa for Diracmattet
i den betydelsen att

/ S(1)0 (1) dt = / S(3(L—a) dt / St a)(u) du = B(0+a) = a(6).
R R R

De enda matt som kommer att figurera i den hir boken (och som inte
ar funktioner) &r Diracmatt och summor av Diracmatt. Linjarkombinationer
Z;”:l Ajdq; och oéindliga summor av typen Z?il Ajd0q; med koefficienter som
uppfyller 322 [\ < oo dr forstas ocksa matt.

EXEMPEL 2.7.1. Ett foremal med massa m kan rora sig utefter en linje, -
axeln. For tidpunkter ¢ < 0 befinner det sig i vila i origo. For ¢ > 0 paverkas
det av en kraft f(t), som sitter foremalet i rorelse sa att det vid tiden ¢
befinner sig i punkten x(t) och har hastigheten v(t) = 2/(t).

!Fysiker, som inte &r lika noga som matematiker, kallar dock § fér Diracfunktionen.



2.7 Diracmattet 41

— f(?)

a(t)
Figur 2.3. Ett foremal paverkat av kraften f(t).

Foremalets rorelse beskrivs av Newtons lag:
f(t) = ma”(t) = mv'(t),

och genom att integrera denna ekvation 6ver intervallet |—oo, t] erhaller vi
(eftersom f(t) =0 for ¢ < 0):

/_; f(s)ds = /Ot f(s)ds = m/ot ' (8)ds = mo(t) — mu(0) = mu(t).

I fysiken kallar man I(t) = mu(t) for foremalets impuls, och sambandet
ovan innebar alltsa att fordndringen av ett foremals impuls 6ver ett tidsin-
tervall ar lika med integralen av kraften dver samma intervall. Om vi antar
att kraften f(¢) &dr lika med O utanfor intervallet [0,77], att m = 1 och att
fOT f(t)dt = 1, och plottar kraften respektive impulsen som funktioner av
tiden, far vi grafer som dem i figur 2.4.

f@t) I(t)

T ot T ot
Figur 2.4. Kraften respektive impulsen som
funktion av tiden.

Lat nu féremalet ifraga vara en biljardboll, som vid tidpunkten ¢ = 0
utsétts for en kraftig stot. Tidsintervallet [0, k] under vilket stotkraften ver-
kar pa bollen dr mycket kort — lat oss anta att

1/h da0<t<h,
fuy = 0=
0 for ovrigt.
Impulsen blir da

. 0 for t <0,
In,(t) :/ fn(s)ds = t/h for 0 <t <h,
* 1 fort>h.

Graferna for kraften fp,(t) och impulsen Iy (¢) visas i figur 2.5.
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1/h-

)
>
—
—+
=

In(t)

[

t h t

>T

Figur 2.5. Stotkraft fy,(¢) och motsvarande impuls I ().

Vi undersoker griansvirdet av I (t) da h gar mot 0. Tydligen &r

lim Ip(t) =

h—0

0 omt<O,
1 omt>0.

Detta ger oss anledning att introducera Heavisidefunktionen H som definie-

ras av att
0 t <0,
H(t) _ om
1 omt>0.

Figur 2.6. Heavisidefunktionen.

Tydligen gar impulsfunktionen I (t) punktvis mot H(t) da h gar mot 0,
utom i punkten ¢ = 0, men griansvérdet i en enstaka punkt dr ovéisentligt
for den kommande diskussionen. Heavisidefunktionen beskriver darfor im-
pulsen med god approximation for krafter som verkar under mycket kort tid.
Slutsatsen giller &ven om stotkraften har ett annat utseende &n det som ges
av figur 2.5. For alla kraftfunktioner f3,(¢) som dr 0 utanfor intervallet [0, h]
och vars integral 6ver intervallet [0, h] &r lika med 1, géller att motsvarande
impulsfunktioner I, (t) konvergerar mot Heavisidefunktionen da h — 0. (Om
integralen av kraftfunktionen istéllet dr konstant lika med «, sa konvergerar
impulsen mot aH (t).)

Vi gor dérfor en idealisering av verkligheten och sédger att impulsen vid
en stot ges av Heavisidefunktionen (eller en multipel av densamma). Men
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kan man da pa nagot vettigt sett beskriva impulsen som en integral av
nagonting, dvs. ar

(2.6) H(t) = /_ F(s)ds

for nagon "kraft” f? Problemet dr att det inte kan finnas nagon funktion
f som astadkommer detta. For alla intervall [a, b] som inte innehaller 0 &r

f; f(s)ds = H(b) — H(a) = 0. Om f &r en integrerbar funktion, sa far vi
dérfor dels att ffoo f(s)ds = 0 (genom att lata a — —oo och b — 07),
dels att fgf(s) ds = 0 (genom att lata a — 0" och vilja b = ¢t > 0) med
slutsatsen att fioo f(s)ds = ffoo f(s)ds + fg f(s)ds = 0 for t > 0, vilket
strider mot definitionen av Heavisidefunktionen H.

Diracmattet § 16ser vart problem, ty

0 omt<O

/_ o(s) ds = /RX]—oo,t](s) 5(s) ds = X)—o0, (0) = { = H(t).

1 omt>0

Vi har alltsa ett objekt f(¢) = §(¢) som uppfyller ekvation (2.6) och som
stotkrafterna f;(t) ”konvergerar” mot da h — 0. Eftersom 0(¢) inte &r en

funktion ror det sig om en helt annan typ av konvergens dn dem vi stott pa
hittills. M

Historiska notiser

Den matematiska analysens pionjérer ISAAC NEWTON(1642-1727) och GOTTFRIED
WILHELM LEIBNIZ (1646-1716) anvénde sig av ett intutivt integralbegreppet som
var kopplat till begreppet derivata via integralkalkylens fundamentalsats. Detta var
oproblematiskt eftersom endast funktioner givna av analytiska uttryck var féremal
for integration. Behovet av en rigords integraldefinition uppstod déarfor forst i sam-
band med att sjélva funktionsbegreppet vidgades, vilket skedde runt 1830.

BERNHARD RIEMANN (1826-1866) ger en precis definition av integralbegreppet
ar 1854 i sin habilitationsskrift som handlar om trigonometriska serier. Riemannin-
tegralen, som &r den integral som lars ut i grundliggande matematikkurser, ar fullt
tillracklig for den 6vervigande delen av praktiska tillimpningar, men den har en
allvarlig brist i det att den inte uppfor sig speciellt vil vid gransévergang under
integraltecknet.

I mer avancerade sammanhang anvinds dérfor Lebesgueintegralen som introdu-
cerades 1904 av HENRI LEBESGUE (1875-1941). Exempel pa en avgorande skillnad
mellan Lebesgue- och Riemannintegralerna (som vi dock i den hir framstéllningen
bara kommer att anvinda en passant) dr att med Lebesgueintegralen blir rummet
L?(R) fullstéindigt, dvs. varje Cauchyfsljd av funktioner i L?(R) konvergerar mot
en grinsfunktion i L2(R). Om rummet L?*(R) istéllet skulle ha definierats med
hjélp av Riemannintegralen sa skulle det inte ha denna egenskap.






Kapitel 3

Fourierserier

Fourieranalys gar generellt ut pa att representera funktioner som summor
eller integraler av enkla bestandsdelar. Nir funktionerna dr periodiska &r
dessa enkla bestandsdelar sinusfunktioner med frekvenser som star i ett har-
moniskt forhallande till varandra, vilket betyder att samtliga frekvenser &r
heltalsmultipler av en gemensam grundfrekvens, och representationen har
formen av en o#indlig summa av sadana sinusfunktioner, fourierserien. For
funktioner f med perioden 2z innebér detta att fourierserien har formen

Ao+ Ansin(nt + )

n=1

eller, om man uttrycker sinusfunktionerna med hjilp av Eulers formler,

I det hir kapitlet ska vi visa hur man bestdmmer en funktions fouri-
erserie och hur den paverkas av enkla transformationer av funktionen. Vi
kommer ocksa att formulera nagra satser om fourierseriens konvergens —
bevisen for dessa dr ganska komplicerade och kréaver en del forberedelser, sa
de behandlas forst i nésta kapitel.

3.1 Periodiska funktioner

Vi paminner om att en funktion f: R — C kallas periodisk om det finns ett
nollskilt tal P sadant att

ft+P) = f(t)

for alla t € R. Talet P kallas i sa fall en period till funktionen.
Om funktionen f &r periodisk med period P, sa &r ocksa

f+2P) = f(t+P) = f(t) = f(t = P) = f(t - 2P)

45
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Figur 3.1. Periodisk funktion.

och mer allmént att

F(t+nP) = £(t)

for alla heltal n. Funktionens period ar séledes inte entydigt bestidmd ef-
tersom nP dr en period for alla nollskilda heltal n.
Om P; och P, &r tva (olika) perioder till en funktion, sa ar
ft+P—P) = f(t+P1) = f(t)

for alla t, sa differensen P; — P &r ocksa en period. Héarav foljer, vilket
vi lamnar som dvningsuppgift att visa, att om en periodisk funktion har en
minsta positiv period Py, sa &r alla andra perioder heltalsmultipler av denna
minsta period.

En periodisk funktion kan sakna minsta positiv period — exempelvis
saknar forstas alla konstanta funktioner en minsta period — men i sa fall
maste funktionen ha godtyckligt sma positiva perioder. Alla icke-konstanta,
kontinuerliga, periodiska funktioner har en minsta positiv period.

Varje periodisk funktion med period P ar fullstdndigt bestdmd av sina
virden pa ett godtyckligt halvoppet intervall av lingd P, exempelvis inter-
vallet [0, P[ eller intervallet |—P/2, P/2].

Omvént kan varje funktion f som ursprungligen &r definierad pa ett
halvéppet intervall I = [a,b] av lingd P utvidgas till en periodisk funktion
f med period P; den utvidgade funktionen definieras av att f (t+nP) = f(t)
for t € I och n € Z. Se figur 3.2.

IS

a a+P t a72Pa7 a a+Pa+2Pa+3Pa+4Pa+5Pt

Figur 3.2. Funktion f (véinster) och funktionens periodiska utvidgning f
(hoger).
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Observera att for att den utvidgade funktionen f skall vara kontinu-
erlig pa hela reella axeln ricker det inte att funktionen f &r kontinuer-
lig pa det halvoppna intervallet I, utan dessutom maste hogergransvirdet
lim;_,,+ f(t) av f i den vénstra &ndpunkten av intervallet vara lika med
vinstergriansvirdet lim; ;- f(t) av f i den hogra dndpunkten av samma in-
tervall. Detta beror pa att lim f(¢) = lim f(¢) och lim f(t) = lim f(t).

t—a~ t—b— t—at t—at

En motsvarande anmérkning géller forstas betriffande deriverbarhet.

Perioditetsbevarande operationer

Summor och produkter av periodiska funktioner med samma period P &r
uppenbarligen ocksa periodiska med period P.

Exempelvis &r funktionen sin2¢ + 3 cos 3t periodisk med perioden 2w
eftersom detta dr en gemensam period till de bada funktionerna sin 2t och
cos 3t.

Vi paminner om att translatet 7 f till den funktion f ges av att T f(t) =
f(t—7) for alla t. Om funktionen f dr periodisk med period P, sa dr samtliga
translat 7T, f periodiska med samma period P, ty

Tf(t+P)=ft+P—71)=f(t —7) =T-f(t)

for alla ¢.
Om f: R — C &r en godtycklig funktion och a &r ett nollskilt reellt tal,
sa séger vi att funktionen S, f: R — C som definieras av att

Saf(t) = f(at),

erhallits av f genom en skalning (pa argumentsidan). Periodicitet bevaras
ocksa under skalning, men nu férdndras periodlingden: Om funktionen f &r
periodisk med period P sa &r den omskalade funktionen S, f periodisk med
period P/a.

Eftersom varje heltalsmultipel av en period ocksa &r en period, drar vi
slutsatsen att i de fall da skalningsfaktorn a &r ett heltal och funktionen f &r
periodisk med period P, sa dr P ocksa en period till den skalade funktionen
Saf.

Om vi vill studera periodiska funktioner, kan vi utan inskrdnkning kon-
centrera oss pa funktioner med en specifik period Py. Om f dr en godtycklig
funktion med period P och vi viiljer a = P/Py, sa blir ndmligen den ska-
lade funktionen g = S,f periodisk med period Fy. Olika egenskaper hos
den periodiska funktionen g kan vi sedan enkelt Gversétta till egenskaper
hos f eftersom vi aterfar funktionen f ur funktionen g genom en ny skal-
ning som f = S5y/,9. Den speciella periodlingd som vi kommer att vélja
lite lingre fram &r Py = 2x, och det beror forstas pa att vara elementéra
trigonometriska funktioner sinus och cosinus har just den periodldngden.
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EXEMPEL 3.1.1. Funktionen sin(2¢+3) kan fas ur funktionen sin ¢ genom att
forst utfora en translation (med —3 enheter), vilket bevarar periodldngden,
och sedan skala argumentet med skalningsfaktorn 2, vilket halverar peri-
odldngden. Funktionens (minsta) period &r saledes . O

Integralen 6ver en periodlangd

Integralen av en periodisk funktion 6ver ett intervall av periodens lingd &r
oberoende av intervallets ldge pa reella axeln. Detta dr geometriskt uppen-
bart (se figur 3.3), och ett formellt bevis erhalls med hjélp av nagra enkla
variabelbyten pa foljande vis.

Antag att funktionen f har period P och betrakta integralen 6ver in-
tervallet [a,a + P]. For att visa att denna integral dr lika med integralen
over intervallet [0, P], bestimmer vi forst heltalet n sa att talet b = a — nP
ligger i det halvoppna intervallet [0, P[. Med hjilp av tva variabelbyten far
vi sedan

a+P (n+1)P a+P
(3.1) / F(t) di = / F(t)dt+ /( F(t) dt

n+1)P

(n+1)P a+P
:/ f(t—nP)dt+/ ft=(n+1)P)dt

n+1)P

(n+1)
:/bpf(u)du+/0bf(u)duZ/Opf(u)du-

0 P a a+ P t

Figur 3.3. Integralen av en periodisk funktion
over en periodlangd dr oberoende av intervallets
lage.

Ett annat sétt att uttrycka likheten (3.1) &r att integralen Gver ett inter-
vall av periodens lingd dr densamma for alla translat av funktionen f. Vi
kan generalisera detta genom att dven tillata skalningar med heltalsfaktorer
och far da foljande resultat.

Sats 3.1.1. Antag att funktionen f dar integrerbar och periodisk med period
P, att n dr ett nollskilt heltal och att T dr ett godtyckligt reellt tal. Da dr

/Opf(nt+7-)dt:/opf(t)dt.
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Bewvis. Varje variabelbyte av typen u = nt + 7 kan skrivas som en sam-
manséttning av en translation u = ¢t + ¢, en skalning v = nt med n > 0 och
(om n < 0) en inversion u = —t, och det récker att visa likheten i satsen
for dessa tre specialfall. Genom att utnyttja att integralen av f Gver ett
godtyckligt intervall av lingd P &r lika med integralen 6ver intervallet [0, P]
far vi i respektive fall efter variabelbyte:

/Opf(t+c)dt:/(:c+Pf(u)du:/Opf(u)du;

/OPf(nt)dt:i/onpf(u)du:ié/(kp F(u) du

k-1)P
—iké/:fwmu—/opf(u)du;
/OPf(—t)dtz—/OPf(u)duz/Opf(u)du:/opf(u)dw 0

Ovningar
3.1 Bestdm den minsta positiva perioden till funktionen f(¢) = sin 6mnt.

3.2 Definiera funktionen f genom att sétta f(¢) = 0 om t &r ett rationellt
tal och f(t) = 1 om t dr ett irrationellt tal. Vad har denna funktion
for perioder?

3.3 Anta att P och Py dr tva perioder till en periodisk funktion. Visa att
for varje heltal n &r P —n Py ocksa en period eller lika med 0. Utnyttja
sedan detta for att visa att om en periodisk funktion har en minsta
positiv period Py, s& dr varje annan period P en heltalsmultipel av
Py.

3.4 Visa att om periodisk funktion saknar minsta positiv period, s4 maste
den ha godtyckligt sma perioder.

3.5 Visa att om en periodisk kontinuerlig funktion saknar minsta positiv
period, sa dr den konstant.

3.6 Funktionen f &r periodisk med period 2 och for 0 < ¢ < 2 &r f(t) = t2.
Beriikna integralen [, f(t) dt.

3.2 Trigonometriska polynom

Sinusoiden

Den rena sinusvagen eller sinusoiden dr en grundliggande vagform inom
akustik, elektricitetslira, signal- och bildbehandling och manga andra till-
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ldmpningar. Matematiskt beskrivs en sadan vag med tiden ¢ som variabel
av den periodiska funktionen

(3.2) f(t) = Asin(wt + ¢).

Har &r A och w positiva tal och ¢ ar ett reellt tal. Talet A kallas amp-
lituden och anger vagens maximala avvikelse fran jamviktslaget, w kallas
vinkelfrekvensen och ¢ kallas fasvinkeln. Fasvinkeln specificerar var i cykeln
svingningarna borjar da ¢t = 0, och jamfoért med vagen Asin(wt) dr vagen
(3.2) forskjuten ¢/w tidsenheter at vénster.
Vagfunktionen f &r periodisk med minsta period
p=2
w

Vagens frekvens v, dvs. antalet perioder eller cykler per tidsenhet, dr folj-
aktligen

vilket ger oss sambandet w = 2nv mellan vinkelfrekvens och frekvens.

NAMAAAAD
TVTVTT

Figur 3.4. Sinusoiden y = 0.8 sin(4nt+5).

Vagframstéllningen (3.2) har den fordelen att de ingaende parametrarna
har omedelbara fysikaliska tolkningar, men den matematiska behandlingen
forenklas av nagra omformuleringar. Genom att utnyttja additionsformeln

sin(z + y) = sinz cosy + cos xsiny
kan vi skriva vagfunktionen (3.2) pa trigonometrisk form som
(3.3) f(t) = acoswt + bsinwt
med foljande samband mellan parametrarna A, ¢ och parametrarna a, b:

a= Asing, b= Acosao.



3.2 Trigonometriska polynom 51

Omvént aterfar vi forstas amplitud-fasvinkelframstéllningen (3.2) ur formeln

(3.3) genom att sétta
A=+vVa?2+b%

och sedan bestamma fasvinkeln ¢ som en 16sning till systemet
sing =a/A, cos¢p =b/A.

Ytterligare en mycket anvindbare variant, exponentialformen, erhalls ge-
nom att utnyttja Eulers formler

1 . . 1 . .
cost = i(ellt +e ), sint = i(elt —e ),
Inséttning av dessa i ekvation (3.3) leder efter forenkling till formeln
f(t) — C,e_iwt + C+eth,
dér
1 . 1 :
C_ = §(a+lb), C+ = 5(@ — lb)

I andra riktningen &r

a:C_+C+, b:1(C+—C_)

Trigonometriska polynom

Linjarkombinationer som bildas av en konstant och sinusoider vars frekven-
ser dr multipler av en given fix frekvens, kallas trigonometriska polynom.
Med sinusoiderna skrivna pa trigonometrisk form far vi foljande definition:

Definition. Ett trigonometriskt polynom &r en dndlig summa av typen

N
Pn(t) = % + Z(an cos nwt + by, sin nwt),
n=1
dar koefficienterna ag, aq,...,an, b1,...,byx ar godtyckliga komplexa tal.

Trigonometriska polynom é&r kontinuerliga periodiska funktioner med pe-
riod 2n/w. Att vi kallar den konstanta termen for ag/2 och inte ay beror pa
att det kommer att ge oss snyggare formler for koefficienterna lingre fram.

Genom att utnyttja Eulers formler kan vi skriva det trigonometriska
polynomet i definitionen ovan pa formen

N
P(t) = Z et
k=—N

med foljande samband mellan koefficienterna:

1 1 . 1 .
co = an, Cp = i(an —iby), Cc_p = 5((1" +iby,),

an = Cp+ C_py by = i(cy — c_p), n=123,...
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Figur 3.5. Det trigonometriska polynomet
1.75 4 cost — sin 2t — 0.25 cos 3t + 2 sin 4¢.

EXEMPEL 3.2.1. Skriv cos®t som ett trigonometriskt polynom.

Lisning: Funktionen cos®t har inte den ritta formen, men genom att ut-
nyttja att coskt = %(e‘kt + e ) och kombinera med binomialsatsen far
vi

cosd b — é(eit Fetity = }(emt 4 3eiteit y 3oite2t 4 o3t

8
L sy it —it | . —3it 1 3
=—(e"+3e" +3e " +e ") = —cos3t + —cost. O

8 4 4
Dirichlets polynom
Det trigonometriska polynomet

N
DN(t) _ Z elnt
n=—N

kommer att spela en viktig roll lingre fram. Polynomet kallas Dirichlets po-
lynom av grad N, och vi kan bestdmma ett explicit uttryck for det eftersom
det &r en geometrisk summa av 2N + 1 termer med e 'Vt som forsta term
och e som kvot. Med hjélp av summaformeln och Eulers former erhalls:

SN+t _ | QN+t _ o—iNt

_ —iNt.
Dy(t)=e ot 1 eit — 1
-t . 1 : 1 .
olz  ol(NH3)t _ o—i(N+3)t SID(N + %)t
ei% elé — e_lé sin %t .

For t = 0 &r forstas Dy (0) = 2N + 1, vilket ocksa &r lika med gréansvirdet
av hogerledet ovan da ¢ — 0.
Dirichlets polynom #r uppenbarligen jamnt, dvs. Dy (—t) = Dy ().
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Figur 3.6. Dirichlets polynom Dy(t).

Ovningar

3.7
3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.3

Skriv sinusoiden y = 3sin(2¢ + §) pa exponentialform.

Visa att summan av tva sinusoider med samma vinkelfrekvens w &r
en ny sinusoid med vinkelfrekvensen w.

Visa att summan Ce*? + C_e ! &r en sinusoid Asin(wt + ¢) med
reell amplitud A om och endast om C_ = C.

Skriv cos3t som ett trigonometriskt polynom péa amplitud-fasvinkel-
form.

Skriv sin* t som ett trigonometriskt polynom pa exponentialform och
pa trigonometrisk form.

Skriv Dirichlets polynom Dy (t) pa trigonometrisk form, dvs. som en
summa av sinus- och cosinusfunktioner.

Hur manga nollstéllen har Dy (t) pa intervallet [—=, 7t]?

Fourierserien

Vart mal ar att representera tdmligen godtyckliga periodiska funktioner som
trigonometriska serier. Eftersom varje periodisk funktion kan transformeras
till en funktion med period 27 med hjélp av en skalning, kan vi da utan att
forlora i generalitet anta att perioden hos de studerade funktionerna &r just
21, nagot som kommer att forenkla en del formler. Fortsidttningsvis anvénder
vi darfor begreppet periodisk funktion i betydelsen periodisk funktion med
period 21, om inte annat sidgs explicit.
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Rummet L'(T)

Aven om klassen av kontinuerliga periodiska funktioner dr stor, sa finns det
forstas manga i olika tillimpningar férekommande intressanta och viktiga
funktioner som inte &ar kontinuerliga och som vi vill kunna fourierserieut-
veckla. Tva exempel pa diskontinuerliga signaler fran signalteorin &r ”fyr-
kantsvagen” och ”sagtandsvagen”, som visas i figur 3.7.

mo oo s
N

Figur 3.7. Fyrkantsvag och sagtandsvag

En funktionsklass som innehaller alla kontinuerliga och alla begrinsade
styckvis kontinuerliga periodiska funktioner &r klassen av alla periodiska
funktioner som ar absolutintegrabla 6ver en period, dvs. dver ett intervall
av lingd 2n. For dem och for de kontinuerliga periodiska funktionerna infor
vi foljande beteckningar.

Definition. Klassen av alla kontinuerliga periodiska funktioner med period
2n betecknas C(T), och klassen av alla periodiska funktioner med period

2n som dr absolutintegrabla &ver ett intervall av periodens langd betecknas
LY(T).

Bokstaven T i beteckningen dr vald darfor att den &r forsta bokstav
i ordet "torus”. Periodiska funktioner kan nimligen pa ett naturligt sétt
uppfattas som funktioner definierade pa enhetscirkeln, den endimensionella
torusen.

Klassen C(T) &r ett normerat vektorrum med

[flloo = max |f(2)]

0<t<2n

som norm, och rummet innehéller uppenbarligen alla trigonometriska poly-
nom.

Eftersom en periodisk funktion &r entydigt bestdmd av sina virden i ex-
empelvis intervallet [0, 2n], kan vi uppenbarligen identifiera rummet L!(T)
med L!([0,2n]) som vi studerade i avsnitt 2.4, och som norm i L!(T) anviinder
vi foljaktligen

1 2n
I =5 [ lrolar

For att bli av med faktorn 1/27n i en méngd formler visar det sig praktiskt



3.3 Fourierserien 55

att infora den normaliserade integralen fT t) dt genom att sétta

[ swya=. [ o

P& grund av periodiciteten &r d& forstas

/Tf(t) dt = ;t/abf(t) dt

for varje intervall [a, b] av lingd 2x.
Vi kommer fortséttningsvis att kalla fT t) dt for integralen av funktio-
nen f over T, och med var nya beteckning bhr foljaktligen

1111 = /T )] dt.

Som vi redan papekat i avsnitt 2.4 &r L'(T) ett normerat vektorrum
med ||-]|; som norm. Rummet innehaller C(T) som tét delméngd. Dessutom
dr rummet translationsinvariant och invariant under skalning med heltals-
faktorer. Med detta menas att om f € L(T), 7 #r ett godtyckligt reellt tal
och m ar ett godtyckligt nollskilt heltal, sa ligger savil translatet T f som
den skalade funktionen S,, f i L(T), och

/Tf(t—T)dt:/Tf(mt)dt:/Tf(t)dt

De trigonometriska polynomets koefficienter

Vart mal &r som ndmnts att skriva en tdmligen godtycklig funktion f som
en trigonometrisk serie eller mer generellt att skriva f som ett gransvirde av
en f6ljd av trigonometriska polynom (som i seriefallet dr seriens partialsum-
mor), och vi har vidare specificerat att vi med ”godtycklig funktion” menar
en funktion i L'(T). Koefficienterna i de approximerande trigonometriska
polynomen till en funktion kommer att ges i form av speciella integraler
med funktionen och den komplexa exponentialfunktionen som ingredienser.
Forutom exponentialfunktionens multiplikativa egenskaper kommer vi da
att utnyttja foljande egenskap:

Lemma 3.3.1. For alla heltal n dar

/ei”tdt: 1 omn=0,
T 0 omn#0.

Bewvis. For nollskilda heltal n ar

) 1 2 1 . 12n 1 )
/ emt dt = / emt dt = — |:emti| = <62nm _ 1) -0
T 2r Jo 2nmi 0 2nmi
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och for n = 0 fas forstas

. 1 2n
/elmdt:/ ldt:/ 1dt = 1. O
T T 2n Jo

Vi ska borja med att skaffa oss en formel for trigonometriska polynoms
koefficienter. Betrakta for den skull ett trigonometriskt polynom

N
P(t) = Z cpel™
k=—N

pa exponentialform, och lat oss berdkna integralen

/ P(t)e *t qt
T

da k dr ett heltal mellan —N och N. Eftersom P(t)e™** = Ziv:_N cpel(PR)

blir
N
Pt)e ¥ qt = cn/ (=Rt gy
| P 3ol

P& grund av lemma 3.3.1 &r alla termer i summan ovan lika med noll utom
den term som fas da summationsindex n ar lika med k. Slutsatsen ar att

/ P(t)e *t dt = ¢,
T

och vi har ddrmed funnit féljande formel foér koefficienterna c¢,, i polynomet
P(t):

. 1 [2m )
cn:/ P(t)e ™ dt = / P(t)e™ ™ dt.
T 2n Jo

Fourierkoefficienter

De trigonometriska polynomen é&r periodiska funktioner, men det finns na-
turligtvis periodiska funktioner som inte &r trigonometriska polynom, dvs.
dndliga summor av sinus- och cosinusfunktioner, eller ekvivalent komplexa
exponentialfunktioner. Det ligger da néra tillhands att underséka om inte
alla periodiska funktioner kan skrivas som oéndliga summor. Det ideala vore
att hitta en serierepresentation av typen

(3.4) Ft) =" cpe™

neZ

dér den oéndliga summan skall tolkas som grinsvéirdet av partialsummorna

N
Sn(t) = Z cpel™
n=—N
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da N gar mot odndligheten.

Om nu Sy (t) konvergerar mot f(t) pa ett "hyggligt” vis!, s kan man dra
slutsatsen att integralerna [, Sy (t)e™ ™™ dt konvergerar mot [ f(t)e™ ™ dt
da N gar mot odndligheten. Men vi vet fran féregaende avsnitt att

/ Sy (t)e ™M dt = ¢,
T

om |n| < N, sa foljaktligen &r i s fall ocksa [ f(t)e ™ dt = ¢, for alla
n. Detta innebér att om vi har en framstéllning pa formen (3.4) och om
konvergensen dr hygglig, sa vet vi vad koefficienterna c¢,, ir; de maste ges av

formeln
Cn = / f(t)e ™ dt.
T

Nu observerar vi att hogerledet i denna formel &r véldefinierat och me-
ningsfullt for alla funktioner f € L!(T) eftersom funktionen f(t) e~ tillhor
LY(T) om f gor det. Formeln far dirfor bli utgangspunkt for foljande gene-
rella definition.

Definition. For f € LY(T) och n € Z sétter vi

= / f(tye " at
T

och kallar talen f (n) for f:s fourierkoefficienter. Serien

Z f(n) elnt

neZz

kallas funktionens fourierserie.
Fourierserien siges vara konvergent i punkten t om foljden (Sn f(t))%_,

av partialsummor
N

Svit) =3 fln)e

n=—N

konvergerar da N gar mot odndligheten.

Notera speciellt att koefficienten

o= [s0a=g [

ar lika med medelvirdet av funktionen f 6ver en period.

Lt. ex. likformigt pa intervallet [0, 2x], vilket &r en typ av konvergens som behandlas i
nésta kapitel.
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Vi kommer att skriva

F)~ ) fn)e™

neZ

for att ange att serien ifraga &r fourierserie till funktionen f. Observera att
vi ddrmed inte pastar att fourierserien konvergerar — konvergensen &r ett
delikat problem som vi kommer att behandla i senare avsnitt.

Genom att bilda fourierkoefficienterna till en funktion f skaffar vi oss en

foljd (f(n))nez av komplexa tal, och avbildningen F som definieras av att

F(f) = (f(n))nez

for alla funktioner f € L'(T), &r ett exempel pa en transform, fouriertrans-
formen pa L'(T). Tre naturliga fragor som d& uppstar &r:

1. Ar avbildningen F injektiv, dvs. dr funktionen f entydigt bestimd av
sina fourierkoeflicienter?

2. Kan vi om s& ar fallet bestdmma inversen F !, dvs. rekonstruera funk-
tionen f fran dess fourierkoefficienter?

3. Kan vi karakterisera bildméngden till F, dvs. vilka féljder som kan vara
fourierkoefficienter?

Svaret pa de tva forsta fragorna &r ja, men beviset for att sa dr fallet
ar inte helt enkelt och far darfor ansta till kapitel 4. Den tredje fragan har
inte nagot enkelt svar, men en sak kan vi sdga redan nu — foljden av fou-
rierkoefficienter méaste vara begriansad. Det finns exempelvis ingen funktion
f vars fourierkoefficienter &ar f (n) = n. Begrinsningen &r en konsekvens av
foljande sats:

Sats 3.3.2. Antag f € L*(T). Dd dr |f(n)| < || f|l1 for alla n € Z.

Bevis. Pastaendet dr en direkt f6ljd av triangelolikheten for integraler:

fool =| [ s a| < [ 1roede= [ (r@iae= sl O

EXEMPEL 3.3.1. Lat oss bestamma fourierserien till den 2n-periodiska funk-
tion f som bestdms av att f(t) =t for [t| < n. (Notera att vi inte specificerat
nagot funktionsvirde i punkten m, och ddrmed inte heller i nagon av punk-
terna nx for udda heltal n. Funktionsvéirdet f(n) dr emellertid irrelevant,
eftersom integralen som definierar fourierkoefficienterna inte bryr sig om
funktionsvérdet i en enstaka punkt.)

Fourierkoefficienten f(0) fas direkt som

f(O)zl/ntdtzo,

—7
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medan fourierkoeflficienter f (n) for n # 0 berédknas med hjélp av en partiell
integration:

: Lo 1 [ e 7" 1 [
f(n) = 2/ temint gt = — [t ° } b | eintgy
—n

2n | —in 2mni J_,

— —inm inm 0= —-(—1 n
—27mi(ne + ne'™) + n( )

Saledes giller att

n#0

Vi kan skaffa oss ett alternativt uttryck for fourierserien genom att kom-
binera termer som svarar mot —n och n:

Detta innebér att

ft) ~ Z 2(_;)711 sinnt,
n=1

vilket &r fourierseriens trigonometriska form.
Genom att utnyttja att —sint = sin(¢ + =) far vi ocksa fourierserien pa
amplitud-fasvinkelform:

ft) ~ Z %sinnt—k Z %sin(nt+n)zz%sin(nt+¢n),

n udda n jamn n=1

dar
by = 0 om n &r udda,
" ln omn ér jamnt.
Vi har &n sa linge inte verktyg nog for att visa att fourierserien konver-
gerar mot f(t) utan far vénta till avsnitt 4.8 innan vi kan gora detta, men

figur 3.8 som visar delsumman med fem termer, ger en klar indikation pa
att sa &r fallet i alla kontinuitetspunkter till f. O

Trigonometrisk form

Exempel 3.3.1 visar att det finns flera alternativa sétt att skriva en funktions
fourierserie pa — formen
Z f(n) eint

neZ
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Figur 3.8. Funktionen f i exempel 3.3.1 och delsumman Z
till funktionens fourierserie. n=1

dr enklast och béast nér vi ska analysera serien, men den kénns inte lika
naturlig i manga tillimpningssammanhang, speciellt inte om funktionen f
ar reell. Genom att utnyttja att

fn)e™ + f(=n)e™™ = (f(n) + f(~n)) cosnt +i(f(n) — f(~n)) sinnt
och sétta
an = f(n)+ f(=n) och b, =i(f(n) — f(—n)),
samt observera att detta speciellt innebér att f(0) = ag/2, ser vi att

£ int __ @0 = .
(3.5) Z f(n)e™ = ) + zl:(an cosnt + by, sinnt).

neZ

Serien i hogerledet av (3.5) kallas fourierseriens trigonometriska form.
Eftersom

f(n)+ f(-n) = /Tf(t)(e_im + ey dt = 2/Tf(t) cos nt dt
och

i(f(n) / £(6) (e — dinty / F(t)sinnt dt

ges den trigonometriska formens koefficienter a,, och b,, av féljande integra-
ler:

(3.6) an = 2/rf(t) cosnt dt, by, = 2/rf(t> sin nt dt.

Observera att koefficienterna a,, och b, sékert &r reella om funktionen f ar
reell. En fourierseries partialsummor

N
Z f(n)e™ = % + Z(an cosnt + by, sinnt)

n=1
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ar saledes reellviarda trigonometriska polynom om sjilva funktionen f &r
reellvird.

Ovningar

3.14 Beriéikna [ P(t)sin2tdt och [ P(t)cos2tdt for det trigonometriska
polynomet

P(t) = 26713 — e=i2t | go—it | 5 | oft 4 3ei2 | 5ei6t,
3.15 Beriikna [ P(t)sintdt for det trigonometriska polynmet
P(t) =2+ cost —4sint + 3cos 2t + 10sin 2¢.
3.16 Bestam fourierserien till den periodiska funktionen f om
a) f(t) =2sint + 3cos2t + 4sin 3t b) f(t) = cos? 3t
o) ft)=t2for -n<t<m d) f(t)=elfor -n<t<nm
e) f(t) =0for —n <t <0 och f(t) =sint for 0 <t <.

3.4 Sinus- och cosinusserier

Fourierserien i exempel 3.3.1 innehaller bara sinustermer. Detta &r ingen
tillfallighet och beror pa att funktionen #r udda. Om funktionen f &r udda,
sa ar ocksa f(t) cos nt udda, och det foljer dérfor att integralen av f(t) cos nt
over intervallet [—=m,n] &r lika med noll, vilket pa grund av formel (3.6)
betyder att b, = 0. Eftersom funktionen f(¢)sinnt under samma premisser
dr jamn, kan vi vidare ersitta integralen av f(t) sinnt éver intervallet [—m, 7|
med tva ganger integralen av samma funktion 6ver intervallet [0, n].

For udda periodiska funktioner f har vi med andra ord féljande formler
for fourierkoefficienterna a,, och b,:

2 '
ap=0 och b,= / f(t) sinnt dt.
T Jo
Helt analogt géller for jimna periodiska funktioner f att
2 T
bp,=0 och a,= n/ f(t) cosmt dt
0

for alla n.

EXEMPEL 3.4.1. Lat f vara den 2n-periodiska funktion som for |t| < n ges
av att f(t) = |t|. Eftersom funktionen dr jaimn &r funktionens fourierserie en
ren cosinusserie,

oo
f(t) ~ % + z:lan cos nt.
n=
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Fourierkoefficienterna ar

ap = / tdt = och
0
2 sinnt1® T sinnt 2rcosnt]n
a0 =2 [ tcosntdi = ([t } _ dt) _Z {T}
0 I n 0 0 n T n 0
2 1-—
= ( )") for n > 1.

Koefficienterna med jimna index > 2 &r tydligen lika med noll, sa dérfor
kan vi skriva fourierserien péa formen

Eiizcos 2k+1
2 T (2k+1

Serien &r tydligen absolutkonvergent for alla ¢ pa grund av jamforelsekri-
teriet, men #r summan lika med f(¢)? Svaret &r ja, men motiveringen far vi
aterkomma till senare. O

Vi kan utnyttja det faktum att en udda funktions fourierserie bara in-
nehaller sinustermer och en jimn funktions fourierserie bara innehaller cosi-
nustermer for att utveckla funktioner definierade pa intervallet [0, ] i rena
sinusserier eller rena cosinusserier.

Antag nidmligen att f dr en integrerbar funktion med intervallet [0, n]
som definitionsméngd. Om vi utvidgar f till en jamn 2n-periodisk funktion
f genom att definiera f(—t) = f(t) = f(t) for 0 < ¢ < =, s& &r alla sinus-
koefficienter i fourierserieutvecklingen av f lika med noll. Det foljer att vi
kan representera f(t) som

(o]
ag
= > + zzl a,, cosnt
n=

i alla punkter ¢ € [0, 7] dér serien konvergerar mot f(t).
Pa liknande sétt erhaller vi, genom att utvidga f till en udda 2n-periodisk
funktion f, en representation av f i form av en ren sinusserie

(o)
= E ap sinnt,
n=1

i alla punkter ¢ €]0, n[ dér serien konvergerar mot f(¢).

EXEMPEL 3.4.2. Lat f(t) = ¢t for 0 < ¢t < = Den jadmna utvidgningen
ar f(t) = |t| for |t| < =, och denna funktion har en cosinusserie som vi
bestdmde i exempel 3.4.1. Eftersom serien i det hér fallet &r konvergent med
funktionsvéirdet som summa i alla punkter féljer det speciellt att

_7_72005 2n+1
N (2n +1
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for 0 <t <m. ~ ~

Den udda utvidgningen f av f ges forstas av att f(t) = ¢ for —n < t < m.
Vi berdknade fourierserien av den funktionen i exempel 3.3.1 och fann da
att

ft)~2 Z (_17):11 sinnt.
n=1

Serien konvergerar mot f(t) for —n < t < m, varfor

> (71)71—1
t:2275innt om 0<t<m.
n

n=1
Figur 3.9 visar att konvergensen mot f(t) &r béttre for cosinusserien
an for sinusserien, nagot som &ar helt naturligt eftersom koefficienterna i
cosinusserien har en mindre storleksordning &n koefficienterna i sinusserien.

O]

Tt Tt

Figur 3.9. Partialsummorna % — 2(cost + & cos3t + 5= cos5t) till
cosinusserien (vénster) och 2sint—sin 2t + % sin 3t — % sin 4t 4 % sin 5t
till sinusserien (hoger) for funktionen f(¢) =¢, 0 <t <.

Ovningar
3.17 Utveckla funktionen f(¢) = cost i sinusserie pa intervallet 0 < t < m.

3.18 Utveckla funktionen f(¢) = sint i cosinusserie pa intervallet 0 < t < .

3.5 Rikneregler

Rummet L!(T) dr ett vektorrum som &r invariant under translation och un-
der skalning med heltaliga skalfaktorer, och fouriertransformering kan upp-
fattas som en avbildning F: f — (f(n))>, fran L'(T) till vektorrummet av
alla begrénsade foljder. De tva forsta likheterna i féljande sats visar att fou-
riertransformering #r en linjir avbildning, medan aterstaende tva likheter
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visar hur fouriertransformering fungerar i kombination med translation 7
och skalning S,,. Vi erinrar da om att T f(t) = f(t—7) och Sy, f(t) = f(mt).

Sats 3.5.1. Antag att f och g dr funktioner i L'(T), att c dr ett komplext
tal, att T dr ett reellt tal samt att m dr ett nollskilt heltal. For alla heltal n
dr da

(F+9)(n) = f(n) + 3(n),
(cf)(n) = cf(n),
(T-H)(n) =" f(n),
— f(n/m) om n dr en multipel av m,
(Smf)(n) {0 om n inte dar en multipel av m.

Bevis. De tre forsta likheterna foljer av att integration &r en linjér och
translationsinvariant operation:

- n) = e—int — e—int e—int
F+9)m) /T o)+ gtene i dt = [ e [ oo
f(n)+3g(n),
@hin) = [ ertear=c [ e at = cim)
Trf /f fmt dt = lTLT/ f fmt T) dt
= e_””/ f(u)e ™ dy = 7 f(n).
T

Om n = km &r en multipel av m, sa dr vidare

A\ (n) — mi)e—i"t dt — mt)e—iFmt g — oikt
Bnf)(n) = /T Pt /T Flmt)e it gt /T F(t)e M it
F(k) = f(nm).

dér vi i den né#st sista likheten utnyttjat oss av sats 3.1.1 tillimpad pa den
periodiska funktionen f(t)e~"**. For godtyckliga heltal n fir vidare

—

(Smf)(n) = /r f(mt)e ™ dt = /r f(mt +2m)e™ ™ dt  [u=t+ 2n/m]

_ / f(mu)efi(nuf%m/m) du = eian/m@(n).
T

Om n inte &r en multipel av m, sa dr 2nn/m inte en heltalsmultipel av 2,
och faktorn ¢¥/™ &r da skild fran 1. Det foljer dirfor av likheten ovan att

(S f)(n) = 0. N
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Lat f vara en funktion i L!'(T) och definiera en ny funktion F' genom

att satta .
w—Aﬂww

Funktionen F' kontinuerlig och F'(t) = f(t) i alla kontinuitetspunkter ¢ till
f. Funktionen F behover emellertid inte vara periodisk; nédvandigt och
tillrackligt for att sa skall vara fallet, dvs. for att ocksa F' skall tillhora
LY(T), &r att [p f(u)du =0, ty da blir

t+2n 2n
F(t-l—?n)—F(t):/t f(u)du = f(u)du =

0

for alla t. Sambandet mellan de bada periodiska funktionernas fourierkoef-
ficienter ges i detta fall av nésta sats.

Sats 3.5.2. (i) Antag att f € L*(T) och att [ f(u)du =0, samt definiera

Ft):/otf(u)du

Da dr F en funktion i L'(T) och for alla nollskilda heltal n dr

Fn) =1 1(;:)

(i) Antag att funktionen f dr periodisk och kontinuerligt deriverbar. Da dr

Bevis. (i) Genom att anvénda definitionen av fourierkoefficient samt byta
integrationsordning erhaller vi likheterna

F(n) = A F(t)e "t dt = / - / f(u)e ™™ du dt

1 2n  p2n it 1 2n e—int 2

2n Jo  Ju flue “ 2 Jo f(u)[ —in ]u “

1 21 e—mu -1 1 i 1

275 f(u )TdU—R Tf(u)e du—% Tf(u)du
= Ef(n)

(ii) Forutsittningarna medfor speciellt att f’ € L'(T) och

- /O £() du + £(0).



66 3 Fourierserier

For n # 0 ar darfor likheten f’(n) = inf(n) en omedelbar konsekvens av
resultatet i (i), och f6r n = 0 fas

R 1 2n 1
! = — / = — — =
PO =55 [ Ftd= o (1) - 10) =0
pa grund av periodiciteten. O

Resultatet i (ii) kan naturligtvis itereras. Om funktionen f dr periodisk
och tva ganger kontinuerligt deriverbar, sa ar

F7(n) = inf'(n) = —nf(n),

och om funktionen &r k ganger kontinuerligt deriverbar, sa &r

—

FB () = ()" f(n).

Genom att kombinera likheten ovan med sats 3.3.2 far vi omedelbart féljande
resultat:

Sats 3.5.3. Fourierkoefficienterna till en k ganger kontinuerligt deriverbar
periodisk funktion f satisfierar for n # 0 olikheten

5 C
[f(n)| < Tl

dir konstanten C dr lika med k:te derivatans L'-norm.

Speciellt gar saledes deriverbara funktioners fourierkoefficienter mot noll
da n gar mot +o00, och snabbare desto mer reguljir (deriverbar) funktionen
ar.

Om |f(n)| < C|n|~2 for n # 0, si &r serien Y oncz f(n)e™ absolutkon-
vergent enligt jamforelsekriteriet. Vi kan alltsa redan nu dra slutsatsen att
en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion f har en konvergent fouri-
erserie, men det aterstar forstas att visa att seriens summa i punkten ¢ ar
lika med funktionsvirdet f(¢) (vilket den &r).

Det nodvéndiga (men inte tillréickliga villkoret) f6r fourierseriens konver-
gens att fourierkoefficienterna f (n) gar mot noll da n gar mot odndligheten
ar ocksa uppfyllt for godtyckliga L!(T)-funktioner, och det &r ett resultat
som vi kommer att visa lite langre fram. (Se sats 4.6.1.)

Ovningar

3.19 Bestiim sambandet mellan f(n) och §(n) for funktionerna f,g € L*(T)
om

2)
b)
)

g(t) = f(t — ¢) for nagot reellt tal c;
g(t) = e™ £(t) for ndgot heltal m;
g

(t) = f(t = =)
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3.20 Antag att f € L'(T) och definiera en ny funktion g € L'(T) genom
att siitta g(t) = e® f(t — 3). Bestim sambandet mellan f(n) och g(n).

3.21 Bevisa (ii) i sats 3.5.2 genom partiell integration.

3.22 Funktionen f &r kontinuerligt deriverbar och periodisk med period 2.
Vidare ér f'(t) = 2if(t + =) for alla t. Bestam f.

3.6 Faltning

For att avgora om fourierserien till en funktion f konvergerar behover vi
studera fourierseriens partialsummor

N

Snf(t)= > fln)e™.
n=—N
I avsnitt 3.2 inférde vi Dirichlets polynom Dy (t) = Zflv:_ ~ €™ och pastod,
utan att forklara varfor, att det skulle spela en stor roll i fortsédttningen.
Nu kan vi ge forklaringen — partialsumman Sy f(¢) kan uttryckas som en
integral med hjilp av Dy (t) pa foljande vis:

Sats 3.6.1. Lat f vara en godtycklig funktion i L'(T). Dd dr
Swf(t) = [ (¢~ 5)Ds)ds.
T
Bevis. Vi utgar fran formeln
N
DN(S) — Z eins’
n=—N

som vi multiplicerar med f(t — s) och sedan integrerar. Detta leder till
formeln

N .
/T SECLUCEED ) /T F(t — s)em ds.

Variabelbytet u =t — s i hogerledets integraler ger

/rf(t _ S)eins ds — /I‘f(u)ein(t—u) du = o™ /I‘ f(u)e—inu du — f(n)eint’

och darmed ar formeln bevisad. O

Vi ska i nésta kapitel anvédnda oss av formeln i sats 3.6.1 for att bevisa
ett tillrackligt konvergensvillkor for fourierserier.

Det séitt som funktionen f och Dirichletpolynomet Dy kombineras pa
for att ge partialsumman Sy f(t) kallas en faltning. Foér allménna periodiska
funktioner definieras och betecknas faltningar pa foljande vis.
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Definition. Med faltningen f g av tva funktioner f,g € L'(T) menas funk-
tionen

fxg(t) = /Tf(t—S)g(S) ds.

Med hjalp av faltningsdefinitionen kan vi saledes skriva vart resultat i
sats 3.6.1 kortare som

Snf(t) = f*Dn(t).

Man kan visa att faltningen f g av tva L'(T)-funktioner &r en funktion
i L'(T) och att operationen dr kommutativ och associativ, dvs. att

fxg=gx*f
och
frlgxh)=(fxg)h.

Sats 3.6.2. For normen av en faltning av tvd funktioner f,g € L*(T) gdiller
foljande olikhet:

1+ glle < [ £llllgll-

Bevis. Genom att anvinda triangelolikheten for integraler samt kasta om
integrationsordningen erhaller vi foljande kedja av olikheter och likheter:

£l = [ || s =asar< [ [ 15— sjg)dsa

:/T/r|f(t—5)!|g(8)|dtds:/T\g(s)|/T‘f(t_8)|dtd8
= [ 1) [ 1r@laras = [ @isids = il ©

Ovningar

3.23 Visa att faltning dr en kommutativ och associativ operation, dvs. att
frg=gxfoch fx(gxh)=(fxg)*h.
3.24 Visa att f =™ = f(n)e™.

3.25 Visa att m(n) = f(n)j(n).

3.7 Fourierseriens konvergens

Fourierserien

Z f(n)eint

neZ
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till en funktionen f &r per definition konvergent i punkten t om partialsum-
morna

SNf Z f 1nt

konvergerar da N — oo. Observera alltsa att det inte krdvs att de tva
delserierna > 7 f(n)e"™ och > o7, f(—n)e ™ ska konvergera var for sig.

Om vi istéllet skriver fourierserien pa trigonometrisk form som
a o
50 + zjl(an cos nt + by, sinnt)
n=

sa blir
N
Snf(t —?0 z_: ap cosnt + by, sinnt).

Villkoret att foljden av partialsummor ska konvergera ar saledes i detta fall
identiskt med den vanliga definitionen av konvergens for en serie.

I vissa fall kan man enkelt avgora att en funktions fourierserie ar konver-
gent genom att bara betrakta fourierkoefficienterna; sa ar exempelvis fallet
om fourierkoefficienterna f(n) #ir av storleksordningen 1/n? (eller mindre), ty
detta medfor att fourierserien &r absolutkonvergent i alla punkter. I punkter
dér funktionen &r kontinuerlig och, mer generellt, i punkter dér funktionen
har adndliga vdnster- och hdgergrinsvirden ges en konvergent fourierseries
summa av foljande sats, déir vi anviinder beteckningarna f(¢t~) och f(tT)
for vinster- resp. hogergrinsvirdena sa att

ft7) = lim f(s),  f(t7) = lim f(s).

s—t~ s—tt

Sats 3.7.1. Antag att f € L*(T), attt dr en punkt dir funktionens fourier-
serie dr konvergent, samt att de bada ensidiga grinsvirdena f(t~) och f(tT)
existerar. Da dr fourierseriens summa i punkten t lika med

fE) +£(t7)
5 :

I en punkt t dar fourierserien dr konvergent och funktionen f dr konti-
nuerlig dr saledes seriens summa lika med f(t).

Vi skjuter upp beviset for satsen till nésta kapitel (se sats 4.5.4).

EXEMPEL 3.7.1. Den periodiska utvidgningen av f(t) = |t|, —n <t < &, som
studerades i exempel 3.4.1, har fourierserien

%icos 2k+1t
e (2k +1

M\?—l
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Eftersom serien ar absolutkonvergent for alla ¢ och funktionen f &r kontinu-
erlig i alla punkter, foljer det av sats 3.7.1 att

(2k + 1)t
f—fZCOS T for—n<t<m
(2k + 1)2

For t = 0 &r saledes speciellt
o

2> e =
nkO(Qk:—i-l)

vilket efter forenkling ger oss resultatet
o
Y GTTE= %
k:O 2k +1)2 8

Summan Y °° | 1/n? kan nu ocksa beréiknas med hjilp av foljande omskriv-
ning:

[o@) o oo
1 1 1 1 1 1 1
E:i 5:72 2 E:T"‘ 72:7"_7}:72’
n?2 ' n n 4k 8 4 n
n=1 udda n jamn n udda =1 n=
som medfor att
1 - T2
22 % m
n=1

For att med hjilp av foregaende sats berdkna summan av fourierseri-
en till en funktion maste vi forst visa att fourierserien adr konvergent. Ett
tillrackligt villkor som garanterar detta &r enligt sats 3.5.3 att funktionen &r
tva ganger kontinuerligt deriverbar overallt. Detta &r ett globalt villkor pa
funktionen, men huruvida en funktions fourierserie &r konvergent eller ej i en
punkt tg beror, som vi ska se ldngre fram, enbart pa funktionens uppférande
i en godtyckligt liten omgivning av punkten %.

Ett enkelt lokalt villkor som garanterar att fourierserien konvergerar i
punkten tg dr att funktionen &r kontinuerlig och deriverbar i punkten ¢y,
och villkoret pa deriverbarhet kan forsvagas nagot sa att existens av vénster-
och hogerderivata ar tillrdckligt. Vi har ndmligen foljande resultat.

Sats 3.7.2. Lit f € L'(T), och antag att t dr en punkt dir funktionen dr
kontinuerlig och ddr vinster- och hégerderivatorna existerar. Da dr funktio-
nens fourierserie konvergent i punkten t och summan dr lika med f(t).

Aven for denna sats skjuter vi upp beviset till néista kapitel, dir vi kom-
mer att bevisa ett mer generellt resultat. (Se sats 4.8.2.)
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EXEMPEL 3.7.2. I exempel 3.3.1 bestdmde vi fourierserien till den periodiska
utvidgningen av f(t) =t, |[t| < w, och fann att

f(t) ~ iz (_i)nei”t = i 2(_13”_1 sin nt.
n#0 n=1

Funktionen f &r kontinuerlig och deriverbar i det &ppna intervallet |—m, =]
Det foljer déarfor av sats 3.7.2 att

> 2(_1)77,—1 )
S 2O =
n
n=1
for —n <t < xw. (For ¢t = +x dr forstas seriens summa lika med 0 eftersom
alla sinustermerna &r lika med 0 i dessa punkter). O

EXEMPEL 3.7.3. Betrakta den 2n-periodiska funktionen f, som definieras av

att
0, —m<t<0
t) =
) {t, 0<t<m.

Funktionen f dr kontinuerlig 6verallt i det 6ppna intervallet |—mx, [ och de-
riverbar overallt i samma intervall utom i punkten 0, dar dock vénster- och
hogerderivatorna existerar (och dr lika med 0 resp. 1). Enligt sats 3.7.2 &r
dérfor fourierserien konvergent med f(¢) som summa for —n < t < 7.

Lat oss berikna fourierserien pa trigonometrisk form. Seriens koefficien-
ter ar

—1 nt tdt = 2
ann/o cos = (—1)7 —1

1 n -1 n—1
bn:/ tsintdtzi,
T Jo

3

och vi kan nu dra slutsatsen att

T 2 cosnt  ~= (=1)»1 0 for —m<t<O,

- == E 3 —I—E Lsinnt:

4 = n — n t for0<t<m.
n udda n=1

For t = = dr serien ocksa konvergent, och enligt sats 3.7.1 &r fourierseriens
summa da lika med %(f(n*)—i—f(n*)) = %(n—i—O) — %n. O
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Figur 3.10. Funktionen f i exempel 3.7.3 och partialsumman Sg f (¢).

Ovningar

3.26 Funktionen f &r periodisk. Avgor var fourierserien konvergerar och
bestdm dess summa om
a) f(t) =t for —n <t < m;
b) f(t) =0 fér —n <t <0 och f(t) =sint for 0 <t <.

3.27 Anviand fourierserierna till funktionerna i foregaende 6vning (dessa
bestdmdes i 6vning 3.16) for att berdkna foljande summor:

= (=) =1 > 1
a>zl(n2) R D D vt

3.28 Bestam faltningen f * cost d& f ar funktionen i exempel 3.7.3.

3.29 Visaatt 1 —1/34+1/5—1/7+ - =n/4 genom att vélja ett lampligt
t i formeln i exempel 3.7.2.

3.30 « &r ett reellt tal som inte #r ett heltal. Sitt f(t) = e for —n <t <x
och utvidga f till en 2n-periodisk funktion. Visa foljande tva formler
genom att studera funktionens fourierserie for ¢ = 0 och t = 7

o0

T 1 2(—1)"« I & 2a
- 270 oeh tam=— e
sin an a+n21 a? —n? ¢ reotar a+;a2—n2

Om man sitter x = ax, sa kan formlerna ocksa skrivas pa formen

1 1 = 2(-1)" 1 & 2
= — ———— och cotx=-— —_
sin x+n§_:1x2—n2n2 ac+n§_:1m2—n2n2

Jamfor detta med partialbraksutveckling for rationella funktioner!

3.31 Anvind foregiaende 6vning for att for reella tal o som inte &r heltal
berikna summan
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3.8 Gibbs fenomen

Om funktionen f € L'(T) &r kontinuerlig och har vinster- och hogerderi-
vator i alla punkter i ett slutet intervall I, sa foljer det av sats 3.7.2 att
fourierserien ar konvergent for alla punkter i intervallet. Konvergensen kan
vidare visas vara likformig, vilket innebér att det for varje givet ¢ > 0
finns ett N sa att fourierseriens partialsummor S, f(t) satisfierar olikheten
|Snf(t) — f(t)| < eforallat €I och alla n > N. Geometriskt betyder detta
att punkterna (¢, S, f(t) ligger i en remsa av bredd e runt grafen y = f(t)
for t € I och n > N. Se figur 3.11.

f
Snf. I

Figur 3.11. Fourierserien konvergerar likformigt
mot funktionen pa slutna intervall déir funktionen
ar kontinuerlig och har vénster- och hogerderivator.

Om funktionen diaremot har en sprangdiskontinuitet i punkten ty € I
s& att exempelvis f(t5) > f(ty), s& kan omdjligtvis grafen y = S, f(t)
till partialsumman ligga i ett sadant band, eftersom partialsummorna &r
kontinuerliga funktioner. Vad man dédremot skulle kunna forvinta sig dr att
partialsummornas grafer ska konvergera mot en kurva, som i en omgivning
till vénster och till hoger om diskontinuitetspunkten ¢y sammanfaller med
funktionskurvan y = f(t) och for ¢ = ¢y bestar av en vertikal linje mellan
punkterna (to, f(ty)) och (to, f(ts)). Sa &r emellertid inte fallet utan for
t = to far man ett vertikalt segment av en lingd som ér ca 18 % lingre &n
F(E) — £

Fenomenet kallas Gibbs fenomen, och vi skall hirleda det i det mest
renodlade fallet, ndmligen da f &r den 2n-periodiska fyrkantsvagfunktion

som definieras av att f(t) =1 for 0 <t <m, f(t) = —1 for —n < t < =,
och f(0) = 0. Eftersom funktionen &r udda, har den en sinusserie med
koefficienter

2 [ 2
by, = / sinntdt = — (1 - (-1)")
T Jo nmw

som &r noll for jamna n. Det foljer av sats 3.7.2 att fourierserien &r konver-
gent och att

o0

4 sin(2n + 1)t
J0 =7 Z M + 1

for alla ¢.
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Betrakta nu seriens partialsummor

N
4 —sin(2n + 1)t
s fy=-y PN
2v+1f () n = 2n+1

pa intervallet ]0,x[. Vi vet att Sony1f(t) — 1 da N — oo, men om vi
ritar graferna till Son41f kommer vi att upptéicka ett mérkligt beteende.
Son+1f(t) har ett maximum i en punkt ¢ > 0 néra 0, och ¢y gar mot 0 da
N viaxer, men maximivirdet ndrmar sig inte 1 utan forblir istéllet storre dn
1.17. Jamfor figur 3.12.

1'0- AW I\A
Juve vy
0.5:
3 —2 -1 1 2 3 t
—o05]
WY A
vv NAATN

Figur 3.12. Gibbs fenomen: Fyrkantsvagen
f(t) och partialsumman Ss; f(¢).

Lat oss analysera situationen i detalj. Derivatan till Son 11 f kan beridknas
pa foljande sétt:

N
(Sani1f)'(t) = = Z cos(2n + 1)t -Re (Z el(nt1) )

n=0
i2N+2)t _ 1 4
B i € B e'
N -Re( ei2t — 1 >_E.Re et — e~
R i —ie!@N+2t 9 §in(2N 4 2)t
. e ——m————  — — . ——
2sint b sint

i(2N+2)t _ |
it

Alds alk

Det forsta nollstéllet i intervallet |0, x| till derivatan (Sony1f)’ ligger i punk-
ten ty = n/(2N 4 2). Genom att betrakta derivatans tecken pa émse sidor
om punkten drar vi slutsatsen att ¢ty &r en maximipunkt. For att beréikna
maximivéirdet noterar vi férst att San41(0) = 0, varav foljer att

2

(3.7) Sont1f(tn) = /OtN(52N+1f),(t) dt == /OtN sin(2N +2)¢

sint

dt.
T
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Vi vill undersoka gransvérdet av Sony1f(tn) da N — oo. Eftersom integra-
len i (3.7) dr en smula komplicerad pa grund av ndmnaren, approximerar vi
den med den enklare integralen

2 ['N sin(2N + 2)t
IN:/ Sm(tJr)dt: [sitt u = (2N + 2)1]
T Jo

2 [Tsi
:/ smudu:L
T Jo u

Integralerna Iy har med andra ord det konstanta vérdet I, och en numerisk
berikning ger vid handen att I ~ 1.179.
Harnést noterar vi att

2 [iv, 1 1
Sont1f(tn) — I = / (— - 7) sin(2N + 2)t dt.
T 0 t

Funktionen
1 1 t—sint
90 =505 71T Teme
gar mot 0 da t — 0, sa dess absoluta véirde &r déarfor sikert mindre &n 1 pa
intervallet [0, x|, bara N &r tillréckligt stort. Slutsatsen blir att

1

2
S t I < -ty = ——.
|Sont1f(tN) |_n N= N

Foljaktligen konvergerar Son41f(tn) mot I da N — oo.
Eftersom funktionen Soyy1f dr udda, har den ett minimum i punkten
—tn, och minimivardet dr approximativt lika med —1.179 for stora N.
Fastan funktionen f har ett sprang i origo som &r lika med 2 enheter,
kommer saledes partialsummorna Soni1f(f) i en omgivning av origo att
approximera ett vertikalt segment av ungefirlig lingd 2.358 da N gar mot
odndligheten. Samma fenomen intréaffar vid varje sprangdiskontinuitet.

3.9 Rummet L*(T) och Parsevals formel

Varje funktion i rummet L'(T) har en fourierserie, men rummet ir lite for
stort for att att vissa onskvérda resultat ska kunna gélla for alla dess funk-
tioner. Ett i flera avseende ”béttre” och i manga tillimpningar mer naturligt
rum bestar av kvadratiskt integrerbara funktioner. Om vi exempelvis mo-
dellerar en 2n-periodisk signal som funktionen f, sa representerar integralen
Jr |f(#)|* dt signalens effekt och den #r naturligtvis #ndlig. Vi infor darfor
foljande beteckning.

Definition. Med L?(T) menas rummet av alla 2n-periodiska funktioner f
som uppfyller villkoret

/ ()2 dt < oo.
T
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For funktioner f,g € L?(T) definierar vi

)= [ sata oen 1= ( [ 1rPar) "

Om [ dr ett godtyckligt intervall av langd 2z, sa kan vi identifiera rum-
met L?(T) med rummet L?(I) genom att identifiera funktionerna i L?(T)
med deras restriktioner till intervallet I. Féljande sats &ar déarfér bara en
omformulering av sats 2.6.1.

Sats 3.9.1. (i) Rummet L*(T) dr ett inre produktrum med (-,-) som inre
produkt och ||-||2 som motsvarande norm.
(ii) L?(T) dr det delrum till L*(T), och fér varje funktion f € L?(T) gdller
normolikheten || f|l1 < || f]|2-

Eftersom L?(T) &r en delmiingd av L'(T) har varje L?(T)-funktion f
fourierkoefficienter, men vad som ér speciellt for L2-funktioner ar att fouri-
erkoefficienten f(n) kan uppfattas som en inre produkt beroende pa att

Foy = [ ryemtae= [ fodar = ifom)

Ett annat fundamentalt faktum #r vidare att mingden {e™ | n € Z} #r
ett ON-system, dvs. att funktionerna i mingden &r parvis ortogonala och
att de har norm 1. Pa grund av lemma 3.3.1 4r namligen

<eint’eikzt> _ / Qi(n—h)t gy 1 omn=k,
T 0 omn #k.

Ett faktum, som inte dr lika enkelt att visa, &r att detta ON-system &r
fullstandigt, vilket har som konsekvens att féljande sats géller:

Sats 3.9.2 (Parsevals formler). Antag att f,g € L*(T). Dd dr

(i) /T R =3 1f ),

nez

(ii) /T fOg®dt =" Fm)am).

nez

For att bevisa fullstéindigheten hos ON-systemet {e™ | n € Z} behover
vi fler verktyg &n vad vi har nu, sa dérfor spar vi beviset fér ovanstaende
sats till avsnitt 4.7.

EXEMPEL 3.9.1. Lat f vara den periodiska utvidgningen av f(t) = t for
|t| < n. Funktionen ligger i L?(T) och
2

1 T T
2 2
= — t“dt = —.

—T
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Funktionens fourierkoefficienterna berdiknades i exempel 3.3.1: f (0) =0 och
f(n) = (=1)"/n for n # 0. Parsevals formel ger dérfor att

2

> =S ime ==L

n#0 nez

n?

o0

- 1

Det foljer att Z 2= O
n=1

Eftersom en funktions fourierserie ofta ges pa trigonometrisk form, spe-

ciellt om funktionen &r reell, &r det ocksa anvidndbart att ha den trigono-

metriska versionen av Parsevals formler:

Sats 3.9.3 (Parsevals formler p3 trigonometrisk form). Antag att f, g € L*(T),
att

1 oo
f(t) ~ =ap + Z(an cos nt + by, sinnt)

2 n=1
och att
1 oo
g(t) ~ 560 + Z(cn cosnt + dy, sinnt).
n=1
Da dar
: 2 I e 2 2
(i) [ 1F@Fdt = Zlaol” +3 > (lanf” + [baf?).
n=1

) [ FOTO = oot + 5 S+ i)

Bewis. Utnyttja att sambandet mellan éiAena sidan koefﬁcignterna an och by,
och & andra sidan fourierkoefficienterna f(n) for n > 1 4r f(n) = 3(a, —iby)
och f(—n) = +(ay +iby,), medan f(0) = %ag. Detta innebér att

A~

1
FOF = o och

2+ [F(=m)? = §(an — iba) @+ B2) + § an +ib) (@ — )

1
§(|an|2 + |bn|2)>
vilket insatt i formel (i) i sats 3.9.2 ger den forsta formeln i satsen ovan. Den

andra formeln foljer pa liknande sétt. O

Vi far en intressant tolkning om vi skriver en reell L?-funktion f med
fourierserieutvecklingen f(t) ~ 2ao+Y.7°(a, cos nt+by, sinnt) pa amplitud-
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fasvinkelform som

F() ~ Ag+ ) Apsin(nt + ¢y,).

n=1

Eftersom A2 = a2 + b2 siger Parsevals relation i detta fall att
1 2. L o

Om funktionen f(t) modellerar en periodisk signal, sa &r integralen i vénster-
ledet signalens effekt, medan A(Q) ar effekten hos en konstant signal med
amplituden Ag och 3 A2 r effekten hos signalen A, sin(nt + ¢,). Parsevals
relation innebér darfor att en godtycklig signals effekt &r lika med summan
av effekterna hos de i signalen ingaende harmoniska delarna.

Vi avslutar med en sats som visar att man kan berdkna integralen
f: f(t)dt till en L?(T)-funktion genom att integrera funktionens fourier-

serie ) f(n)e™ termvis.

Sats 3.9.4. Antag att f € L*(T). Dd dr

/f b—a) —|—Zf elnb — ginay,

Bevis. Satt

Da ar funktionen F' kontinuerlig och periodisk med period 2w eftersom
2n . R R
F(2n) = f@)dt —2nf(0) =2nf(0) — 2nf(0) =

0

Enligt sats 3.5.2 ar darfor

for alla heltal n # 0.
Vi uppskattar nu summan Y [F'(n)| genom att forst anvéinda Cauchy—
Schwarz olikhet for summor och sedan Parsevals formel och far da olikheten

S 1) = Y 1) |_(Z|f nP) (2 )

n#0 n#0 n#0

< (S o) " C5) " =it <

nez

1/2
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Fourierserien ) . F (n)el™ &r foljaktligen absolutkonvergent, och enligt
sats 3.7.1 &r seriens summa lika med F(t) for alla ¢. Definitionen av F'(x)
ger oss darfor likheten

[ rwa=rw+ o=+ 106 s o

n#0

och genom att subtrahera motsvarande uttryck for fo t) dt erhaller vi den
sokta likheten i satsen. O
Ovningar
3.32 Anvind fourierserierna i 6vning 3.26 for att berdkna foljande summor:

oo oo

1 1
a) ZH b) Z(4n2_1)2'
n=1 n=1

3.10 Annan period dn 2n

Fourierserieutvecklingen till en periodisk funktion med godtycklig period kan
man fa genom att skala om funktionen sa att perioden blir 2. For framtida
bruk ska vi nu hérleda de formler som man da erhaller.

Antag att funktionen f &r periodisk med periodlingd P, dvs. att

Ft+P)=f(t) forallateR,

och sétt Q = 2n/ P, funktionens grundvinkelfrekvens. Definiera funktionen g
genom att sitta

g(u) = f(u/Q).

Da dr g(u + 2n) = f(u/Q+27/Q) = f(u/Q+ P) = f(u/Q) = g(u), dvs.
funktionen ¢ &r 2n-periodisk med en fourierserieutveckling pa formen

fu/Q) =g(u Z cne™
- nez
dér

1 T
Cn = 5 g( )e m“du—/ f(u/Q) e ™ du

P/2 )
- / met dt,
P/2

och dér vi forstas gjort variabelbytet t = u/Q for att erhalla den sistndmnda
integralen. Samma variabelbyte i serieutecklingen av g ger att

f(t) ~ Z Cneith,
nez

vilket dr den sokta fourierserieutvecklingen av f.
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Motsvarande kan forstas goras for den trigonometriska varianten av fou-
rierserieutvecklingen, vilket resulterar i f6ljande formler:

1 - :
ft) ~ 540 + Z(an cos n§2t + by, sin n€t),

n=1

déar

P/2 P/2
— / )cosnQtdt och b, =— / ) sin nQt dt.
P2 P/2

For P-periodiska L?-funktioner far slutligen Parsevals formel foljande
utseende:

1
1 /P/ (O dt =3 leal? = laol? + Z<|an|2+|b\>

neZz n=1

Historiska notiser

Teorin for trigonometriska serier gar tillbaka till férsta hilften av 1700-talet, da
matematiker borjar anvidnda sig av sadana serier, sérskilt i samband med olika
astronomiska berdkningar. LEONHARD EULER (1707-1783) representerar en funk-
tion som han erhallit genom att analysera planetrorelser som en trigonometrisk
serie och anger en formel for koefficienterna i form av en integral av den studerade
funktionen, JEAN LE ROND D’ ALEMBERT (1717-1783) beskriver inversa avstandet
mellan tva planeter som en cosinusserie och anger ocksa en formel for koefficien-
terna, och ALEXIS CLAIRAUT (1713-1765) hirleder en cosinusrepresentation for en
funktion han erhallit i samband med studiet av solens rérelse. Euler, d’Alembert,
DANIEL BERNOULLI (1700-1782) och JOSEPH-LOUIS LAGRANGE (1736-1813) stu-
derar ocksa problemet med den svingande stringen och anger l16sningar i form av
trigonometriska serier.

JOSEPH FOURIER (1768-1830) var emellertid forst med den banbrytande idén
att varje funktion kan representeras av en trigonometrisk serie. Idén presenterades
i manuskriptform fér den franska vetenskapsakademin 1807, men hans manuskript
kritiserades for vaghet och bristande stringens och publicerades inte. Det skulle
dérfor droja till 1822 innan Fouriers verk Theorié analytique de la chaleur kom ut.

Fouriers arbete rénte stort intresse men det uppfyller naturligtvis inte nutida
krav pa stringens. Exempelvis saknas bevis for att erhallna serier konvergerar. En
killa till svarigheterna dr att sjéilva funktionsbegreppet inte var klarlagt pa den
tiden, och begreppen kontinuitet och integral saknade ocksa precisa definitioner.

Det forsta korrekta beviset med tillrdckliga villkor for fourierseriens konvergens
gavs 1829 av PETER LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859). Dirichlet preciserar ocksa
funktionsbegreppet genom att definiera en funktion genom egenskapen ”att det for
varje z finns ett enda dndligt y”, &ven om han senare svivar pa malet genom att
néir han diskuterar styckvis kontinuerliga funktioner siga att funktionen har tva
vérden i diskontinuitetspunkterna.

Att manga anvindbara egenskaper hos fourierserien dr konsekvenser av att bas-
funktionerna e™ #r ortogonala och att motsvarande egenskaper giller for manga
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andra klasser av funktioner, exempelvis Besselfunktioner och ortogonala polynom,
uppmiérksammades av FRIEDRICH BESSEL (1784-1846). Parsevals sats har sitt
namn efter MARC-ANTOINE PARSEVAL (1755-1836) som ar 1799 i en artikel formu-
lerade en formel for summan av kvadraterna pa koefficienterna i en trigonometrisk
serie som en integral.

Gibbs fenomen beskrevs och forklarades 1848 av HENRY WILBRAHAM (1825—
1883) men har sitt namn efter WILLARD GIBBS (1839-1903) som ovetande om
Wilbraham aterupptéickte fenomenet femtio ar senare.






Kapitel 4

Fourierseriens konvergens

Att bestimma om och var en godtycklig periodisk funktions fourierserie &r
konvergent dr ett svart problem som sysselsatt manga framstaende mate-
matiker. I det héar kapitlet ska vi bevisa konvergensresultaten som vi formu-
lerade men ldmnade obevisade i forra kapitlet samt nagra kompletterande
resultat. Vi gor detta genom att infora ett sétt att summera serier som kallas
Abelsummation och som gor att vissa divergenta serier later sig summeras
pa ett vettigt satt. En viktig biprodukt av vara modor &dr resultatet att
L'-funktioner alltid &r entydigt bestimda av sina fourierserier.

4.1 Omkastning av grinsprocesser

I flera av det hir kapitlets bevis kommer vi att behova gora gransévergangar
under integraltecknet eller kasta om ordningen mellan summation och in-
tegration, dvs. utnyttja att det for de aktuella funktionsféljderna eller sum-
morna giller att

n—oo

b p oo
;/ﬂ an(t)dtz/a ;an(t)dt.

Att en sadan omkastning av de tva grénsprocesserna inte alltid &r tillaten
framgar av foljande tva exempel, sa darfor behover de i forekommande fall

b b
lim / fn(t)dt:/ li_>m fn(t)dt resp.

motiveras pa nagot sétt.

EXEMPEL 4.1.1. Definiera en funktionsfoljd (f,(¢))$° pa intervallet [0, co[
genom att sitta

t—n+1 forn—1<t<n,
fa®)=<n+1—-t forn<t<n-+1,

0 for ovrigt.

83



84 4 Fourierseriens konvergens

AN

n—1 n n+l
Figur 4.1. Grafen till funktionen f,

Vi far tydligen grafen till funktionen f,, genom att pa intervallet [n—1,n+1]
rita en likbent triangel med intervallet som bas och hojd 1 (se figur 4.1).

Observera att lim, , fr(t) = 0 for alla t € [0,00][, ty for fixt ¢t &r
fn(t) = 0 for alla heltal n > ¢ + 1. Den punktvisa griansfunktionen f(t)
ar saledes funktionen som &r identiskt lika med noll. Men

/Ooofn(t)dtzlyéO:/Ooof(t)dt

for alla n. I det hér fallet &r det saledes inte tillatet att byta ordning pa
limes och integral. O

EXEMPEL 4.1.2. Funktionsfoljden (g, (t))° ar definierad pa intervallet [0, 2]
av att

n2t for 0 <t <1/n,
gn(t) =< 2n —n?t for 1/n <t <2/n,
0 for ovrigt.

Vi far funktionen g,:s graf genom att resa en likbent triangel pa intervallet
[0,2/n] av héjd n och med intervallet som bas.

Eftersom g,(t) = 0 sa snart n > 2/t och ¢,(0) = 0 for alla n, &r
lim,, 00 g (t) = 0. Funktionsfoljden konvergerar saledes punktvis mot funk-

Q/n 2

Figur 4.2. Grafen till funktionen g,
i exempel 4.1.2.
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tionen g(t) = 0 for alla ¢. Men

/Ooogn(t)dtzl

for alla n, sa inte heller i det hér fallet ar det tillatet att byta ordning pa
limes och integral. O

For att i forekommande fall motivera omkastning av limes och integra-
tion kommer vi att anvinda oss av ett resultat fran teorin for Lebesguein-
tegralen.

Vi paminner da forst om att en foljd (f,)° av funktioner séges vara
punktvis konvergent mot funktionen f pa intervallet I om det for alla t € T
giller att f,(t) — f(t) da n — oo. Punktvis konvergens récker som vi sett
ovan inte for att det ska vara tillatet att flytta in limes under integraltecknet,
utan det behovs ytterligare villkor och ett tillréickligt sadant dr att funk-
tionerna i foljden inte blir alltfér ”stora” utan ”domineras” av nagon icke-
negativ funktion h med &ndlig integral i den betydelsen att |f,,(t)| < h(t) for
(néistan) alla t. Resultatet kallas Lebesques sats om dominerad konvergens.
Vi kommer inte att behova satsen i dess fulla generalitet, utan formulerar
foljande lite svagare version som dr anpassad till vara behov.

Sats 4.1.1 (Dominerad konvergens). Lat (g,,)3° vara en foljd av kontinuerliga
funktioner som konvergerar punktvis mot funktionen g pa intervallet I, och
antag att funktionerna i féljden dr uniformt begrinsade pa I, dvs. att det
finns en konstant C' sadan att |g,(t)] < C for allat € I och alla n.

For alla funktioner f € LY(I) dr dd dr

Jm [ et~ [ st
Beviset for satsen &r alltfor komplicerat for att ges hér, sd den som &r
intresserad av att se beviset far konsultera nagon ldrobok i integrationsteori.
Genom att tillampa satsen om dominerad konvergens pa partialsummor-
na till en funktionsserie far vi féljande korollarium.

Korollarium 4.1.2. Ldt (ay)3° vara en foljd av kontinuerliga funktioner pa
ett intervall I, och antag att det finns en foljd (My)3° av positiva tal med
foljande egenskaper:

(i) |an(t)| < M, for allat € I och alla n;

(ii) den positiva serien Y 2, M, dr konvergent.

For varje funktion f € L*(I) dr dd

2 /1 f(Ban(t) dt = /1 S oo
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Bevis. Antagandena (i) och (ii) medfor att serien > ° an(¢) dr absolutkon-
vergent och att dess partialsummor gy (t) = Zflvzl an(t) &r uniformt be-
gransade pa intervallet I eftersom

N N oo
v <D lan(® <Y My <Y M, =C.
n=1 n=1 n=1

For dndliga summor &r det naturligtvis inget problem att byta ordning pa
summation och integration, och darfor ar enligt foregaende sats

N

nz:l/[f(t)an(t) dt:]\}gnw;/lf(t)an(t) dt:]\}gnoo/lf(t)g]v(t) dt

=1
:ﬂﬂwg&mmﬁzﬂjw;¥WMt 0

EXEMPEL 4.1.3. Som tillimpning pa satsen om dominerad konvergens visar

vi att
n

lim (1- m)f(t) dt = / f(t)dt
n R

n—oo J_.
for alla f € LY(R).
Satt for den skull

%w_erm>mwmm

0 om |t| > n.

Funktionerna g, &r kontinuerliga, uniformt begrinsade pa reella axeln av
konstanten 1 samt konvergerar punktvis mot den konstanta funktionen 1.
Det foljer dérfor av satsen om dominerad konvergens att [g gn(t)f(t) dt —
Jr f(t)dt d& n — oo, och eftersom

/@mﬁwﬁ=fX—mﬁwﬁ
R -n

ar beviset klart. O

Ett starkare villkor som tillater grinsovergang under integraltecknet &n
det i sats 4.1.1 &r likformig konvergens. Vi paminner om att en foljd (f,,)3°
av begrinsade funktioner sigs konvergera likformigt pa intervallet I mot
funktionen f om

I frn = flloo = sup |fu(t) — F(H)] = 0 dan — oco.

Likformig konvergens bevarar kontinuitet.
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Sats 4.1.3. Antag att (f,)3° ar en foljd av funktioner som konvergerar lik-
formigt mot funktionen f pa intervallet I samt att funktionerna f, dr kon-
tinuerliga i punkten tg € 1. Da dr ocksa grinsfunktionen f kontinuerlig 1
punkten tg.

Bevis. Vilj givet € > 0 ett index N sadant att sup,c; |fn(t) — f(t)| < €/3,
vilket gar pa grund av den likformiga konvergensen. Vilj sedan § > 0 sa att
|fn(t) — fa(to)] < €/3 for alla t € I med |t — tg| < 0, vilket gar eftersom
funktionen fx &r kontinuerlig.

For alla t i definitionsméngden I som uppfyller |t — tg| < § géller da att

|f() = f)l = [(f(t) = fn () + (fn(t) — fn(to)) + (fn(to) — f(to))]
<|f@) = In@)| + [fn(t) = fn(to)] + [ fn(to) — f(to)]

<2/ f = fnlloo + [N (t) — f(to)] <2 § + § _

vilket visar att funktionen f &r kontinuerlig i punkten t. O
Att man kan flytta in limes under integraltecknet for en likformigt kon-

vergent foljd av kontinuerliga funktioner, férutsatt att integrationsintervallet
dr andligt, 4r nu mer eller mindre trivialt.

Sats 4.1.4. Antag att (f,)3° dr en likformigt konvergent féljd av kontinuer-
liga funktioner pa ett begrinsat slutet intervall [a,b]. Da dr

b [ fa6) di = / bnll% fult) dt

n—oo a

Bevis. Grénsfunktionen f(t) = limy, o0 fn(t) &r enligt foregaende sats kon-
tinuerlig pa intervallet [a, b], sa den &r sdkert integrerbar. Det foljer darfor
av triangelolikheten for integraler och definitionen av likformig konvergens

i [Cs0a) < [0 - ol 1 e
\

fa)an flloo =0 dan%oo O

En f6ljd av kontinuerliga funktioner som konvergerar likformigt pa ett
kompakt intervall dr naturligtvis uniformt begrinsad, sa foregaende sats &r
naturligtvis ocksa en omedelbar konsekvens av satsen om dominerad kon-
vergens.

Ett enkelt villkor som garanterar likformig konvergens hos en funktions-
serie ges av foljande sats, vars enkla bevis ldmnas som 6vning. (Jmf med
korollarium 4.1.2.)

Sats 4.1.5 (Weierstrass majorantsats). Lat (ay)7° vara en foljd av funktioner
definierade pa ett intervall I och antag att det finns en foljd (M,)° av
positiva tal med foljande egenskaper:
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(i) |an(t)| < M, for allat € I och alla n;
(ii) den positiva serien Y -2, M, dr konvergent.

Da dr funktionsserien Y o, a,(t) likformigt konvergent pa intervallet I.
Vi avslutar med en sats om derivation under summatecknet.

Sats 4.1.6. Lat (g,)3° vara en foljd av deriverbara funktioner pa intervallet
I med konvergent summa

F&) = gnlt)
n=1

for alla t € I. Antag vidare att derivatorna g, dr begrinsade pa I och att

o0

Zsu? g0, (t)| < oc.

n=1t€

Da dr funktionen f deriverbar pa intervallet med derivata
[e.e]
7 =3 g
n=1

Bewis. Vikan genom att betrakta real- och imaginérdelar var for sig utan in-
skrankning anta att funktionerna g, &r reellvirda. Satt M, = sup,cs |g),(t)]-
Det foljer da av medelvirdessatsen att

gn(t + h) - gn(t)
h

Vilj nu givet t € I och € > 0 ett tal N sadant att > 2 .| M, < €/2,
och sedan talet § > 0 sadant att

)i\f:(gn(t + h})L — gn(t) _ g;(t)ﬂ <e
n=1

om 0 < |h| < ¢. Detta dr forstas mojligt eftersom funktionerna g, #r deri-

— gn(0)] = lgn(t + ) — g, (1)| < 2M,

verbara.
For 0 < |h| < ¢ far vi nu foljande uppskattning:

MBI 5 o] = [ (270 - gw)

< [S(EEN =00 )[4 3 R O
n=1 n=N+1

< ‘ZN:<gn(t+h})L—gn(t) _g;(tm . i OM, < ete= 2
n=1 n=N+1

som visar att funktionen f #r deriverbar med derivata f'(t) = Y o7, g5, (t).
O
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Ovningar

oo —t?/n

4.1 Berdkna gransvérdet lim °

Jim [t

4.2 Foljden (an)nez dr begridnsad och 0 < r < 1. Visa att funktionen

ft) = Z anr™lemt

neZ

dr oandligt deriverbar.

4.2 Kontinuitetsprincipen

Antag att funktionen f: R — C &r kontinurlig och att vi vet att f(z) =0
for alla rationella tal z. Da foljer det av kontinuiteten och av det faktum att
varje reellt tal kan approximeras med godtycklig noggrannhet av rationella
tal (dvs. av att Q &r tédt i R) att f(xz) = 0 for alla x. Vi ska formulera och
bevisa en liknande princip som exempelvis kan anvindas for att utvinna
information om hur en avbildning beter sig pa méngden L'(T) fran infor-
mation om hur samma avbildning beter sig pa den téta delméngden C(T).
Principen, som vi kallar kontinuitetsprincipen, bygger pa ett generellt re-
sultat vars bevis dr synnerligen enkelt. For att kunna formulera den pa ett
enkelt sitt infor vi forst foljande definitioner.

Definition. Lat B beteckna ett godtyckligt normerat vektorrum med norm
| -||. En avbildning S: B — C kallas

e additiv om S(f + g) = S(f)+ S(g) for alla f, g € B;

e begrinsad om det finns en konstant C' sadan att [S(f)| < C| f]| for

alla f € B.

En avbildning S: B — R kallas

o subadditiv om S(f + g) < S(f)+ S(g) for alla f, g € B;

e positiv om S(f) >0 for alla f € B.

Vi paminner ocksa om definitionen av begreppet tdit mdngd.

Definition. En delméngd D av ett normerat rum B kallas tdt i B om det for
varje f € B och varje € > 0 finns ett element g € D med egenskapen att

If—gll <e

Sats 4.2.1 (Kontinuitetsprincipen). Antag att S: B — R dr en positiv, subad-
ditiv, begrinsad avbildning pa ett normerat rum B samt att S(f) = 0 for alla
f i magon tit delmdingd av B. Da dr S(f) =0 for alla f € B.

Bevis. Antag att S(g) = 0 for alla element g i den téita delmingden D,
och 1at f vara ett godtyckligt element i B. For varje € > 0 finns det da ett
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element g € D sadant att ||f — g|| < €, och av antagandena om avbildningen
S foljer darfor att

0<S5(f)=5(f—9+9) <5(f—9)+5(9)

S
S(f—9) <C|f —gll <Ce.

Eftersom detta géller for alla e > 0, &r S(f) = 0. O

Sats 4.2.1 har foéljande tva korollarier som #r de versioner av kontinui-
tetsprincipen som vi kommer att anvénda oss av vid ett flertal tillfallen.

Korollarium 4.2.2. Lat T;: B — C, i = 1,2, vara tva additiva, begrinsade
avbildningar pa ett normerat rum B, och antag att Ti(f) = Ta(f) for alla f
i nagon tit delméingd D av B. Da dr Ti(f) = Ta(f) for alla f € B.

Bevis. Satt S(f) = |T1(f) — T2(f)|. Da &r S en positiv och subadditiv av-
bildning B — R, ty

S(f+9) =1IT1(f) — Ta(f) + Ta(g) — T2(9)|
<|Ti(f) = T2() + 1T1(g) — Ta(g)| = S(f) + S(9)-

Eftersom avbildningarna 77 och T, &r begréinsade finns det vidare en

konstant C' sadan att [T7(f)| < C| f]| och |T2(f)| < C|f]] for alla f € B,
och detta medfor att

Sf) < 1N +1T2(NH] < CUA + ClLFIE = 2C] f1]-

Avbildningen S ar saledes ocksa begrédnsad.
Slutligen ar S(f) = 0 for alla f € D. Det foljer darfor av kontinuitets-
principen att Sf = 0 for alla f € B, vilket bevisar korollariet. O

Korollarium 4.2.3. LatT,,: B — R, n = 1,2,3,..., vara avbildningar pa
ett normerat rum B som dr positiva, subadditiva och uniformt begrinsade,
dvs. det finns en konstant C sa att T,,(f) < C||f|| for alla f € B och alla
n. Antag vidare att nhﬁ\nolo T.(f) =0 for alla f i nagon tit delméingd D av B.

Da ir ILm T.(f) =0 for alla f € B.

Anmdrkning. Vi kommer ocksa att anvinda en variant av korollariet dér
man istéllet for att ha en familj av avbildningar som indexeras av de positiva
heltalen har en familj av typen (7). déir I ar ett intervall, sig I =|a, b|[.
Om dessa avbildningar &r positiva, subadditiva och uniformt begréinsade och
lim,_,, T,(f) = 0 for alla f i nagon tit delméngd av B, sa &r lim,_,, T (f) =
0 for alla f € B.

Bevis. Vi skulle vilja sidtta S(f) = limy,—oo T, (f) och tillimpa kontinui-
tetsprincipen pa avbildningen S. Problemet &r att vi inte apriori vet att
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gransvirdet existerar for alla f, och for att komma runt detta séitter vi
istéllet

S(f) = lim supTy(f)-

n—oo k>n

Detta &r ett gransvirde som sikert existerar for varje f € B, ty foljden

an =supTi(f), n=1,2,3,...
k>n

ar uppenbarligen avtagande och nedat begriansad (av 0), och den har folj-
aktligen ett griansvirde.!

Vi pastar nu att S(f) = 0 om och endast om lim,,_, T, (f) = 0.

Om S(f) =0, sa finns det ndamligen givet € > 0 ett tal N sa att ay < e,
och da &r per definition 0 < T,,(f) < ay < € fér n > N, vilket innebér att
lim 7, (f) =0.

n—oo
Om det sistnimnda gransvérdet &r lika med 0, s finns det a andra sidan,

givet € > 0, ett tal N sa att 0 < T,(f) < € for n > N, och da &r speciellt
0 < any < e. Eftersom foljden (a,)$° ar avtagande, dr gransvirdet S(f)
mindre dn ay, sa vi drar slutsatsen att 0 < S(f) < e. Hérav foljer slutligen
att S(f) =0, eftersom € ar ett godtyckligt positivt tal.

Att avbildningen S: B — R &r positiv &dr uppenbart. Lat oss nu visa att
den ocksa #dr subadditiv och begréinsad.

Subadditiviteten Tx(f + g) < Tk(f) + Tx(g) hos var och en av avbild-
ningarna T}, medfor forst genom supremumbildning att

sup T (f + g) < sup Ti(f) + sup Tk (g)
k>n k>n k>n

och sedan genom grénsévergang da n — oo att S(f +g) < S(f) + S(9).
Av 0 <Ti(f) < C| f]| foljer genom supremumbildning att

0 <supTr(f) < C|fll,
k>n

och da giller ocksa for gransvirdet S(f) att 0 < S(f) < C||f]l.
Antagandet lim, o T, (f) = 0 for f € D medfor slutligen att S(f) =0

for alla f i den tdta méngden D. Enligt kontinuitetsprincipen &r darfor

S(f) =0 for alla f € B. Ddarmed &r korollariet bevisat. O

Som ett exempel pa hur man kan anvinda sig av korollarium 4.2.3 visar
vi nu att translatet T} f till en L!(T)- eller L?(T)-funktion f varierar med ¢
pa ett kontinuerligt vis.

!Den som #r bekant med begreppet dvre limes, lim sup, kinner omedelbart igen S(f)
som lim sup T, (f).

n—r oo
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Sats 4.2.4. Lat p vara 1 eller 2, och antag att f € LP(T). For alla reella tal
t() ar da
f (ITf =T fllp = 0.

Bevis. Eftersom integralen #r translationsinvariant &ér
77 =T fllp = [ 15 =1) = fs = to) s
= [ 156 =t t0) = F)]ds = Tiosof = 1,

Det ricker foljaktligen att visa pastaendet i fallet £y = 0, vilket vi nu ska
gora.
Definiera dérfor avbildningarna S;: LP(T) — R genom att sétta

Sef = Tef = fllp-

Avbildningarna S; &r uppenbarligen positiva, och de dr ocksa subadditiva
och uniformt begréansade eftersom

Se(f+9)=IT(f+9) —(f+Dp=ITef — f+Trg —gllp
<|T:f - f”p + | Ttg — QHp = Stf + Sig och
Sef = Tef = fllp < ITefllp + 1 fllp = 1F 1l + 1171l = 2([£lp-

Rummet C(T) av kontinuerliga periodiska funktioner &r tdtt i savél
LY(T) som L?(T), sa for att visa satsen ricker det pa grund av korolla-
rium 4.2.3 (och den efterfoljande anmérkningen) att visa att Syg — 0 da
t — 0 for godtyckliga funktioner g i C(T).

Sa antag att g € C(T). Eftersom kontinuerliga periodiska funktioner ar
likformigt kontinuerliga, finns det givet € > 0 ett tal § > 0 med egenskapen
att [t —ta] <0 = |g(t1) — g(t2)| < e. Vidare ér ||g||, < ||gl/oo- For [t| < 6 r
foljaktligen

0<Sig=Trg — gllp < |Ti9 — 9lloc = gle@glg(s —t)—g(s)| <

vilket visar att S;g — 0 da ¢t — 0. O

4.3 Abelsummation

En fourierserie behover inte konvergera, och fragan uppstar darfér om det
finns nagot annat sétt att ge mening at serien. Betrakta for den skull forst
en godtycklig numerisk serie )7 ; an. Om serien &r divergent, sa finns det
fortfarande en mojlighet att serien > ° a,r™ konvergerar for 0 < r < 1
eftersom termerna i den sistndmnda serien dr mindre &n i den férstndmnda.
Exempelvis &r serien sikert konvergent om termerna a,, r begréansade. Detta
tjanar som motivering for foljande definition.
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Definition. Serien ) 7 a, siges vara abelsummerbar med summa s om se-
rien Y a,r™ &r konvergent for 0 < r < 1 och

o0
lim E apr” = s.
=0

r—1-
n

EXEMPEL 4.3.1. Den divergenta serien » >~ ((—1)" &r abelsummerbar med
sumima %, ty

1 1
Z(—l)”r”: — = dar—1".
147 2

n=0

Den divergenta serien 7 ;1 &r déremot inte abelsummerbar, ty

> 1
Zr"zl_r%ﬂ)o dar—1". O
n=0
Abelsummerbarhet generaliserar begreppet ”konvergent serie”, ty varje
konvergent serie dr abelsummerbar och abelsumman sammanfaller med den
vanliga summan. Detta dr kontentan av var nésta sats.

Sats 4.3.1 (Abels summationssats). Om serien Y > ay dr konvergent med
summa s, sa dr den ocksa abelsummerbar med summa s, dvs.

o o0

. n_

(DR
n=0 n=0

Bevis. Vi ska anvinda kontinuitetsprincipen och later darfér B beteckna

rummet av alla konvergenta serier Y ° ; a,. Vi definierar en norm pa detta

rum genom att satta

oo oo
anoanH = igg(;an .

och overlater at ldsaren att verifiera att normegenskaperna ér uppfyllda.

Lat nu D vara méngden av alla dndliga serier, dvs. serier vars alla termer
fran och med ett visst index ar lika med noll. Detta &ar givetvis en delméingd
av mangden av alla konvergenta serier. Vi ska visa att delméngden ar tét.
Lat for den skull a = >~ a,, vara en godtycklig konvergent serie. Om € &r
ett positivt tal, sa finns det pa grund av konvergensdefinitionen ett heltal
N sadant att | Yo7, an| < € for alla k > N. Lat nu b vara den serie som fas
genom att trunkera serien a efter termen ay, dvs.

b=ay+a1+---+ay+0+0+....
Didara—b=0+---4+0+an+1 +any2+ ..., och f6ljaktligen

(0.9}
lla — b = sup‘Zan <e.
k>N —
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Detta bevisar att méngden D &ar tét i B.
Definiera nu for 0 < r < 1 avbildningarna 7,: B — R genom att for
a=>y ", ay, sitta

(4.1) T.(a) = ’Z an — Zanr”
n=0 n=0

Pastaendet i Abels sats dr ekvivalent med pastaendet att lim,_,; 7. (a) = 0
for alla konvergenta serier, dvs. f6r alla element i 5.

Uppenbarligen &r lim,_,1 T}-(a) = 0 for alla element a i den tdta méngden
D, ty da dr de i definitionen av 7T,(a) ingaende summorna i (4.1) dndliga.
For att bevisa Abels sats ricker det darfor pa grund av korollarium 4.2.3
till kontinuitetssatsen att visa att avbildningarna 7, ar positiva, subadditiva
och uniformt begriansade.

De tva forstndmnda egenskaperna dr uppenbara, sa det aterstar bara att
visa den uniforma begréinsningen. Sétt f6r den skull s = >>° ; a,,. Pa grund
av definitionen av norm &r |sg| < ||a|| for alla k. Vidare ar a,, = sp, — Sp+1,
sa det foljer att

oo
E anr” E — Spt1)T E spr” E Spa1r"

n=0
[e.e] oo
:anr Z —50+an ).
n=0 n=1
Foljaktligen ar
o0 oo [e.e]
T, (a) = |so — Zanr" = ‘Z S ( )| < Z || (r ™ — 77
n=0 n=1 n=1
o0
<> llall ("t =) = |all Z = [lall.
n=1
Déarmed ar den uniforma begréinsningen visad och beviset klart. O
Ovningar

4.3 For vilka komplexa tal o &r serien > ° o’ abelsummerbar? Bestdm
i forekommande fall summan.

4.4 For vilka komplexa tal a éir serien )~ na™ abelsummerbar och vad
ar i forekommande fall summan?

4.4 Poissonkirnan

Baktanken med att inféra begreppet abelsummation ar att anvinda denna
teknik pa fourierserien som ju har stérre chans att vara abelsummerbar &n
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att enbart vara konvergent, och om fourierserien faktiskt konvergerar sa &r
ju abelsumman och den vanliga summan lika.
Vi dr med andra ord intresserade av att undersoka gréansvirdet av

o0
% + ;(an cosnt + by, sinnt)r’ = ;Z F(n)rmlent,
= n

dar — 17. Eftersom fourierkoefficienterna &r begransade (av || f||1) &r serien
absolutkonvergent for varje r i intervallet [0, 1], sa fragan dr bara om den
har nagot gransvirde da r — 17

For att kunna hantera och studera den oéndliga serien ar det fordelaktigt
att skriva om den som en integral, precis som vi gjorde da vi i avsnitt 3.6
uttryckte partialsumman Sy f(t) som en faltning av funktionen f med Di-
richletpolynomet Dy (t). Ett forsok att generalisera Dirichletpolynomet vore
forstas att lata N ga mot odndligheten; problemet dr att den resulterande
serien ) el™ dr divergent for alla t. Vi forbéttrar situationen genom att
multiplicera den n:te och —n:te termen med 7! och erhéller da serien

P.(t) = Z rlnlgint

nez

som for 0 < r < 1 &r en summa av tva konvergenta geometriska serier. Vi
kan dérfor 1latt berdkna summan P, (t) explicit. Enklast blir rdkningarna om
vi sitter z = re' vilket medfor att re™'* = z. Vi far da

() . 0 . 1 5 1—|Z‘2 1 —¢2
P.(t) = z" = = = .
»(1) kzoz +kzlz 1_z+1—2 1 — 22 1+172—2rcost

Definition. Funktionerna

int 1 — 72
Pot) =Y rlmle =

1472 —2rcost’
nez

dar 0 < r < 1, kallas poissonkdrnan.
Poissonkéarnan har féljande egenskaper:

Sats 4.4.1 (Poissonkérnan). (a) Funktionerna P,(t) dr jimna, positiva och
kontinuerliga.

(b) /rPr(t)dtzl.

(c) Om0<(5<nségdlleratt/ P.(t)dt — 0 dar — 1.
0

(d) Om 0 <é<m sagdller att Jnax P.(t) -0 dar — 1.
STST
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(e) For alla f € LY(T) dr

t) = Z rlnlf(n)ei"t.

nez
(f) For alla f € LY(T) dr funktionerna f * P, odndligt deriverbara.

Bevis. (a) foljer omedelbart av det explicita uttrycket for P.(t).

(b) Genom att byta ordning mellan integration och summation samt utnytt-
jaatt [pe™dt =0 for n # 0 far vi

| Pwde= [ Sortertae= 3o [ omtar— [ a1,

nez nez
Omkastningen ar tillaten pa grund av korollarium 4.1.2 till satsen om domi-
nerad konvergens eftersom ‘r'”'emt‘ = rI"l for allat € R och 3°°_rl"l < co.
(d) Eftersom funktionerna P, &r avtagande i intervallet [d,n] géller att
1—r?

52?%(1[3(75) =P.(0) = T w— —0 dar—1.

(c) ar forstas en omedelbar konsekvens av (d).

(e) For fixt t ligger funktionen s — f(t — s) i L'(T). Det foljer dérfor av
korollariet till satsen om dominerad konvergens att

/ft—s ds—/z mleins £ (¢ — s) ds

neZ
_Z/ [n| me ds_Z/ |n|f mtu
neZz nezZ
\n| mt/ f L Z ,r\n|f(n)eint'
nEZ neZ

(f) Pastaendet foljer genom upprepad anvindning av sats 4.1.6 pa serie-
representationen i (e) av f x P,.

Sitt gn(t) = 17l f(n)e™; da &r k:te derivatan g,gk)(t) = (in)krll f(n)eint
och for dess supnorm M,, = sup ]g,(f)(t)] giller att M, < |n/Fr!"l|f||1. Det

foljer att
S M < 1 S Inffrln < o,

nez nez

sa enligt sats 4.1.6 existerar k:te derivatan till f* P, och den ges av summan

Z(in)krm'f(n)ei”t. O

nez



4.5 Fourierseriens abelsumma 97

10+

f }
- T

Figur 4.3. Poissonkérnan P, (t) for r = 0.4 och r = 0.8.

4.5 Fourierseriens abelsumma

En kontinuerlig periodisk funktions fourierserie behtver inte konvergera i alla
punkter men den &r abelsummerbar i samtliga punkter med funktionsvérdet
som summa. Och godtyckliga L'(T)-funktioner &r abelsummerbara i L'-
mening i en betydelse som preciseras nedan. Detta dr kontentan av foljande
sats, som utgor en av hojdpunkterna i det hér kapitlet.

Sats 4.5.1. Ldt f vara en funktion i L*(T). Dd dr
(1) lm|[f*P.—fl1 =0;
r—1
(ii) lin% f*Pe(t) = f(t) om f dr kontinuerlig i punkten t;
T—
(iii) lin% |f*Pr— flloo=0 om f eC(T).
T—

Pastaende (ii) betyder, eftersom

frPut) =Y rifn)em,

att fourierserien ) _, f(n)e™ till en funktion f &r abelsummerbar med
f(t) som summa i varje punkt ¢ déir funktionen &r kontinuerlig.

Bevis. (i) Eftersom [ P(s)ds =1, &r f(t) = [1 f( s) ds, varav foljer

att
f=Pu(t /ft—s )ds—/rf(t)Prsds
- / (F(t— ) — f())Pr(s) ds = / (Tuf () — F(1)Pr(s) ds.
T T
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Triangelolikheten for integraler ger nu olikheten

(4.2) [f * Pr(t) = £(B)] < /T [ Ts f(t) = F(O)[Pr(s) ds,

som vi integrerar med avseende péa t for att fa normen av f x P, — f. Genom
att kombinera detta med en omkastning av integrationsordningen far vi
uppskattningen

(4.3) 1 %P~ flh < /T /T T f() — F(OIP(s) ds dt
~ [ 2) [ 1700 - )] deas
T T
= [Is = flaP) s
T

Vi ska visa pastaende (i) genom att visa att integralen i hogerledet av
olikheten (4.3) gar mot noll da r — 1, och det gor vi genom att dela upp
integrationsintervallet T i tva delar: en del Is, ddr normen ||T5f — f||1 &r
liten, och komplementet Js, dir integralen av P,(s) dr liten och gar mot noll
dar — 1.

Enligt sats 4.2.4 gar ||Tsf — f]|1 mot noll da s — 0. Darfor finns det givet
e > 0 ett positivt tal § sadant att ||Tsf— f||1 < e for alla s i intervallet [—4, d].
Och for alla s dr [|Tsf — flli < |Tsfll1 + | flli = 2|/ f]l1. Med Is = [—6, 0] och
Js = [-=, =] U [4, ] far vi nu

1 1

— Tsf — fl1P-(s)ds < — GPTsdsge/Prsds:e

o 1,;H [1P(s) o ), (s) . (s)
och

1 1 9 T
% /J(; ||Tsf - f”lPr(S) ds < 27‘{/]6 2”leP7"(5) ds = ||£|1/5 PT(S) ClS7

dér vi utnyttjat egenskaperna (a) och (b) i sats 4.4.1 hos Poissonkérnan.
Addition av de bada olikheterna ger oss nu pa grund av olikheten (4.3) den
nya olikheten

|f* P = flli < e+ 2 /nPr(S)d&
5

T

och det foljer nu av egenskapen (c) hos Poissonkérnan att det finns ett tal
ro < 1 sadant att || f* P, — f||1 < 2€ f6r ro < r < 1. Detta bevisar pastaende
(i), dvs. att f * P, konvergerar mot f i L'-mening da r — 1.

Beviset for pastaendena (ii) och (iii) &4r analogt, men nu utgar vi fran
olikheten (4.2) och kommer att visa att integralen i hogerledet av olikheten
gar mot 0 da r — 1 om funktionen f &r kontinuerlig i punkten ¢, samt att
samma integral gar likformigt mot noll pa T om funktionen &r kontinuerlig
pa hela T. Vi later den hir gangen intervallet I5 = [—0,0] vara den del dér
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differensen |f(t — s) — f(¢)| ar liten. Pa komplementet Js = [—=n, —d] U [4, 7]
ar Poissonkdrnan P, (s) liten och gar mot 0 da r — 1.

Sa antag att funktionen f &r kontinuerlig i punkten ¢. Da finns det, givet
€ > 0, ett positivt tal § sa att

sl <6 = |Tsf(t) = F(B)] <e,

och om funktionen f &r kontinuerlig pa T sa kan vi pa grund av likformig
kontinuitet vilja 0 s& att ovanstaende implikation géller for alla ¢ € T. Detta
ger oss foljande uppskattning av integralen 6ver intervallet Is:

(4.4) 2175/[ TLf(t) — F(O)|Po(s)ds < — [ ePy(s)ds < E/TPT(S) ds — e,

27 Is

som om f € C(T) saledes giller for alla ¢.
For s € Js utnyttjar vi istéllet att

T f(t) — F(OIP:(s) < [Tsf ()| Pr(s) + [ £ ()| Pr(s)
< |Tsf(2)] ISE%PT(S) + [F(O)]P(s)

= |Tsf(t)|Pr(5) + |f(t)|Pr(5)a

och genom att integrera denna olikhet med avseende pa s éver Js samt
utnyttja att

1
al / T (1)) ds < / Tof(8)] ds = / |F(w) du =[]l
2n J g T T

erhaller vi olikheten

@) o [ mso - o i <iimee + T [ r s

2

Genom att addera de tva uppskattningarna (4.4) och (4.5) erhaller vi nu
slutligen f6ljande olikhet ur olikheten (4.2)

£ 20) — 0] < e+ 1120 + L [T po)as

som giiller for alla t € T om f &r kontinuerlig 6verallt. I detta fall ar saledes
B [flloo [*
£ % B = ke < e+ 151 P0) + 122 [Py ds
é

Enligt sats 4.4.1 gar savél P,(d) som [J P,(s) ds mot 0 da r gar mot 1. Det
finns saledes ett tal rg < 1 sadant att

[f o+ Pr(t) = f()] <2€ resp.  ||f % Pr— flloo < 2e

for ro < r < 1, vilket bevisar pastaendena (ii) och (iii). O
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Anmdrkning. Eftersom faltningarna f % P, dr o&ndligt deriverbara, visar
pastaende (i) i sats 4.5.1 att de odndligt deriverbara funktionerna ar téta i
LY(T).

Vi kan skérpa pastaende (ii) i satsen genom att utnyttja att Poissonkiir-
nan ar jamn och skriva faltningen f * P, pa formen

f*Pr(t):i/Onf(t_s);f(t—i_s) Po(s) ds.

Med néstan exakt samma resonemang som i beviset for pastaende (ii) far vi
nu féljande mer generella resultat:

Sats 4.5.2. Antag att f € LY(T) samt att

=)+ ()
s—0 2

= A.

Da dr fourierserien till f abelsummerbar i punkten t med summa A.

Observera att )
A= (F) + £()

om de bada ensidiga grinsvirdena

f(t7)= lim f(s) och f(tT)= lim f(s)

s—t— s—tt
existerar.

En av vara inledande fragor om fourierkoefficienterna var huruvida de
bestammer funktionen entydigt, och den fragan kan vi nu besvara jakande.
Vi har ndmligen foljande entydighetsresultat.

Sats 4.5.3 (Entydighetssatsen). (a) Antag att f € L*(T) och att f(n) =0
for allan € Z. Da dr ||f|1 =0, dvs. f(t) = 0 ndstan dverallt. Speciellt dr
f(t) =0 i alla kontinuitetspunkter t till funktionen.

(b) Antag att f och g dr tvi funktioner i L*(T) med f(n) = §(n) for alla
n € Z. Da dr f(t) = g(t) nédstan dverallt, och speciellt dr f(t) = g(t) i alla
punkter t dar bada funktionerna dar kontinuerliga.

Bevis. (a) Bftersom f(n) = 0 for alla n, &r f+P,(t) = Y onez il f(n)emt = 0
for alla t och 0 < r < 1. Féljaktligen &r || f||; = ||f * P — f]l1 for 0 < r < 1.
Men enligt sats 4.5.1 gar ||f « P, — f|l1 mot 0 da » — 1, och saledes r
£l = 0.

(b) foljer av (a) genom att vi betraktar differensen f — g. O

Vi avslutar det hér avsnittet med ett par foljdsatser till sats 4.5.1. Den
forsta sédger oss vad fourierseriens summa maste vara om vi vet att den
konvergerar.
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Sats 4.5.4. Antag att f € L'(T), att f dr kontinuerlig i punkten t (eller mer
generellt att A = 3 1lim, o (f(t+s)+f(t—s)) existerar), samt att funktionens
fourierserie dr konvergent i punkten t. Da dr fourierseriens summa i punkten

t lika med f(t) (resp. A).

Bevis. Enligt sats 4.5.1 (resp. sats 4.5.2) &r serien abelsummerbar med
abelsumma f(¢) (resp. A), och eftersom serien &r konvergent &r abelsum-
man lika med den vanliga summan. O

Sats 4.5.5. Antag att f € L'(T) och att }", .4 |f(n)| < co. Dd ir

fty =3 fn)e™

nez
ndstan dverallt och speciellt i alla punktert ddr funktionen f dr kontinuerlig.

Bevis. Pa grund av Weierstrass majorantsats (sats 4.1.5) konvergerar

frPu(ty =Y riMf(n)en

neZz

likformigt mot >, 5 f(n)e™ da r — 1. Men enligt sats 4.5.1 konvergerar
f * P, i L'-mening mot f(t). De tva grinsviirdena maste vara lika nistan
overallt, vilket betyder att likheten i satsen géller néstan 6verallt. Eftersom
funktionen i hogerledet av likheten ar kontinuerlig 6verallt, géller likheten
sikert i alla punkter ddr funktionen f &r kontinuerlig. O

Ovning
4.5 Visa att

S fm)e™t = f(t)

neZ

om funktionen f € L'(T) #r tva ganger kontinuerligt deriverbar.

4.6 Riemann—Lebesgues lemma

Hittills har vi bara visat att en godtycklig L!(T)-funktions fourierkoeffici-
enter ar begridnsade, men ldsaren har sidkert noterat att i samtliga exempel
och 6vningar som férekommit har koefficienterna gatt mot noll da |n| gar
mot odndligheten. Detta &r ingen tillfallighet, utan vi har féljande generella
resultat som brukar ga under namnet Riemann—Lebesgues lemma.

Sats 4.6.1 (Riemann—Lebesgues lemma). For alla funktioner f € L'(T) gdl-
ler att
lim f(n)=0.

n—+oo
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Bewvis. Vi ska anvidnda korollarium 4.2.3 till kontinuitetsprincipen genom att
villja B = LY(T) och T, (f) = |f(n)|. For alla f,g € L*(T) och n € Z ir

To(f +9) =1f(n) + §(n)| < |f ()] + |9(n)| = Tu(f) + Tu(g)
och

sa avbildningarna T, &r positiva, subadditiva och uniformt begrinsade. Som
tdt mangd D valjer vi mangden

D={f*P. | feLYT),0<r<1};

att méngden &r tit i LY(T) foljer av sats 4.5.1 (i). For att bevisa Riemann—
Lebesgues lemma récker det dérfor att visa att Tp,(g) = |g(n)] — 0 da
n — +oo for alla funktioner g € D. Men for g = f * P, € D ér

Tu(g) = 9(n)] = " f()] < 77| £,

och 7"l — 0 eftersom 0 < r < 1. Diirmed &r saken klar. O

Ovningar
4.6 Visa for f € L(T) att
a) limy, oo [ f(t)sinntdt =0
b) limy o0 [ f(t) cosntdt =0
¢) limy o0 [ f(t)sin(n + §)tdt = 0.

4.7 Parsevals formel

Vi noterade i avsnitt 3.9 att {e™ | n € Z} &r ett ON-system i inrepro-
duktrummet L2(T) och att f(n) = (f,e™) for f € L2(T). Vi presenterade
ocksa tva varianter av en viktig formel, Parsevals formel, som innebér att
ON-systemet &ar fullsténdigt, ett resultat som vi nu upprepar och dessutom
ska bevisa.

Sats 4.7.1 (Parsevals sats). Antag f,g € L*(T). Dd gdller:

(i) /T R =3 1f ).

nez
(i) | f(Dg(t)dt =" f(n)g(n).
- x
(iii) Serien Z f(n)e™ konvergerar i L?-mening mot f.
neZ
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Enligt sats 2.5.6 ar de tre pastaendena i satsen ekvivalenta sa det récker
att bevisa ett av dem, t. ex. pastaende (i). Beviset kréver ett par hjélpsatser
och vi startar med Bessels olikhet.

Lemma 4.7.2 (Bessels olikhet for L?(T)). Antag att f € L*(T). Dd dr

oI < IIfI3:

nez

Bevis. Satsen dr det specialfall av sats 2.5.5 som fas f6r inreproduktrummet
L?(T) och ON-systemet {e™ | n € Z}. O

For att forenkla beteckningarna infoér vi foljande notation.

Definition. Om f &r en funktion med R som definitionsméngd, sa ar f
funktionen som definieras av att

for alla t € R.
Om f ligger i L?(T), sa ligger forstas ocksa f i L2(T) och || fll2 = || f|2-

Lemma 4.7.3. Fualtningen f * g av tvd L*(T)-funktioner f och g dr en kon-
tinuerlig funktion.

Beuvis. Det foljer av Cauchy—Schwarz olikhet att

|f*g(t) — *gt0|—‘/f g(s —1t) g(S*to))ds‘

1/2
([ 1sras) ™ ([ ats =0 - ats — P as)”
T
= 1F2/1Tg — Tile

och enligt sats 4.2.4 gar hogerledet i olikheten ovan mot 0 da t — tg. Detta
visar att faltningen &r kontinuerlig i den godtyckliga punkten . O

Bevis for Parsevals sats. Antag att f € L?(T) och siitt

B(t) = f + f(t) /f F—td

Enligt lemma 4.7.3 dr h en kontinuerlig L'(T)-funktion, och eftersom

F(F)n /f -Wﬁ=AﬂmeM=ﬂm

ar

h(n) = f(n)f(n) = |f(n)]?

for alla n € Z.
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Enligt Bessels olikhet &r serien ) _, | f(n)|? konvergent, s& det foljer

darfor av sats 4.5.5 att
=Y |f(n)Pe
nez

for alla t, och speciellt &r alltsa

=Y i)
neZ

/f TGds = [ IR

och dérmed #r likheten (i) i Parsevals sats bevisad. O

Parsevals sats har en trevlig tolkning i termer av isometrier, dvs. norm-
bevarande linjira avbildningar. Mingden ¢%(Z) av alla komplexa foljder
a = (ap)nez som uppfyller villkoret

1/2
lalls = (3 lanf?) " < o0
nez
ar ett inreproduktrum med || -||2 som norm och
S
neZz

som inre produkt (jmf. exempel 2.5.1), och sats 4.7.1 innebér att fourier-
transformen

F(f) = (f(n))nez
av en funktion f € L?(T) &r ett element i 2(Z) och att || F(f)|l2 = ||f]l2-
Restriktionen av fouriertransformen till rummet L?(T) #r med andra ord en
isometri fran L?(T) till £2(Z). Man kan vidare visa att avbildningen r sur-
jektiv, sa som normerade rum (och inreproduktrum) kan funktionsrummet
L?(T) och rummet ¢2(Z) av foljder uppfattas som ”samma” rum.

4.8 Punktvis konvergens

Vi har tidigare konstaterat att partialsumman

SN f Z f mt

till en funktions fourierserie kan skrivas som en faltning

Snf(t) = f*Dn(t)
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av funktionen f med Dirichletpolynomet

N

DN(t) = Z ei"t =

n=—N

sin(N + )t

1
sin Qt

Dirichletpolynomen har egenskaper som paminner om Poissonkérnan.
Exempelvis ar

(4.6) /T Dy(t)dt =

och

(]
lim Dn(t)dt=0 om0<d<m.
N—oo /s

Likheten (4.6) foljer genom att integrera summan ZZ_VN e termvis eftersom
Jr e'™ dt #r lika med 0 for n # 0 och lika med 1 fér n = 0, och grinsvirdet ér
en konsekvens av Riemann-Lebesgues lemma eftersom funktionen 1/sin %t
tillher L1([6, n)).

For att visa att partialsummorna konvergerar mot f(¢) i en punkt ¢ &r
det frestande att forsoka kopiera beviset for sats 4.5.1, men det fungerar inte
av det skilet att Dirichletpolynomen till skillnad fran Poissonkédrnan inte &r
positiva. For att fourierserien skall konvergera punktvis kriavs det ytterligare
villkor pa funktionen f, och vi skall nu hérleda ett tillrackligt sadant.

Antag som alltid att f € L'(T), och 1at till att borja med A vara ett
godtyckligt tal. Genom att utnyttja ekvation (4.6) erhaller vi identiteten

SNf(t>_A:f*DN(t)_A:/(f(t—s)—A)DN(s)ds
T
= o _n(f(t—s)— )Dn(s) 8+27t/0(f(t_8)_ ) Dy (s) ds.

Vi gor nu variabelbytet uw = —s i integralen 6ver [—m, 0] samt utnyttjar att
Dirichletpolynomet Dy &r en jdmn funktion. Detta resulterar i att

Snf(t) — A :l/n(f( 4 u) — A) Dy (u )du+21n/n(f(t—s)—A)DN(s)ds

/ t+5)+ f(t—s) — 24) Dy(s) ds
ft+s +f(t—s)—2A

27‘C sin 5 lg

sin(N + 3)s ds.

Om nu funktionen

flt+s)+ f(t—s)—24

D |
S1n 58

g(s) =
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tillhor L'(]0,x]), sa foljer det av Riemann-Lebesgues lemma att

1 (L
A}i_r}n@ Snf(t)— A= A}E)noo 271/0 g(s)sin(N + %)S ds =0,
dvs. partialsummorna Sy f(t) konvergerar mot A.

Vi kan ersiitta villkoret g € L!([0, n]) med ett nigot enklare villkor genom
att anvénda den elementéra olikheten

gaj <sinz < z,

T
som giller for 0 < x < n/2 och f6ljer av att sinuskurvan for 0 < z < /2
ligger mellan kordan fran origo till maximipunkten (n/2,1) och tangenten
i origo. For 0 < s < n &r saledes 2 < s/sin %s < 7, sa om vi definierar
funktionen h genom att sétta

ft+s)+ f(t—s)—2A sin 15
s B s

h(s) =

blir foljaktligen
2[g(s)| < [h(s)] < m[g(s)]

for 0 < s < m. Funktionen g tillhér saledes L'([0,n]) om och endast om
funktionen h gor det.

Vi undersoker dérfor nér h tillhor L([0,n]) och later for den skull § vara
ett godtyckligt tal i det 6ppna intervallet |0, n[. For s > § ar

[A(s)| < 671 (Lf(t+ ) + [£(t = )| + 2] A])

och foljaktligen

/n\h(s)lds<5‘1/n(|f(t+s)l+\f(t—8)|+2|A)ds
) 0
— 215 (|l + |A]) < oo.

Funktionen h liger saledes i L'([0,7n]) om och endast om
0 6
t t—s)—2A
/ \h(s)]ds:/‘f( +S)+f8( s) ds < 00
0 0

for nagot 6 > 0. Diarmed har vi bevisat foljande sats.

Sats 4.8.1 (Dinis konvergenskriterium). Fourierserien till L'(T)-funktionen
f dr konvergent i punkten t med grinsvirde A om

/6‘f(t+s)+f(t—s)—2A
0 S

ds < 00

for nagot positivt tal J.
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Dinis konvergensvillkor dr uppfyllt om gréansvéardet

(47) lim ft+s)+ f(t—s)—24

s—0t S

existerar, ty detta medfor att funktionen h(s) dr begrinsad néra s = 0. Och
ett svagare tillrackligt villkor &r att det finns positiva konstanter C' och «
sadana att olikheten

(4.8) lf(t+s)+ f(t—s) —2A] < Cs®

géller for alla tillrdckligt sma tal s.

Sammanfattningsvis har vi alltsa visat att Sy f(t) - A da N — oo om
villkoret (4.7) eller villkoret (4.8) &r uppfyllt, och for att med utgangspunkt
fran detta skaffa oss tva konvergenskriterier som &r enkla att verifiera infor
vi foljande beteckningar och definitioner.

Definition. I en punkt ¢y dir hogergransvérdet
ft5) = lim f(to + s)
s—0t

existerar kallas grénsvérdet

fﬁr(to) — lim f(t0+5)_f(t3_)

s—0t S

for den generaliserade hogerderivatan, forutsatt att det existerar. Och i en
punkt dér vinstergrénsvirdet

f(ty) = lim f(to+s)
s—0~
existerar kallas grénsvérdet

P ) =t 009 = £

s—0~ S

for den generaliserade vinsterderivatan, forutsatt att det existerar.

I punkter ¢y dir funktionen #r kontinuerlig #r forstas f(td) = f(ty) =
f(to), och om den "vanliga” vénsterderivatan existerar sa dr den lika med
I’ (to), och motsvarande giller fér den ”vanliga” hogerderivatan. Speciellt
existerar savél f’, (to) som f’ (t9) i alla punkter ¢o dér funktionen f &r deri-
verbar.

Definition. Funktionen f kallas Hélderkontinuerlig i punkten ¢y om det finns
positiva konstanter C', o och § sadana att olikheten

|f(t) = f(to)] < Clt —to|
giller for |t — to] < 9.



108 4 Fourierseriens konvergens

Utrustade med dessa definitioner kan vi nu formulera féljande konver-
genskriterier.

Sats 4.8.2. Antag att f € LY(T), och ldt t vara en punkt dir de bdda ensidi-
ga grinsvirdena f(t~) och f(t1) och de tvd generaliserade ensidiga deriva-
torna f’ (t) och f (t) existerar. Da konvergerar fourierserien till f i punkten

(
t mot 3(f(t) + f(t7)) .
Bevis. Sitt A= L(f(t") + f(t7)). Vara antaganden medfor att

fE+s)+ f(t—s)—24 ft+s)—f@t")

sli}I(I]1+ S - Sl—i)r(r)l+ S
_im LI ey

s—0t —S

existerar, dvs. det for konvergens tillréickliga villkoret (4.7) &r uppfyllt. [

Sats 4.8.3. Antag att f € L'(T) och att t dr en punkt ddr funktionen f dr
Hélderkontinuerlig. Da dr funktionens fourierserie konvergent i punkten t
med summa f(t).

Bewvis. Pa grund av antagandet finns det positiva konstanter C' och « sddana
att

[f(t£s) = f(t)] < Cs®

for alla tillréickligt sma s, och da &r det tillrickliga konvergensvillkoret (4.8)
uppfyllt med A = f(t). O

Huruvida en fourierserie konvergerar i en punkt beror enbart pa funk-
tionens uppforande i en godtyckligt liten omgivning av punkten. Detta &r
inneborden av foljande sats.

Sats 4.8.4 (Riemanns lokaliseringsprincip). (a) Ldat f € L'(T) och antag att
f(t) =0 for |t —to| < 0, dir § dr ett godtyckligt litet positivt tal. Da kon-
vergerar fourierserien till f mot 0 i punkten tg.

(b) Ldt f,g € L*(T) och antag att f(t) = g(t) fér alla t i ndgon éppen om-
givning av tg. Da dr antingen fourierserierna till f och g bada konvergenta
i punkten tg med samma summa, eller ocksa dr bada serierna divergenta.

Beuvis. (a) dr en omedelbar konsekvens av sats 4.8.2, och (b) f6ljer genom att
tillimpa (a) pa differensen f—g, eftersom S, f(t) = Sp(f—g)(t)+Sng(t). O

Lokaliseringsprincipen &r onekligen 6verraskande, ty genom att dndra en
funktion utanfor en godtyckligt liten omgivning av en punkt kan vi férdndra
samtliga koefficienter i fourierserien, men detta paverkar alltsa inte fourier-
seriens summa i punkten.
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Vi avslutar det hér avsnittet med nagra konvergensresultat, vars bevis
dr alltfor komplicerade for att ges hér.

Den svenske matematikern Lennart Carleson visade 1966 foljande sats.

Sats (Carlesons sats). Mdingden av punkter dir fourierserien till en L*(T)-
funktion inte konvergerar dr en nollmdngd.

Eftersom alla kontinuerliga funktioner pa T ligger i L?(T) foljer speciellt:

Korollarium. Mdingden av punkter ddr fourierserien till en kontinuerlig funk-
tion pa T inte konvergerar dr en nollmdangd.

Korollariets resultat &r det bésta vi kan hoppas pa pa grund av nésta
sats.

Sats (Kahane—Katznelson). Fir varje nollmdngd E pa T finns det en konti-
nuerlig funktion vars fourierserie divergerar for alla punkter i E.

Och for allminna L'-funktioner har vi foljande negativa resultat.

Sats (Kolmogorov). Det finns en L'(T)-funktion vars fourierserie divergerar
punktvis overallt.

Varje L'-funktions fourierserie #ir enligt sats 4.5.1 abelsummerbar i L'-
mening med funktionen som summa. Detta betyder emellertid inte att fou-
rierseriens partialsummor behéver konvergera mot funktionen i L'-mening,
ty vi har foljande sats.

Sats. Det finns en L'(T)-funktion vars fourierserie inte konvergerar mot
funktionen i L'-mening.

For bevisen av samtliga satser ovan, férutom Carlesons sats, hénvisas
till Yitzhak Katznelson, An Introduction to Harmonic Analysis, 3rd ed.,
Cambridge University Press, 2004.

Ovningar

4.7 Visa foljande normresultat for Dirichletkdrnan:
4
a) [|[Dn|lec =2N +1 b) HDNH1:§10gN+O(1).

Det foljer att || Dy|j1 — oo da N — oo, och det &r detta faktum som
gor att det exempelvis finns kontinuerliga funktioner med fourierserier
som divergerar i vissa punkter.
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4.9 Weierstrass approximationssats

Vi kan berdkna ett polynoms véirden exakt med hjilp av enbart elementéra
aritmetiska rdkneoperationer. Ur berdkningssynpunkt &r det darfor bety-
delsefullt att alla kontinuerliga funktioner kan approximeras likformigt med
polynom pa slutna begrinsade interval [a,b] med godtycklig noggrannhet.
Mingden av polynom &r med andra ord tit i rummet C([a, b]) av alla konti-
nuerliga funktioner pa intervallet [a, b] med avseende pa den naturliga supre-
mumnormen || - ||so-

Sats 4.9.1 (Weierstrass approximationssats). Lat I = [a,b] vara ett slutet,
begrinsat intervall. For varje f € C(I) och € > 0 finns det ett polynom p(t)
sa att |f(t) —p(t)| <€ fora <t <b.

Bevis. Det racker att visa satsen for intervallet [0, n], ty det allménna fallet
kan aterforas pa detta fall med hjilp av variabelbytet s = n(t — a)/(b — a).

Lat déarfor f vara en godtycklig kontinuerlig funktion pa intervallet [0, x].
Vi borjar med att visa att vi kan approximera f uniformt pa intervallet med
godtycklig noggrannhet med hjéilp av trigonometriska polynom, dvs. att det
givet € > 0 finns ett trigonometriskt polynom P(t) sadant att

If(t)—P(t)| <e for0<t<m.

Utvidga for den skull forst f till en jimn funktion f pa [—, n]; den jimna
utvidgningen r forstas kontinuerlig med f (—m) = f (n), sa den 2n-periodiska
utvidgningen &r ocksa kontinuerlig, dvs. den tillhér C(T). Eftersom funktio-
nen f #r jimn, innehaller fourierserien bara cosinustermer. Abelserien

N o0
f*P(t) = Z F(n)rment = % + Z anr’ cosnt

neZ n=1

innehéaller darfor ocksa bara cosinustermer och for koefficienterna géller upp-
skattningen

|an| = [f(n) + f(=n)| < 2[/f].
Enligt sats 4.5.1 finns det ett tal r < 1 sadant att

If(t) — f+Po(t)] < e/4 for0<t<m.

For alla ¢t a4r vidare

o0 o0 _ (o) N TN+1
‘ S anr”cosmﬁ‘g > laabm <2 fl Y =2l < e/
n=N+1 n=N-+1 n=N+1

bara N ér tillrackligt stort, eftersom ™ — 0 da n — oo. For det trigono-
metriska polynomet

N
a
P(t) = ?0 + Z a,r™ cosnt

n=1
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galler darfor uppskattningen

(4.9) [f(t) = Pt)| = |f(t) = f« Po(t) + > anr"cosnt]
n=N+1

<) = P+ ) anr™cosnt
n=N+1

<e/d+e/d<e/2

likformigt for 0 <t < m.

Det aterstar nu endast att visa att det trigonometriska polynomet P(t)
kan approximeras uniformt pa intervallet [0, 7] med ett vanligt polynom. Vi
approximerar darfor funktionen P(t) med dess Maclaurinpolynom

m—1

(n)
p(t) =) & n!(o) ¢

n=0

av grad m — 1. Maclaurinutvecklingens approximationsfel P(t) — p(¢) kan

uttryckas pa formen
P™)(gt)
P(t) —p(t) = —l

dér 6 dr ett tal mellan 0 och 1. For jdmna tal m > 2 ar

tm

N
P (1) = (=1)™/? Z n™a,r" cosnt,

n=1

och for udda m fas ett motsvarande uttryck med sinnt istéllet for cosnt.
Foljaktligen &r

N N N
(P@)] <D 0™ an™ <> N an| = N™ > Jag)|
n=1 n=1 n=1

for alla ¢, och detta ger oss uppskattningen

N
[P (01)] , _ (NT)™
sup |P(t) — p(t)| = sup ———— 24" < an.
Oétgn‘ (t) = 2(t) ogtgn m/! - ml nZ::1| |

Eftersom (N7)™/m! — 0 da m — oo, foljer det av olikheten nérmast
ovan att

(4.10) |P(t) — p(t)| < €/2

for alla t € [0, n], forutsatt att Maclaurinpolynomets gradtal m valts tillréick-
ligt stort, och genom att addera de tva uppskattningarna (4.9) och (4.10)
erhaller vi den sokta olikheten |f(t) — p(t)| < e for alla t € [0, 7. O
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Historiska notiser

Manga matematiker var under sjuttonhundratalet fascinerade av problemet att
summera divergenta serier. Exempelvis diskuterar GUIDO GRANDI (1671-1742) se-
rien 1 —1+1—1+1-—1+4... iett arbete ar 1703, och han tilldelar den med
olika argument summan 1/2. Grandis serie kommenterades av flera samtida mate-
matiker, bl. a. Gottfried Wilhelm Leibniz och Leonhart Euler, och en metod som
anviindes for att motivera just viirdet 1/2 dr den summationsmetod som numera
kallas Abelsummation pa grund av NIELS HENRIK ABELS (1802-1829) sats 4.3.1.

Det finns flera andra séitt att summera divergenta serier, exempelvis Cesarosum-
mation, en metod som fatt sitt namn efter ERNESTO CESARO (1859-1906). Den-
na summationsmetod definierar en given series summa som gransvirdet av me-
delvérdena till seriens partialsummor da antalet partialsummor gar mot oéndlighe-
ten. Den ungerske matematikern LIPOT FEJER (1880-1959) visade att en periodisk
funktions fourierserie dr Cesarosummerbar med funktionsvirdet som summa i var-
je kontinuitetspunkt till funktionen, dvs. den direkta motsvarigheten till sats 4.5.1
for abelsummation. Beviset &r parallellt med beviset for sats 4.5.1 och utnyttjar
endast att den mot Poissonkéirnan svarande Fejérkéirnan ocksa dr en positiv sum-
mationskérna, dvs. har egenskaper motsvarande dem i sats 4.4.1.

Poissonkédrnan introducerades av SIMEON POISSON (1781-1840) som ett verk-
tyg for att 16sa Dirichlets problem i enhetsskivan, dvs. Laplace ekvation med kon-
tinuerliga randvéarden. Poissons arbeten om fourierserier beredde ocksa vég for Di-
richlets och Riemanns arbeten inom samma omrade.

Fourier hade inga bevis fér att hans serier var punktvis konvergenta, sa det
dr naturligt att konvergensproblemet vickte de samtida matematikernas intresse.
Det forsta beviset i den riktingen gavs av Dirichlet som visade att fourierserien till
en styckvis monoton, styckvis kontinuerlig, begrinsad funktion &r konvergent med
funktionsvirdet som summa (utom i diskontinuitetspunkterna dir summan istéllet
#r lika med medelvirdet av hoger- och viinstergrinsvirdena). I sitt bevis anviinde
sig Dirichlet av Dirichletkdrnan. Hans kriterium generaliserades sedan av exem-
pelvis CAMILLE JORDAN(1838-1922) som visade att fourierserien &r konvergent i
varje Oppet intervall dar funktionen &r kontinuerlig och av begrédnsad variation,
och ULisSE DinI (1845-1918) som visade sats 4.8.1. Ett &nnu svagare, men mer
svarverifierbart, konvergensvillkor har givits av Henri Lebesgue.

Att kontinuitet inte &r tillrickligt for att en funktions fourierserie ska konver-
gera punktvis Gverallt #r en konsekvens av att Dirichletkdrnornas L'-normer inte
ar uniformt begrinsade. Méngden dér en kontinuerlig funktions fourierserie inte
konvergerar maste emellertid vara en nollméngd enligt korollariet till LENNART
CARLESONS (1928- ) djupa sats fran 1966.



Kapitel 5

Tillampningar pa
fourierserien

5.1 Toner

I inledningskapitlet introducerade vi fourierserien genom att diskutera toner;
en ton med tonh6jden v Hz modellerades som en periodisk funktion f med
en fourierserieutveckling av typen

o0
f() = Z Ay, sin(2rvnt + ¢p,)
n=1
pa amplitud-fasvinkelform, och de ingaende sinusoiderna A,, sin(2nvnt + ¢,)
kallades deltoner.
Som exempel ska vi nu analysera en ton f(¢) med frekvens v, amplitud
A och sagtandsform enligt figur 5.1.

Figur 5.1. Sagtandsformad vagfunktion f

Funktionen f &r udda och periodisk med period P = 1/v och antar
maximivéirdet A for ¢t = 0P/2, diar 0 < 6 < 1. Pa intevallet [0, P/2] &r dérfor

2Av . opr

—t foro<t< —
fey=2"° 2
24y /P ) P
(——t) for - <t< .

1—-0\2 2 2

113
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P& trigonometrisk form har funktionen f fourierserieutvecklingen

ft) = Z by, sin 2nvnt,

n=1

dér
4 P/2
b = = (t) sin 2nwnt dt.
P Jo

Variabelbytet x = 2nvt resulterar i formeln

2 1Y
bn:/ f(x/2nv) sinnx dx
T Jo

2A o 0 0 T T, .
:07t</0 nsmnxdm—i-(le)/e (1—E)Slnnxdx),

T
och efter partiell integration fas

2A sin nfrn

b = (1 —0)n>  n?

Absolutbeloppet av kvoten b, /b; mellan amplituden b,, hos évertonen
med frekvens nv och amplituden b; hos grundtonen ger ett matt pa den
relativa tonstyrkan hos 6vertonen. I foreliggande fall &r

b, sinnfrn 1
by  sinfn  n2’

Om 6 = 1/N, didr N &r ett heltal, sa dr by = 0 for alla k, vilket innebér
att det inte finns nagra 6vertoner med frekvenser som dr heltalsmultipler av
Nv.

Lat oss nu speciellt analysera fallet § = 1/2. Da &r alltsa b, = 0 for alla
jamna tal n medan |b,/b1| = 1/n? for udda n. Om grundfrekvensen v hos
sagtandstonen ar lika med frekvensen hos tonen lilla ¢ som &r 130.8 Hz, far
de nio forsta deltonerna frekvenser och relativ styrka b, /b; enligt tabell 5.1,
dér vi for varje delton ocksé angivet motsvarande ton i tolvtonsskalan.!
Sagtandstonens spektrum visas i figur 5.2. Observera att amplitudskalan &r
logaritmisk.

ntervallet mellan en ton och tonen med dubblad frekvens kallas en oktav. I vister-
lindsk musik delas oktaven i 12 (logaritmiskt) lika stora halvtonsteg, vilket betyder att
varje halvtonsteg multiplicerar frekvensen med 21712 = 1.0595. Det gar exempelvis 5
halvtonsteg mellan tonerna C och F och 7 halvtonsteg mellan tonerna C och G inom
en och samma oktav, vilket innebér att tonerna F och G har frekvenser som &r 2°/12 =
1.3348 resp. 27/12 = 1.4983 ganger frekvensen hos C. Tonstegsintervall av samma storlek
som intervallen C—F resp. C—G kallas kvart resp. kvint. Notera att de rationella talen
4/3 resp. 3/2 ar mycket bra approximationer till 2°/12 resp. 27/12 vilket forklarar varfor
kvarter och kvinter klingar harmoniskt. Vid s. k. ren stdmning stimmer man for 6vrigt
musikinstrumenten sa att kvarts- och kvintintervallen blir exakt 4/3 och 3/2.
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Tabell 5.1. Deltoner till sagtandstonen for § = 1/2.

Delton nr n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Frekvens, Hz | 131 262 392 523 654 785 916 1047 1177

Tonlége c ¢ gl 2 e g2 af?2 &3 d3

Relativstyrka| 1 0 ¢ 0 £ 0 & 0 &

\

Do

S o
I I

Amplitud (dB)
& L
S
| |

|
o0
S
I

HH‘ |||||||||||||||IIIIIII||||||
T T T

0 2000 4000 6000 8000 10000
Frekvens (Hz)

Figur 5.2. Sagtandstonens spektrum da 6 = 1/2.

5.2 Sviangande stringen

I det forra avsnittet analyserade vi toner som fysikaliskt sett &r periodiska
mekaniska vagor som i form av fortdtningar och fértunningar i luften nar
orat. Man kan som bekant astadkomma sadana vagor pa olika sétt, genom
att knédppa, gnida eller sla pa en string som i stréanginstrument eller genom
att sétta en luftpelare i rorelse som i blasinstrument. Den alstrade tonens
tonhojd, tonstyrka och klangfiarg beror av geometriska och fysikaliska egen-
skaper hos instrumentet. Vi ska analysera detta for det enkla fallet att vart
instrument bestar av en enda string.

Betrakta for den skull en string av lingd L som &r fastspénd i sina
andpunkter som vi forlagger till punkterna 0 och L pa z-axeln. Om vi sétter
stringen i rorelse i zy-planet, t. ex. genom att lyfta den och sedan sldppa den
(som pa en gitarr) eller genom att sla pa den (som hammaren i ett piano),

Omfanget av det horbara frekvensomradet motsvarar ca 10 oktaver, sa det behovs ca
120 namn for att notera de av tolvtonskalan genererade tonerna. Det gér man genom
att forst ge de olika oktaverna namn sidsom stora oktaven, lilla (eller ostrukna) oktaven,
ettstrukna, tvastrukna oktaven, osv. Sedan far tonerna inom en oktav oktavens namn
som tilligg. Exempelvis kallas tonen C i stora oktaven ”stora C” och betecknas C, tonen
C' i lilla oktaven kallas ”lilla C” och betecknas c, tonen C' i ettstrukna oktaven kallas
”ettstrukna ¢” och betecknas c', osv. P4 ett piano svarar C-tangenten mitt pa pianot mot
ettstrukna c. Tonernas frekvenser fixeras av att a', ettstrukna a, har frekvensen 440 hertz.
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Iu(x,t /\

T L

Figur 5.3. Svingande string

sa kommer den att svidnga periodiskt till dess att rorelsen sa smaningom
dampas av friktionen mot luften och av gravitationen.

Om vi bortser fran ddmpningen och later u(x, t) beteckna avvikelsen fran
viloldget i punkten x vid tidpunkten ¢, sa foljer det fran Newtons rorelselagar
att rorelsen for 0 < x < L och t > 0 beskrivs av den partiella differential-
ekvationen

d%u 9%u
d =T,
(pd) P o 572

Har ar p strdngens densitet (massa per lingdenhet) och T stringens tension
som &r ett matt pa stringens motstandskraft mot fordndring och som tkar
med Okande spénning hos strangen.

Eftersom stringen &r fastspind i sina dndpunkter har vi ocksa tva rand-
villkor i form av

(rv) u(0,t) =u(L,t) =0 for¢>0.
Stringens rorelse bestdms slutligen ocksa av begynnelsevillkoren

u(z,0) =up(z), 0<z<L;
(bv) ou
—(,0) =vo(z), O0<zx<L,
ot
dér ug(x) beskriver strangens ldge och vg(x) dr den hastighet vid punkten
x som stréngen har i y-riktningen i startogonblicket ¢ = 0.
Vi ska nu konstruera en 16sning till differentialekvationen som satisfierar
givna rand- och begynnelsevillkor och konstaterar da forst att funktionerna

Up(x,t) = by(t) sin nTms

satisfierar de homogena randvillkoren (rv) for alla positiva heltal n och god-
tyckligt val av funktionerna b, (¢). En godtycklig summa av sadana funktio-
ner satisfierar ocksa randvillkoren, sa darfor ska vi undersoka om vi inte kan
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hitta en losning till vart problem i form av en lamplig odndlig summa av
funktioner uy,(z,t). For att forenkla beteckningarna sétter vi

Q=mn/L

och ansétter foljaktligen
u(x,t) = Z by (t) sin nQ.
n=1

Lat oss nu anta att summan ar konvergent for 0 < x < L och t > 0, att
funktionerna b,, &r minst tva ganger deriverbara samt att vi kan bestdmma
de partiella derivatorna till funktionen w genom att derivera innanfor sum-
matecknet — att sa verkligen #r fallet kommer vi att verifiera i efterhand.
Da blir

0? s
6—1; = Z bl (t) sinnQx
¢ n=1
och
2 (e}
% = Z —n?Q%b, (t) sin nQ.

3
Il
—

Genom att jamfora koefficienterna for sinnQx ser vi att var funktion u
satisfierar differentialekvationen (pd) om

pbl(t) = —n2Q°Th,(t)

for alla n. Detta dr en ordinér differentialekvation av andra ordningen med
konstanta koefficienter vars karakteristiska ekvation har rétterna +ncfi, dar
vi satt

c=+/T/p.

Differentialekvationens allménna 16sning har saledes formen
b (t) = Ay, cosncQt + By, sin ncft.

Forutsatt att vara forutsittningar angaende deriveringen &r uppfyllda
satisfierar dérfor funktionen
oo
(5.1) u(z,t) = Z(A” cos ncft + By, sin neQt) sin nx
n=1
savil differentialekvation som randvirdesvillkor, men det aterstar forstas att
uppfylla begynnelsevillkoren som kraver att

u(x,0) = Z Ay sinnQx = up(x)

n=1

(5.2) .

a(m, 0) = Z ncQ) By, sin nQx = vo(x).

n=1
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For att bestamma koefficienterna A,, och By, sa att detta géller utvidgar
vi funktionerna ug(z) och vg(z) till udda funktioner pa intervallet [—L, L]
och sedan till periodiska funktioner med period 2L. De utvidgade funktio-
nernas fourierserier kommer da pa trigonometrisk form att vara rena sinus-
serier, och koefficienterna i dessa serier bestimmer koefficienterna A, och
B,,, ndrmare bestdmt som

L
A, = / uo(x) sinnQx dr
(5.3) 0

L
ncQ)B,, = L/ vo(x) sinnQx dz.
0

Om det finns en 16sning u(x,t) som uppfyller vara forutséittningar om de-
riverbarhet, sa har den saledes formen (5.1) med koefficienter som ges av
ekvationerna (5.3).

Var hérledning bygger pa antagandet att det finns en deriverbar 16sning
med en fourierserieutveckling som kan deriveras under summatecknet. I ef-
terhand kan vi verifiera detta genom att visa att den erhallna l6sningen
verkligen har dessa egenskaper forutsatt att funktionerna ug och vg i begyn-
nelsevillkoret &r tillrdckligt reguljéra.

Sats 5.2.1. Antag att den periodiska, udda utvidgningen av ug dr fyra ganger
kontinuerligt deriverbar och att motsvarande utvidgning av vy dr tre ganger
kontinuerligt deriverbar. Da dr den av serien (5.1) definierade funktionen
u(z,t) med konstanter A, och By bestimda av formlerna (5.3) tva ganger
kontinuerligt deriverbar och en losning till differentialekvationen (pd) som
uppfyller randvillkoret (rv) och begynnelsevillkoret (bv).

Bevis. Det foljer av sats 3.5.3 att koefficienterna A,, och B,, uppfyller olik-
heterna |A,| < Kn~* och |B,| < Kn~* for nagon konstant K. Serien (5.1)
liksom de serier som fas genom att derivera partiellt under summatecknet
en och tva ganger ar darfor absolut och likformigt konvergenta. Det foljer nu
av sats 4.1.6 att funktionen u har partiella kontinuerliga partiella derivator
av ordning tva samt att derivatorna erhalls genom derivering under sum-
matecknet. Vidare konvergerar enligt sats 3.7.1 fourierserierna i (5.2) med
up(x) resp. vo(x) som summa. Funktionen wu(z,t) satisfierar dérfor savél
differentialekvation som begynnelsevillkor. O

Anmdrkning. Man kan ocksa visa att losningen i satsen ovan &r entydigt
bestdmd.

Det foljer omedelbart av losningsformeln att u(z, t+2n/cQ) = u(z,t) for
alla x och t. Den vibrerande stringen aterfar med andra ord sin ursprungliga
form y = ug(z) periodiskt med perioden

P =2n/cQ) =2L\/p/T,
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vilket dr anledningen till att den alstrar ljudvagor med frekvensen

1 1 /T

P 2L\

Frekvensen hos den alstrade tonen tkar saledes med minskande stranglangd,
okande spanning och minskande densitet (tjocklek), nagot som man enkelt
kan verifiera genom att knéppa pa en gitarrstring.

Ovningar

5.1 Bestdm en 16sning till vagekvationen

Ofu _ O O<w<m, t>0
o . .
otz 0x%’ v ’ ’
u(0,t) = u(n, t) =0, >0
u(z,0) = z(n — z), O<z<m
0
6—::(33,0) = sin 2z, 0<z<m.
5.2 Vibrationerna hos en pianostréing beskrivs idealiserat av foljande dif-
ferentialekvation:
0*u  0%u
w:@, O<z<m t>0;
u(0,t) = u(n,t) =0, t>0;
u(z,0) =0, O<z<m
@(%0): 1/h, fora <z <a+h,
ot 0 annars.

Hér beskriver a hammarens anslagspunkt pa stridngen, och A som &r
ett litet tal, & hammarens bredd. Bestdm grénsvardet till 16sningen
u(z,t) da h — 0.

5.3 Virmeledning i en stav

I inledningskapitlet hirledde vi utifran fysikaliska principer en partiell diffe-
rentialekvation for diffusion. Virmeledning fungerar pa ett helt analogt sétt.
Om u(z,y, z,t) betecknar temperaturen i punkten (x,y, z) inuti en homogen
kropp K vid tidpunkten ¢, sa satisfierar saledes v differentialekvationen

ou
LA
5 Kk Au,
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forutsatt att det inte finns nagra varmekéllor eller virmesénkor inuti krop-
pen. Har &r k en materialkonstant som beror pa kroppens viarmeledningsfor-
maga.

Vi ska nu 16sa vidrmeledningsekvationen i det fall da var kropp K é&r
en homogen stav av lingd L som halls isolerad fran omgivningen utom i
dndarna, dir temperaturen halls konstant. Allt virmeflode sker i detta fall i
stavens lingdriktning, s problemet att bestimma virmefordelningen inuti
staven &r i princip endimensionellt. Med u(x,t) som temperaturen i punkten
x vid tiden ¢, beskrivs temperaturen f6r 0 < x < L och ¢t > 0 foljaktligen av
differentialekvationen

ou 0%
(pd) ot K@7
ett randvillkor av typen
(rv) u(0,t) =a, u(L,t)=10 for t >0,

dér a och b &r givna tal, och ett begynnelsevillkor av typen
(bv) u(z,0) = up(x) for 0 <z < L,

dér ug dr en given funktion.

Vi ska l6sa denna differentialekvation med fouriermetoder och borjar
med att behandla fallet homogena randvillkor, dvs. fallet a = b = 0. Om
vi sétter = n/L sa kan vi precis som for vagekvationen konstatera att
funktionerna

Un(x,t) = by (t) sinnQx

satisfierar dessa randvillkor fér varje n och varje val av deriverbar funktion
by (t). Det ar darfor naturligt att forsoka ansétta en 1sning till vart problem
pa formen

u(z,t) = Z by (t) sin nQx.
n=1

Forutsatt att vi kan derivera partiellt under summatecknet blir nu

%: = Z bl (t) sinnQx och
n=1
2 oo
gg = Z —n202b,,(t) sin nQa,
x
n=1

sa u(x,t) 16ser den partiella differentialekvationen (pd) och randvérdesvill-
koret (rv) med a = b =0 om

b, (t) = —kn*Q%b, ().
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Vi har nu en forsta ordningens differentialekvation med 16sningen
bu(t) = Bye "V,

vilket innebér att var 16sning till virmeledningsproblemet bor ha formen

o0
(5.4) u(z,t) = Z Bre "7 gin nQa.

n=1

For att ocksa uppfylla begynnelsevillkoret ska koefficienterna B,, bestam-
mas sa att

oo
u(x,0) = Z B, sinnQx = ug(x).
n=1
Koefficienterna ska med andra ord vara koefficienter i sinusserien till funk-
tionen wug, och sinusserien fas genom att utvidga ug till en udda periodisk
funktion med period 2L. Detta bestdammer koefficienterna som

9 L
(5.5) B, = / up(x) sinnQdx dz.
L Jo
Nér vi nu har funnit en formel for 16sningen, kan vi i efterhand verifiera
att deriverbarhetsforutsattningarna faktiskt ar uppfyllda, och detta leder till
foljande sats.

Sats 5.3.1. Antag att funktionen ug dr kontinuerlig och begrinsad och upp-
fyller nagot wvillkor som gor att den udda utvidgningen av wug till inter-
vallet [—L, L] har en konvergent fourierserie (t. ex. att funktionen wuy dr
Hélderkontinuerlig i alla punkter). Da loser den av serien (5.4) definierade
funktionen u med koefficienter bestimda av ekvation (5.5) vdrmelednings-
ekvationen (pd) med homogena randvillkor (rv) och begynnelsevillkoret (bv).
Funktionen u har vidare partiella derivator av alla ordningar.

Beuvis. Det foljer av forutsittningarna att begynnelsevillkoret dr uppfyllt, sa
det récker att verifiera att w har partiella derivator av godtycklig ordning
samt att dessa fas genom att derivera under summatecknet.

Den n:te termen i den serie som fas genom att derivera serien (5.4)
partiellt under summatecknet p ganger med avseende pa x och ¢ ganger
med avseende pa t har formen

Ba ()P (—kQ2n2)%e "2 (£ sin nQz)

med sinus bytt mot cosinus om p &dr udda. Eftersom fourierkoefficienterna
B, ar begriansade foljer det att ovanstaende term fér ¢ > & > 0 och alla z
till beloppet ar begransad av

Cnp+2qefan2

for a = k25 > 0 och nagon konstant C' som inte beror av n.
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an? konvergent, sa det foljer

att den partiellt deriverade serien ar absolut och likformigt konvergent.
Enligt sats 4.1.6 &r det darfor legitimt att derivera under summatecknet.
Foljaktligen dr funktionen u(z,t) odndligt deriverbar, och speciellt &r de-

riveringarna som ledde till formlerna for de partiella derivatorna 2% och

ot
% tillatna. Detta visar aposteriori att hérledningen av formeln (5.4) for

16sningen u(zx,t) dr korrekt. O

For varje exponent r ar serien n"e”
] p n

Inhomogena randvillkor

Det allménna fallet med inhomogena randvillkor aterfor vi pa det homogena
fallet genom att sétta
b—a
() =a+

T

samt konstatera att funktionen u(z,t) 16ser virmeledningsekvationen (pd)
med inhomogena randvillkor (rv) och begynnelsevillkor u(x,0) = ug(z) om
och endast om funktionen

v(z,t) = u(x,t) — ¢(x)

loser samma virmeledningsekvation (pd) med de homogena randvillkoren
v(0,t) = v(L,t) = 0 och begynnelsevillkoret v(z,0) = ug(z) — ¢(z).

Varianter

Varmespridningen i en stav som &r isolerad &ven i sina &ndpunkter, vilket in-
nebér att det inte forekommer nagot utflode av virme i stavens langdriktning
i &ndpunkterna, beskrivs av samma partiella differentialekvation som ovan,
dvs,

ou 9%u

(pd) 5% o2

men randvillkoren har nu formen

ou ou
/ e — = >
(rv') o (0,1) o (L,t) =0, t>0.

Givet ett begynnelsevillkor av samma typ som tidigare, dvs.
(bv) u(z,0) = ug(x), 0<t<L,

sa erhaller vi nu den entydigt bestdmda losningen genom ansatsen

(o]
02,2
+ E Ape Y cos nQ,

n=1

Ag

u(x,t) = 5
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dér som tidigare = n/ L. Koefficienterna A,, fas den hir gangen genom att
utveckla funktionen ug i en cosinusserie, vilket betyder att

9 (L
A, = / ug(z) cos nQx dx.
L Jo

Notera att den temperatur som uppnas i staven nér lang tid forflutit,
dvs. tlim u(x,t), ar konstant och lika med
—00

Ay 1 [F
— == ug(z) dz
o
vilket &r medelvirdet av den inititala temperaturen i staven. Detta forefaller
rimligt eftersom ingen viarme forsvinner ut fran staven.

Ovningar

5.3 Bestdm en 16sning till virmeledningsekvationen

%:@ O<x<m t>0
ot 0x?’ ’ ’
u(0,t) = u(rn, t) =0, t>0;
u(z,0) =1+sinz, 0<z<m.

5.4 Bestdm en 16sning till virmeledningsekvationen

@—@ O<z<m t>0;
at a2’ TS ’
ou ou
%( 7t)_%(ﬂ>t)_0a t>0»

u(z,0) =1+3cosdz, 0O0<z<m

5.5 Bestdm en 16sning till virmeledningsekvationen

%—@ O<z<m t>0
ot 0x?’ ’ ’
ou ou
%(Oat) - %(T@t) _07 t>07
u(z,0) =1+, 0<z<m.

5.6 Los varmeledningsekvationerna
a)
ou  0*u
ot 0x2’
u(0,t) = u(n,t) =0, ¢>0;

u(z,0) = nx — 22, 0<z<m.

O<x<m t>0;
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b)
ou  0*u
52@—2% O<ax<m t>0;
u(0,t) = u(n,t) =0, ¢>0;
u(z,0) = nx — 22, 0<z<m.

5.7 Bestdm en 16sning till virmeledningsekvationen

ou u

EZ@"‘SIHJI, O<zx<m t>0
u(0,t) =0, wu(rm,t) =1, t>0;
u(z,0) =0, 0<z<m.

5.4 Dirichlets problem f6r en skiva

Viarmeledningsekvationen % = rkAu beskriver temperaturen i en kropp

K som funktion av tiden ¢, och givet att temperaturen inte varierar med
tiden pa kroppens yta 0K sa dr temperaturen u inuti kroppen bestdmd
for all framtid ¢ av begynnelsevirdena for nagon tidpunkt, t. ex. £ = 0.
Néar lang tid forflutit, i matematiska termer da ¢ gar mot odndligheten,
bor temperaturen na ett stationért tillstand som karakteriseras av att den
inte fordndras med tiden, dvs. av att %7; = 0. Den stationéra tempera-
turfordelningen v = u(z,y, z) inuti kroppen erhalls darfér som l6sning till

den partiella differentialekvationen
Au=0
med ett randvéardesvillkor av typen
u(x,y,z) = f(x,y,2) for (z,y,2) € OK.

En 16sning w till den partiella differentialekvation Au = 0 kallas harmo-
nisk i (det inre av) K, sa med denna terminologi kan vi formulera problemet
att bestdmma den stationira virmefordelningen pa foljande sitt.

Dirichlets problem: Bestim en funktion u som ar harmonisk i det inre av K
och lika med en given funktion f pa randen 0K av K.

Dirichlets problem ér trivialt i en dimension — om u”(z) = 0 for alla z
i ett intervall |0, L[, sa ar u(z) ett forstagradspolynom. Med randvillkoren
u(0) = a och u(L) = b blir dérfor u(z) = a+ (b—a)z/L den unika losningen.

I tva dimenensioner kan man angripa problemet med hjilp av teorin
for analytiska funktioner, och om omradet &r en cirkelskiva kan vi anvénda
fourierteknik. Sa lat oss darfor studera Dirichlets problem for cirkelskivan

D = {(z,y) | 2* + 4 < 1}.
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Vi antar alltsa att vi har en funktion f(z,y) som &r definierad d& z? +y% = 1
och soker en funktion u(z,y) som satisfierar differentialekvationen
0*u  0%u
Au=—+—=0
Y= 902 + Oy?
i cirkelskivan och randvillkoret

u(a:,y) = f(LU, y)

for alla punkter pa periferin 22 + y? = 1 av cirkelskivan.

Geometrin i problemet gor det naturligt att 6verga till poléra koordinater
och infora funktionerna a(r, ) = u(r cosf,rsinf) och f(0) = f(cosf,sinh).
Kedjeregeln ger oss sambandet

d ¢ 0wy 0%
=g )+ 2
u=r r or + 902

sa i poldra koordinater kan vi skriva Dirichlets problem pa formen

0 s Ou 9%
(pd) 7o (5r) + o7

med randvillkoret

=0, 0<r<l1, 0<0<2rm

(rv) a(1,0) = f(9), 0<6<2m

Det #r litt att verifiera att funktionerna iy, (r, 6) = rl"le™? l5ser differential-
ekvationen (pd) for alla heltal n. Om koefficienterna ¢, #r begrinsade sa
definierar darfor

a(r,0) = Z cpr™lein?
neZ
en funktion @ som loser differentialekvationen (pd), ty den odndliga serien
ar likformigt konvergent i cirkelskivan 0 < r < rg < 1 liksom alla de serier
som fas genom att derivera partiellt under summatecknet ett godtyckligt
antal ganger med avseende pa r och 6. Funktionen @ har darfor partiella de-
rivator av godtycklig ordning, och derivatorna fas genom att derivera under
summatecknet, och detta medfor speciellt att @ loser differentialekvationen.
Randvillkoret (bv) évergar nu i likheten

cheinﬁ — f(9)7
neZ
som bestiammer koefficienterna ¢, entydigt som fourierkoefficienterna till
funktionen f, dvs. ¢, = f(n). Vi erinrar nu om att
S Fnyrtlen = Fpy(6)
neZ

diar P,.(f) &r Poissonkdrnan. I ljuset av sats 4.5.1 har vi ddrmed bevisat
foljande resultat:
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Sats 5.4.1. Funktionen u(r,0) = f x P.(0) dr harmonisk i enhetsskivan D,
och i alla randpunkter (cosf,sin@), dir randfunktionen f dr kontinuerlig,
ar

lim a(r,0) = f(cos@,sinb).

r—1

Historiska notiser

Vagekvationen studerades av 1700-talsmatematikerna Jean le Rond d’Alembert,
Leonhard Euler, Daniel Bernoulli and Joseph-Louis Lagrange som beskrivning av
en svingande string.

Virmeledningsekvationen formulerades forst av Fourier i ett manuskript 1807,
men han hade till en borjan svart att overtyga sina samtida matematiker, bl. a. pa
grund av att viarmets natur inte var klarlagt vid den tiden.

Losningen till det stationdra varmeledningsproblemet for en skiva gavs av Pois-
son.



Kapitel 6

Fouriertransformen

6.1 Introduktion

For att en funktion ska kunna skrivas som en fourierserie maste funktionen
vara periodisk. Denna inskrénkning &#r dock inte sa allvarlig som man kan
tycka vid forsta anblicken; funktioner med begrinsade intervall som defi-
nitionsméangd kan ju alltid utvidgas till periodiska funktioner, och de kan
darfor — om de éar tillrackligt reguljira — representeras av fourierserier i sina
ursprungliga definitionsméangder. For icke-periodiska funktioner med hela R
som definitionsméingd finns det emellertid inte nagot hopp om att erhalla
fourierserier som representerar funktionerna overallt. Losningen bestar i att
istéllet representera sadana funktioner med integraler. For att komma fram
till hur denna integralrepresentation bér se ut resonerar vi i detta avsnitt
helt heuristiskt och lamnar detaljfragor om konvergens till féljande avsnitt.

Lat déarfor f(t) vara en hygglig funktion, definierad pa R och med ab-
solutkonvergent integral [ f(t)dt, och 1at T vara ett (stort) positivt tal.
Genom att utvidga restriktionen av funktionen f till intervallet |7, T pe-
riodiskt med period 2T far vi for |t| < T en fourierserieutveckling av f(t) av
foljande slag

Pty =3 en()dm T,
neZ

dér fourierkoefficienterna ¢, (T") ges av formeln

en(T) = 57 | F(b)e .

Tanken ar nu att lata T ga mot odndligheten. Eftersom integralerna

/ f(t)efinnt/T dt

ar absolutkonvergenta, gar de bada svansarna
=T ) o0 )
/ F()e ™ T gt och / F(t)e T gt
—0o0 T

127
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mot 0 da T — oo, sa dérfor bor vi for stora T' med god approximation kunna

satta ) o
~ —innt/T
en(T) 5T /OO fe dt.

Om vi infor definitionen
= / f(t)e “at (weR)

Lf(nn/T), och insiittning av detta

kan vi alltsa kortare skriva ¢, (T") ~ (2T")~
[—T,T] ger oss approximationen

i fourierserien for f(t) pa intervallet

1 N . 1 T A .
N o7 Z f(nn/T)em”t/T =5 Z Tf(mt/T)em”t/T.

nezZ nez

Summan i higerledet ovan &r en rektangelapproximation till [~ f(w)e™! dw
med stegléngd n/T', och nér T'— oo konvergerar summan mot denna inte-
gral. Efter gransovergang bor vi saledes erhalla formeln

(6.1) £(t) = % / T (w)e ! dw.

Funktionen f kallas fouriertransformen till funktionen f, och genom in-
tegralformeln (6.1), som gar under namnet inversionsformeln, representeras
f av sin fouriertransform pa ett sdtt som motsvarar hur en periodisk funktion
representeras av sin fourierserie. Naturligtvis behover funktionen f uppfylla
vissa villkor for att formeln ovan ska gélla, och sadana villkor kommer vi att
studera ndrmare i avsnitt 6.6 och kapitel 7.

Vi kompletterar nu den informella hérledningen av inversionsformeln
med en lika informell hérledning av en motsvarighet till Parsevals formel
som for 27T-periodiska funktioner har foljande form:

1 [T )
°T )" dt = Z|Cn
- nez

Insiittning av approximationen ¢,(T) ~ (21')"'f(nn/T) ger efter multipli-
kation med 27T

T
[ IR de o Sl m/ TR = 5o S o/ TP

- neZ nEZ

Summan i hogerledet konvergerar mot integralen [~ | (W) dw daT — co.
Vi kan foljakligen forvéanta oss att

| rwrd =g [ i)
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Denna formel, Plancherels formel, géller (med ldmplig tolkning av fourier-
transformen f) for alla funktioner f med &ndligt vénsterled, och vi kommer
att behandla den i avsnitt 6.7 och i kapitel 7.

Vi avslutar det hér avsnittet med en fysikalisk tolkning av inversionsfor-
meln och Plancherels formel genom att lata funktionen f(¢) vara en konti-
nuerlig signal som varierar med tiden ¢. Funktionerna e“? representerar da
rena periodiska svingningar med vinkelfrekvensen w. Om ¢ méts i sekunder
sa ar tiden for en period lika med 2n/w sekunder, dvs. svingningsfunktionen
¢! hinner med w/2n perioder per sekund, vilket innebér att dess frekvens
ar w/2n hertz.

En godtycklig kontinuerlig signal som avtar tillrickligt snabbt i odndlig-
heten kan séttas ihop av rena svingningar, och inversionsformeln (6.1) be-
skriver hur detta gar till. En integral av typen fttf | f(t)]? dt kan tolkas som
signalens energiinnehall under tiden mellan t; och t3, medan integralen
= ;12 | f(w)|? dw istéllet &r energiinnehallet i frekvensbandet mellan w; och
wo (om man méter i laimpliga enheter). Plancherels formel uttrycker da bara
att energin dr densamma om man summerar over hela signalens livslangd
eller over alla frekvenser.

6.2 Fouriertransformen

Lat oss paminna om att L!'(R) betecknar det normerade rummet av alla
integrerbara komplexvirda funktioner pa R som uppfyller

Ifllr = /Ryf(t)|dt < 0.

Om f € L'(R) sé ir integralen [ f(t)e " dt véildefinierad for alla reella
tal w. Detta tillater oss att gora foljande definition.

Definition. Lat f € L'(R) och definiera en funktion f: R — C genom att
for w € R sitta

fw)= [ e rar

Funktionen f kallas fouriertransformen till funktionen f och betecknas ocksa

FIf1-

EXEMPEL 6.2.1. Lat oss bestdmma fouriertransformen till den karakteristis-
ka funktionen x|_, 4 till det symmetriska intervallet [—a, a]. Eftersom

1 for |t| < a,
X[-a,a] (t) = {

0 for |t| > a,
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ar
a

o _ —iwt _ ¢ —iwt _ i —iwt
X[~a,a] (w) - /RX[a,a]e dt = / © dt = w [e }

—a —a

sin aw

=2 ) O

w

EXEMPEL 6.2.2. Funktionen e | har fouriertransformen

. 0 . Sy .
.F[e'”](w)z/ e ltg—iwt dt:/ et(1-iw) dt+/ e~ t1HW) gy
R —00 0
1 1 2

T1 i 14w Lt -
EXEMPEL 6.2.3. Analogt far man att funktionen
et omt>0,
eI sgnt = 0 omt=0,
—e! omt<0
har fouriertransformen
1 1 2i
Fle Msgnt](w) = + = d O

C1—iw 14w 1 4w?

Eftersom e %! = coswt —isinwt, kan fouriertransformen till en funktion

f forstas ocksa beriknas som

f(W)Z/Rf(t)coswtdti/Rf(t)sinwtdt.

For reellviarda funktioner f ger detta en naturlig uppdelning av fouriertrans-
formen f(w) i real- och imaginérdel. For jimna, reellvirda funktioner f &r
speciellt fouriertransformen

f(w):/Rf(t)coswtdt:2/000f(t)coswtdt

reellvird for alla w, och for udda, reellvirda funktioner f ar

flw) = i/Rf(t) sinwt dt = —2i /OOO £(t) sinwt dt

rent imaginar for alla w.

Det &r alltsa ingen tillfallighet att fouriertransformerna i exemplen 6.2.1
och 6.2.2 &r reellvirda och att fouriertransformen i exempel 6.2.3 &r rent
imaginér.
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Ovningar

6.1 Bestam fouriertransformen till funktionen f om

a) f(t)=xput)  b) fF&)=t-xput) <) f(t)=te
d) f(t) =sint - xpq(t) e) f(t)=elcost.

6.3 Rikneregler

Fouriertransformering kan uppfattas som en avbildning F som &r definierad
for alla L!'(R)-funktioner och som for varje sidan funktion f ger en ny
funktion F(f) = f. Var forsta sats visar att viirdeméngden till avbildningen
F ar en delméngd av rummet av alla begrinsade kontinuerliga funktioner
pa R.

Sats 6.3.1. Fouriertransformen f till en funktion f € LY(R) dr en be-
grinsad, kontinuerlig funktion pa R. Mera precist gdller att

F)| <Iflli for allaw € R.

Bewvis. Begransningen foljer med en gang av triangelolikheten for integraler.
For att bevisa att fouriertransformen f dr kontinuerlig anvénder vi satsen
om dominerad konvergens. Eftersom funktionerna ¢ — e~ fir kontinuerliga
och uniformt begriinsade och f tillhér L'(R), kan vi gora griansévergang

under integraltecknet och far

lim f(w)= lim [ f(t)e “tdt= / lim f(t)e ! dt
R

w—rwo w—rwo R w—rwo

= / Ft)e ot dt = f(wo),
R
vilket visar att fouriertransformen f #r kontinuerlig 6verallt pa R. O

Vi kommer senare att visa att f(w) — 0 dd w — +oo (se sats 7.2.6).
Maéngden av alla kontinuerliga funktioner g pa R som har egenskapen att
g(w) = 0 da w — Foo &r ett linjart delrum till C(R) och brukar beteck-
nas Co(R). Fouriertransformering F &r med andra ord en avbildning fran
L'(R) till Co(R), och for alla f € LY(R) ar || Fflleo < ||f]l1. Detta betyder
emellertid inte att virdeméngden till F &dr lika med Co(R), och nagon god
karakterisering av virdeméngden finns inte.

L'(R) #r ett linjdrt, translations- och skalningsinvariant rum, och nista,
sats visar att fouriertransformering &r en linjir operation och beskriver hur
den fungera ihop med translation, skalning, konjugering och multiplikation
med den komplexa exponentialfunktionen.
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Sats 6.3.2. Ldt f, g € L*(R). For alla w € R dr da

(@)  (af +h9)(w) = af(w) +bi(w)  (abeC)

(b) Pt —to)(w) = f(w)eTt0 (to € R)

(c) FOB() = AT (A ) (AER, A#£0)
(d) Fw) = f(—w)

(e) (600 f)(w) = f(w — wo) (wo € R)

Bevis. (a), (d) och (e) &r uppenbara, och (b) och (c) foljer efter enkla varia-
belbyten. 0

EXEMPEL 6.3.1. Definiera en funktion f genom att sidtta f(t) = cosbt for
|t| < aoch f(t) =0 for |t| > a. Med hjilp av den karakteristiska funktionen
X[-a,q) fOr intervallet [—a, a] kan vi skriva funktionen som

1 i —i
f(t) = cosbt - X[-a,a] = i(e . te bt) * X[~a,a]»

och vi kan dérfor berikna dess fouriertransform genom att kombinera resul-
tatet i exempel 6.2.1 med rikneregel (e) i sats 6.3.2:

p 1 (2 sina(w — b) sina(w + b))
2 w—2> w+b
sina(w—>b) sina(w+b)
w—> wt+b

I figur 6.1 visas fouriertransformen da a = 10 och b = 4. O

10 +

A .\M\AA/\I\/\]\ ﬂ/\l\l\/\ /\/\I\f\n ﬂ.f\l\r\nn,\,\,. L
—15 _“IVOVVVVV\]ut ILARA AR vavvvvvvlné >

Figur 6.1. Fouriertransformen till funktionen
f(t) = cosdt - X(—10,10]-
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Ovningar

6.2 Bestdm med hjilp av sats 6.3.2 och resultaten i exemplen 6.2.1 och
6.2.2 fouriertransformen till funktionen f om
a) F(®) = xpn(®) b) F(B) =sint-xagt) <) f(t)= e cost,

6.3 Definiera for f € L'(R) funktionen f genom att siitta f(t) = f(—t).

a) Bestdm sambandet mellan fouriertransformerna f och f .

b) Visa att fouriertransformen f &r reell om f = f.

6.4 Fouriertransformering och derivering

En anledning till att fouriertransformen &r sa anvéndbar ar att derivering
genom fouriertransformering 6verfors i den mycket enklare operationen mul-
tiplikation. Vi har ndmligen foljande resultat.

Sats 6.4.1. Antag att funktionen f dr kontinuerligt deriverbar och att bade
f och f' tillhor LY(R). Dd dir

F () = iwf(w).

Bevis. Eftersom integralen [g [f(t)|dt &r &ndlig, finns det en f5ljd (¢,)5°
med egenskapen att ¢, — oo och f(t,) — 0, da n — co. (Annars skulle det
finnas ett tal e > 0 och ett tal T' sa att |f(t)| > e for alla t > T, nagot som
uppenbarligen &r orimligt niir f tillhér L'(R).) Analogt finns det en foljd
(un)$° sadan att u, — —oo och f(u,) — 0.

Partiell integration ger nu

— tn ) . tn '
f’ (OJ) = TL]LH;O f/(t) e Wt g — nlg}go < |:f(t) e*lwti| +iw f(t) o lwt dt)
= iw/ f(t) e Wt = iwf(w)_ O
R

Nasta sats ger istéllet ett tillrackligt villkor for att fouriertransformen
ska vara deriverbar.

Sats 6.4.2. Om funktionerna f(t) och tf(t) bida tillhér rummet LY(R), sd
ar fouriertransformen f deriverbar och

(D) (w) = if ().

Bewis. Formellt erhéller man derivatan genom att derivera

fw) = /R f(t) e dt
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under integraltecknet. Detta resulterar ndmligen i

—

ﬁwﬁrféﬁ@€mﬁ=—WﬂM@)

Naturligtvis krivs det nagon form av motivering for ovanstaende operation.
Betrakta déarfor differenskvoten

flwth) - flw) _ / ) e iWHh)t _ g—iwt »
R

(6.2) 2 .

. e—iht -1
= [ tf(t)e W ————dt.
| e -

Eftersom

e—iht -1 1 ) 1 ) 1
‘7‘ — ‘—i/ eﬂht“du‘ < / |eflht“|du :/ du=1,
ht 0 0 0

ar de kontinuerliga funktionerna
—iht
it € -1
t) = eflwt
gn(t) —
till beloppet uniformt begréinsade av talet 1. Vidare &r

lim gy, (t) = —ie
fim 91(t) = i

Satsen om dominerad konvergens tillater oss dérfor att i formeln (6.2) lata
h — 0 under integraltecknet, vilket leder till att differenskvoten gar mot

<i [ e it =~ T D))
R
Detta bevisar satsen. ]

Om vi kénner en funktions fouriertransform f sa kan vi saledes genom att
iterera foregaende sats bestdmma fouriertransformen till den funktion som
fas genom att multiplicera f med ett polynom, férutsatt att funktionerna
t"f(t) tillhor LY(R) for alla exponenter n som dr mindre én eller lika med
polynomets gradtal.

EXEMPEL 6.4.1. Det &r naturligtvis ingen konst att bestdmma fouriertrans-
formen till ”takfunktionen”

f() = (1= [t)x-1,1 ()

direkt fran definitionen, men vi ska som 6vning berikna den med hjilp av
vara rikneregler. Vi skriver da forst om funktionen pa foljande vis:

@) = xj=1,(t) = txj0,11(t) + tx[=1,0 ()
= X[-1,(t) + t(X[_%,%](t +3) - X[_%é](t ~3))-
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Fouriertransformen till funktionen g(¢) = X[-1 1 (t+3)— X[-1 1 (t—1) far vi
genom att tillimpa translationsregeln (b) i sats 6.3.2 pa fouriertransformen
till den karakteristiska funktionen X[-1,1) som berdknades i exempel 6.2.1
med foljande resultat:

§(w) = (/2 — e71/2) .2 sin(w/2) _ " sinz(w/Q)‘

w

Vi anvéinder nu regeln fér multiplikation med ¢ pa f(t) = x|—1,1(t) + tg(?)
och far da

flw) = 2Sinw +ii(4i sinQ(w/2)>

w dw w
B 2sinw 4 wsin(w/2) cos(w/2) — sin®(w/2)
T w w?
_ 4Sin2(w/2). -

w2

EXEMPEL 6.4.2. Genom att utnyttja de tva foregaende satserna kan vi
beriikna fouriertransformen till funktionen f(t) = e~**/2. Eftersom f/(t) =

iwf(w) = f (W) = (=tf(t))(w) = —if "(w),
dvs. f' (w)+w f (w) = 0. Den allménna 16sningen till denna differentialekva-
tion dr f(w) = Ce™® */2 Konstanten C bestéims av villkoret

:f(O):/Re‘tg/th.

For att beriikna C skriver vi C? som en dubbelintegral éver R? och infor
polara koordinater:

C’Q—/ xz/Qda:/ e y/zdy—// e~ (@ +y? )12 da dy
R2
2n 9
/ / re " /erd0—2n[ - /2]

Foljaktligen dr C' = v/2m, och vi har alltsa

]:[e_tQ/Q](w) = V2re /2, O

Ovningar

6.4 Berdkna med hjilp av sats 6.4.2 och resultaten i exemplen 6.2.1 och
6.2.2 fouriertransformen till funktionen f om

a) f(t) =txy(t)  b) f()=te V.
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6.5 Antag att funktionen f dr tva ganger kontinuerligt deriverbar och att
f, f och f"ligger i L'(R). Visa att fouriertransformen f ocksa ligger
i L'(R).

6.5 Faltning

Medelvirden jamnar ut skillnader. Om f &r en funktion med R som defini-
tionsméngd, bor dérfor medelvirden bildade av dess translat f; uppfora sig
mer regelbundet dn funktionen sjélv. Ett viktat medelvirde som tar hinsyn
till odndligt ménga translat har formen fR g(s) fs ds, dir g ar en icke-negativ
funktion och fR s)ds = 1. Integralen fR s)fsds ska da tolkas som den
funktion som i punkten t € R har virdet

/R a(5) e ds = [ g7t~ ) ds

R

Ovanstaende sitt att bilda en ny funktion av tva givna funktioner f
och g &r ett exempel pa en operation som kallas faltning. Den allménna
definitionen av begreppet, som inte kridver att den ena funktionen ska vara
icke-negativ och ha integral lika med 1, ser ut sa hér.

Definition. Lat f och g vara tva funktioner definierade pa R. Integralen

/ £t — 5)g(s) ds
R

kallas om den #r vildefinierad for faltningen av funktionerna f och ¢ (i
punkten t) och betecknas f * g(t).

Variabelbytet u =t — s ger att

Frglt) /ft—s ds—/f g(t —u)du = g f(t),

sa faltning dr en kommutativ operation.
For att faltningen f * g(t) ska vara vildefinierad maste funktionen

s f(t = s)g(s)

avta tillrackligt snabbt d& s gar mot oo, men det ar knepigt att ge uttom-
mande nédvéndiga villkor pa funktionerna f och g for att sa ska vara fallet.
Om funktionen g &r stor i +00 sa kan ju detta kompenseras av att funktionen
f ar liten i —oo, och vice versa. Exempelvis édr faltningen véldefinierad for
alla t € R om bada funktionerna &r kontinuerliga och identiskt lika med noll
pa negativa reella axeln | — oo, 0[, ty i sa fall &r produkten f(t — s)g(s) lika
med noll for alla s om ¢ < 0, och for alla s utanfor intervallet [0,¢] om ¢ > 0.

Andra tillrdckliga villkor for att faltningen ska vara véldefinierad ges av
foljande tva satser.
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Sats 6.5.1. Antag att en av funktionerna f och g tillhor L'(R) och den
andra dr kontinuerlig och begrdnsad. Da dr faltningen f x g en kontinuerlig
och begrinsad funktion pa R.

Bevis. Antag utan inskridnkning att funktionen f &r kontinuerlig och till
beloppet begrinsad av konstanten C och att funktionen g tillhor L'(R).
For varje t ar da |f(t — s)g(s)| < Clg(s)| vilket medfor att funktionen

s f(t = s)g(s)

tillhér L'(R). Faltningen f * g(t) ér siledes vildefinierad for alla ¢, och
triangelolikheten for integraler ger att

Frgt)] < /R F(t = 5)g(s)] ds < /R Clg(s)] ds = Cllgls,

vilket visar att faltningen f % g &r en begridnsad funktion. Att funktionen
ocksa #r kontinuerlig i alla punkter ¢y foljer av satsen om dominerad kon-
vergens enligt vilken

lim f*g(¢ —hm/ft—s ds—/ lim f(t — s)g(s)ds
R

t—to t—to t—to

/fto—s $)ds = f * g(to). =

Sats 6.5.2. Antag att f och g dr tvd funktioner i LY(R). Dd dr faltningen
f * g vildefinierad som L'(R)-funktion. Vidare gdller att

(@) [If =gl < I fll1llgll1-
(b) Fxg(w)=fw)jw) for allaw € R.

Bewis. (a) Vi maste avsta fran beviset for att f % g dr en vildefinierad
funktion eftersom detta krdver kunskaper i integrationsteori. Normolikhe-
ten foljer sedan genom att integrera olikheten

1 g(t)] < /R £t = 5)llg(s)] ds,

byta integrationsordning och géra ett variabelbyte, vilket ger att

I£xall = [ 1£xa@lde< [ [ 1= sllots)lasa
= [ [ ure=slalaras = [ (1gl [ 15~ s)d)as
= [ (tas) [ 17l du)as = 11 lglh
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(b) Omkastning av integrationsordningen och ett variabelbyte ger vidare att
Frgw) = /f*g e Wt gt = //ft—s ) et ds dt

//ft—s e wlt=s)e=iws gp g
_/R( /ft—s ) dt) ds
= [ (s [ rwetra)as=iwie. o

Ovningar

6.6 Sitt f(t) =e 'H(t) och g(t) = e'(1 — H(t)), dir H ir Heavisidefunk-
tionen (dvs. H(t) = 0 om t < 0 och H(t) = 1 om ¢t > 0). Bestim
produkten f - § och faltningen f x g.

6.7 Bestdm en l6sning till integralekvationen
1 t
ft)y=e 4 - e_t/ e f(u) du.
2° ) .

6.8 a) Bestém faltningen f * f om f(t) = eIl
b) Bestiam en funktion y = y(¢) i L'(R) som léser differentialekvatio-
nen

y'(t) —y(t) = eI,

6.6 Inversionsformler

Fouriertransformering dr en teknik som bl. a. anvénds for att l6sa vissa
typer av differentialekvationer. Genom transformering omvandlas ekvationen
innehallande den obekanta funktionen f till en ekvation i transformen f
som man kan l6sa. En forutséttning for att man utifran kdnnedom om f
ocksa ska kunna bestdmma den ursprungliga funktionen f dr da forstas att
fouriertransformen f bestammer funktionen f entydigt, eller med andra ord
att den linjira avbildningen F: L'(R) — Co(R) &r injektiv. Var nista sats
innebér att sa verkligen &r fallet.

Sats 6.6.1 (Entydighetssatsen). Om f,g € LY(R) och f = §, si ir f = g.

Likheten f = g skall forstas tolkas som likhet for L!-funktioner, vil-
ket betyder att f(t) = g(t) géller for alla ¢t utanfor nagon nollméngd. Om
funktionerna f och g dr kontinuerliga, sa géller likheten f(t) = g(t) 6verallt.
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Eftersom beviset for entydighetssatsen inte dr sa enkelt, sparar vi det
till kapitel 7 (se sats 7.2.5).

Néasta fraga som nu instéller sig &r om och hur man kan atervinna
f om man kénner transformen? Genom att lata periodlingden ga mot
oandligheten gjorde vi i inledningen till det hér kapitlet en informell hérled-
ning av foéljande inversionsformel:

£ = o /R Fw) e du.

Fouriertransformen f tillhér dock inte nédvéindigtvis LY(R) (se exem-
pel 6.2.1), sa integralen ovan maste ges en ldmplig tolkning, liksom in-
neborden av likhetstecknet. I det hér avsnittet nojer vi oss med att beskriva
nagra villkor som garanterar att inversionsformeln géller och anvinder den
pa nagra exempel. Bevisen dr ganska tekniska, sa vi sparar ocksa dem till
nésta kapitel.

Sats 6.6.2 (Inversionssatsen). Om béde f och f tillhor LY(R), sd dr

1) = 5 [ Fe)

ndstan dverallt och speciellt i alla punktert ddar funktionen f dr kontinuerlig.

Om vi definierar funktionen f genom att siitta

f(t) = f(-1),
kan vi uttrycka likheten i sats 6.6.2 pa foljande eleganta vis:
(6.3) f=2nf.

EXEMPEL 6.6.1. I exempel 6.2.2 berdknade vi fouriertransformen till funk-
tionen e~ " och fann att Fle™](w) = 2(1 + w?)~'. Eftersom den transfor-
merade funktionen ligger i L!(R), foljer det nu av formel (6.3) att

FI2(1+ )7 (w) = 2me™1 ! = 2mel]

dvs.
Fl1+ ) (w) = me I, O

Konvergenskriteriet i sats 4.8.2 for fourierserier har ocksa en direkt mot-
svarighet i fouriertransformfallet som ser ut s& hér:

Sats 6.6.3. Antag att f € L'(R) och lit t € R vara en punkt dir de tvd
ensidiga grinsvirdena f(t7) och f(t*) och de tva generaliserade ensidiga
derivatorna f' (t) och f (t) existerar. Da dr

fE) + f() L[

_ 1 - £ iwt
5 _ahﬁnolo o 7af(w)e dw.
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Vi bevisar satsen i nista kapitel (se sats 7.3.3).

EXEMPEL 6.6.2. Fouriertransformen till funktionen f(t) = e I!lsgnt berik-
nades i exempel 6.2.3 och befanns vara f(w) = —2iw(1 + w?)~!. Forutsitt-
ningarna i satsen ovan ar i detta fall uppfyllda i alla punkter ¢, varfor

1 [° 2i -
lim / _ Y et gy — oI sgnt.
e 14w?

Genom att forst erséitta ¢ med —t och sedan lata variablerna ¢ och w byta
roller erhaller vi efter férenkling féljande resultat:

a
: b et gl
ahﬁrgo /a e e dt = —mie” “I'sgnw. O
Ovningar
1
6.9 Bestdm fouriertransformen till funktionen f(t) = o2 och beréikna
integralen *

* cosat
R dt
N/

for alla positiva viarden pa de reella konstanterna a och b.

6.10 Utnyttja resultatet i exempel 6.4.1 for att berikna integralen

> gin? ¢
/ St gy
t2
— 00

6.11 Berskna, t. ex. genom att forst bestimma derivatans transform, fou-
riertransformen till funktionen

f(t) = arctan(t + 1) — arctan(t — 1).

6.12 Funktionen f #r kontinuerlig och tillhér L!(R). Vidare #r

1
/_1f(t—8)ds—f(t)

for alla t € R. Visa att f(t) = 0 for alla ¢.

6.13 Antag att f € L'(R) dr kontinuerlig och att f(t—1)+f(t)+f(t+1) =0
for alla t € R. Visa, t. ex. genom att fouriertransformera, att f(¢) =0
for alla t € R.
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6.7 Plancherels formel

Rummet L?(R) bestar av alla funktioner f: R — C som uppfyller villkoret

1= ([ 1srar) <o

och ér ett inre produktrum med (f, g) = [g f(t)g(t) dt som inre produkt.

I avsnitt 6.1 gav vi en informell hérledning for den forsta av de tva
formlerna i foljande sats, och den andra formeln f6ljer enkelt fran den forsta
om man uttrycker inre produkten (-,-) med hjélp av normen ||-||2 precis som
i sats 2.5.2.

Sats 6.7.1 (Plancherels formler). Om f, g € L?>(R), sd dr

() Jrora =5 [ (fw)ra
(i) | s =5 [ fe)itde.

Beviset for satsen far vi aterkomma till i nésta kapitel, men det finns
ett problem som vi forst maste 16sa: Hur ska vi definiera fouriertransformen
for godtyckliga L?(R)-funktioner? Fér periodiska funktioner hade vi inga
svarigheter att definiera fourierserien till en L?-funktion eftersom fourier-
serien #r vildefinierad for alla L!(T)-funktioner och L?(T) #r ett delrum
till L1(T). Rummet L'(R) &r emellertid ett ganska ”litet” rum som inte
innehaller L2(R) som delrum, eftersom exempelvis funktionen 1/(1 + |¢|)
tillhor det senare men inte det férra rummet. Vi kan dérfor inte berdkna
fouriertransformen f av en godtycklig L?(R)-funktion f med hinvisning till
definitionen i avsnitt 6.2, ty integralen som definierar transformen existerar
inte for L2-funktioner som inte tillhér L.

Situationen dr emellertid inte sa allvarlig som det kan verka, ty snittet
LY(R) N L%(R) ir en tit delmingd till L?(R). Fouriertransformen, som #r
definierad for alla funktioner i snittet, kan darfor pa ett entydigt sétt utvid-
gas till funktioner i hela L?(R). Jimfér med hur man pa ett entydigt siitt
kan utvidga en kontinuerlig funktion som endast &r definierad for rationel-
la tal till en kontinuerlig funktion som &r definierad for alla reella tal. Vi
kommer att utveckla detta ndrmare i avsnitt 7.4; tills vidare far vi ndja oss
med pastaendet att det gar bra samt att Plancherels formler &r giltiga for
godtyckliga L?(R)-funktioner.

Utvidgningen av fouriertransformen till L?(R) &r viktig for tillimpning-
arna, ty integraler av typen [ |f(¢)[*dt kan ofta tolkas som energiuttryck;
att siga att f tillhor L?(R) betyder i s& fall att energin #r dndlig, vilket &r
ett i hogsta grad relevant fysikaliskt villkor.
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EXEMPEL 6.7.1. Funktionen f(t) = x|_1,1)(¢) har fouriertransformen f(w) =
sinw
2

. Det foljer darfor av Plancherels formel att

1 1 sin? w
2= 1dt = pPdt=— | 47724
ll /R ‘X[ 1,1}( )’ om /1-:{, 2 W,

vilket efter forenkling ger att

sin? w
5 dw = .
R w

Med ett litet trick kan vi anvianda detta resultat for att ocksa berdkna den
generaliserade integralen
®sint
—dt,
0 t

som vi kommer att behdva i avsnitt 7.3. Eftersom funktionen sin? w/w? &r
jamn far vi med hjilp av partiell integration att

T > sin? w 1 .5 1 > 2sinw cosw
== dw:[——sm w} + —dw
2 0 w? w 0 0 w
[o ol 2 [o o t
:/ PR dw = [Sitt 2w = 1] :/ ST g,
0 w 0 t ]
Ovningar
6.14 Funktionen f definieras av att f(t) = (2 — [t]) - x|—2,9)(?)-
a) Beriikna fouriertransformen f(w).
b) Beriikna integralen
/  rsint\4
(%7 a
o\t
6.15 Anviind fouriertransformen till funktionen f(t) = e [lcost for att

beréikna integralen
oo 2
2
/ w47—|— dw.
oo W4
6.16 Definiera funktionen f genom att sitta f(t) = (1 —t2) - x(_1,1)(t)

a) Bestim fouriertransformen f.
b) Beriikna integralen

t6

/°° (sint — tcost)? gt

—00
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6.17 Lat f vara en funktion som &r lika med noll 6verallt utom péa interval-
len [n,n+2n73] for n = 1,2, 3, ..., dir funktionens graf &r en likbent
triangel med intervallet som bas och héjden n. Visa att f tillhor L'(R)
men inte L?(R).

6.18 Visa att varje begrinsad funktion i L*(R) tillhér L?(R)).
6.19 Antag att f € L'(R) och definiera en ny funktion g genom att sitta

o(x) = /R ST =) dt.

Bestdm §(w).
(Inom signalteorin kallas g autokorrelationsfunktionen till f.)

6.20 Definiera funktionen f genom att sétta

1 for [t < 1,
fy={2—1t| forl<|t| <2,
0 for |t| > 2.

a) Bestim fouriertransformen f(w).

b) Berikna integralen

> (cost — cos 2t)? @t
4 ’

—00

c¢) Berikna integralen

o t— 2t
/ cost — Co82t _jy 4

t2

—0o0

6.21 a) Berdkna integralen

/°° dt
o (1T 412)2

b) Bestam fouriertransformen till funktionen g om

0 for t < —1,
gty =< (t+1et for —1<t<1,
2e? for t > 1.

c¢) Bestam fouriertransformen f (w) om funktionen f uppfyller likheten

ef(t+1) —e ' f(t—1) = g(t),
dér g &r funktionen i b).

d) Berikna L?-normen || f||2 for funktionen f i c).
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6.22 Sétt

[e.9]

1
) = Zjl (n—1)! (2 +n2)

n—

a) Visa att serien ér likformigt konvergent pa R och att funktionen f
ar kontinuerlig pa R.

b) Beriikna fouriertransformen f(w).
¢) Berdikna L!'(R)-normen | f||;.

6.8 Poissons summationsformel

Lat f vara en kontinuerlig funktion med reella axeln som definitionsméangd
och antag att f(t) = O(1/|t|'*9) for nagon positiv konstant & da t — +oo.
Antagandena medfor att funktionen f ligger i L!'(R), sa funktionen har en
fouriertransform f.

Betrakta nu summan

= Z f(t+ 2mn).

Vi pastar att serien dr konvergent for alla t € R samt att summan &r en
kontinuerlig, 2n-periodisk funktion. Att summan &r periodisk dr uppenbart,
sa dérfor racker det att visa att serien &r konvergent for 0 < t < 27 samt att
summafunktionen F' ar kontinuerlig ddr. Men vara antaganden medfor att
|f(t + 2mn)| < C/|n|'° for 0 < t < 2, sa dérfor #r serien likformigt kon-
vergent pa intervallet [0, 2x] enligt Weierstrass majorantsats, och eftersom
termerna f(t + 27n) ar kontinuerliga, & summan F'(¢) kontinuerlig.

Funktionen F' har saledes en fourierserie, och féljande rikning ger oss
fourierkoefficienterna F'(k) till L!(T)-funktionen F uttryckta i termer av
fouriertransformen f till L'(R)-funktionen f:

2n
—ikt —ikt
2n/ th+2ﬂ:n dt = QnZ/ f(t+2mn)e " dt
271:
Z / F(t + 2nn)e”kt+2m) gt

1 2n(n+1) it 1 o i 1 .
22/2 Flu)e—k du:%/_oof(u)e M du = o (k).

2n =72
(Bytet av summations- och integrationsordning, som var nodvéndigt for att
erhalla den andra likheten i ovanstaende kedja av likheter, dr tillatet pa
grund av den likformiga konvergensen.)
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Vi har med andra ord kommit fram till att
1 r int
Zf(t+27m) ~ o Zf(n)e ,
nez neZ

och eftersom funktionen i vénsterledet &r kontinuerlig kan vi ersétta ~ med
dkta likhet = i varje punkt ¢ dér fourierserien i hogerledet &r konvergent.
For ¢t = 0 far vi speciellt likheten

(6.4) om Y f(2mn) =) f(n),
nez neZ

som alltsa géller om serien i hdgerledet ar konvergent. Observera att summan
i hogerledet ska tolkas som grinsvirdet av symmetriska partialsummor, dvs.

N
S i) = Jim 3 fn).
n=—N

neZ

Ett enkelt variabelbyte leder nu fram till féljande resultat:

Sats 6.8.1 (Poissons summationsformel). Antag att funktionen f dr konti-
nuerlig och att det finns tva konstanter C > 0 och § > 0 sadana ait
If()| < C/|t|'*0 for alla t. Lat vidare L vara ett positivt tal. Dd dr

= > F(2n7) = > fon)

forutsatt att summan i hogerledet, uppfattad som grinsvirdet av de symmet-
riska partialsummorna, dr konvergent.

Beuvis. Likheten foljer genom att tillimpa formel (6.4) pa funktionen g(t) =
L' f(L='t), som uppfyller de nédvindiga forutsittningarna for formeln. [

Ovningar

6.23 Anviand Poissons summationsformel och fouriertransformen till funk-
tionen f(t) = e~ I!l for att bersikna summan

[e.9]

1
Z1—i-cm?’

n=1
dar a > 0.

6.24 Antag att funktionen f &r kontinuerlig pa R, |f(?)[ < t=2 for |t| > 1
och f(n) =0 for alla heltal n. Sétt

gty = > f(t+2kn).

k=—o0

Visa att g(t) = 0 for alla ¢.
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Historiska notiser

Fouriertransformen pa R och inversionsformeln férekomer forsta gangen i Fouriers
arbeten. Fourier erhaller sina resultat genom att betrakta periodiska funktioner
med periodlangder som gar mot oéndligheten.



Kapitel 7

Mer om fouriertransformen

I det har kapitlet ska vi bevisa de resultat for fouriertransformen som vi i
det forra kapitlet néjde oss med att enbart formulera, exempelvis inversions-
satsen och Plancherels formler. Precis som for fourierserier kommer vi att
anvinda oss av en lamplig summationskérna for att erhalla de énskvérda
resultaten.

7.1 Viarmeledningskirnan

For att kunna summera godtyckliga fourierserier anvénde vi oss i kapitel 4 av
Poissonkérnan (P;)o<r<1 och abelsummation. Vi ska nu géra motsvarande
manover for fouriertransformen och kommer da att anvianda oss av den s. k.
virmeledningskérnan.

Definition. Definiera for 7 > 0 funktionerna H;: R — R genom att sédtta

1
H.(t) = %e—tz/%‘

Familjen (H;),>o kallas virmeledningskirnan eller Gausskirnan.

Notera att alla funktionerna i familjen (H;),>0 kan erhallas ur funktio-
nen

1 _p
Hl(t)zﬁe t5/2

genom en skalning eftersom

_ 1
VT

Sats 7.1.1. Virmeledningkirnan (H;)r~o har foljande egenskaper:

Ho(t) = —Hi (/7).

(a)  Funktionerna H, dr kontinuerliga, positiva och jimna for alla T > 0.

147
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(b) /RHT(t)dtzl for alla 7 > 0.

(¢) Férallad >0 dr lim H-(t)dt =0.
T—0 Fy

(d)  Fér alla 6 >0 dr lim sup H,(t) = 0.
T—0 tZ(S

(e) Hy(w)= e T2,

Bevis. a) Egenskaperna foljer omedelbart fran definitionen av H..

(e) Funktionen H; har enligt exempel 6.4.2 transformen ﬁl(w) = e""2/2,
si enligt skalningsregeln (c) i sats 6.3.2 ir H,(w) = Hy(y/Tw) = e ™°/2,
(b) Eftersom [g H-(t)dt = H,(0), foljer (b) ur (e).

(c) Genom att utnyttja sambandet mellan H, och Hj och gora variabelbytet
u = t/+/7 erhalls

[e.e]

o0 1 o0
/5 Ho(t)dt = /5 mRd= | )

och integralen i hogerledet gar mot 0 da 7 — 0, eftersom den undre integ-
rationsgrinsen gar mot oo.
(d) Funktionerna H #r avtagande for ¢ > 0, sa sup;»4 H-(t) = H-(d) och
1
lim H;(§) = lim — ze 0 = 0. O

T—0* T—+00 /T

Nir man faltar en L!'(R)-funktion f med virmeledningskirnan H, far
man funktioner som approximerar den givna funktionen f godtyckligt bra i
féljande mening.

Sats 7.1.2. Ldt f vara en funktion i L*(R). Dd dr
(i) lim |[f = Hy — fll1 = 0;
7—0
(ii) lin%)f x H (t) = f(t) om f dr kontinuerlig i punkten t;
T—
(#ii) lir% |f* Hr — flloo =0 om f dr likformigt kontinuerlig och be-
T—
gransad pa R.
Bevis. Satsen ar en direkt motsvarighet till sats 4.5.1 for Poissonkérnan,
och beviset for den satsen utnyttjar endast egenskaper hos Poissonkérnan
som ér direkta motsvarigheter till egenskaperna (a), (b), (¢) och (d) hos

véarmeledningskdrnan i sats 7.1.1. Beviset for sats 4.5.1 fungerar déarfor
niarmast ordagrant som bevis for foreliggande sats. ]

7.2 Inversionssatsen

Vi ska nu bestimma sambandet mellan fouriertransformen f och faltningen
f* H,; mellan funktionen f och virmeledningskérnan. For den skull behover
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vi foljande hjalpsats.

Lemma 7.2.1. Lat f och g vara tvd funktioner i L*(R). Dd dr

/R 1()3(s) ds = /R Fw)glw) du

Bewvis. Omkastning av integrationsordningen ger

/ F()as) ds = /R £(s) /R glw)e™* du ds
= [ o) [ roetasa = [ g)fw)ds

Sats 7.2.2. Antag f € L*(R). Dd dr

Fo Ho(t) = - / Flw)e ™26t gy,
2r R

Bewvis. Vi anvinder lemma 7.2.1 med g som funktionen

1 . 1 .
g(w) _ %efTWZ/Zelwt _ QWTelthl/T(w)

som har fouriertransformen

N 1 (en2/or
g(s):i%e (=027 — [ _(t — s).

Enligt lemmat &r darfor

/f _q—w/Q Mtdw_/f t—s)dS—f*HT(t)' O

Genom att kombinera satserna 7.1.2 och 7.2.2 far vi saledes féljande re-
sultat som &r en kontinuerlig variant av abelsummerbarhet for fourierserier.

Sats 7.2.3 (Inversionssatsen). Antag att f € LY(R). Dd gdller:
(a) Integralen

1 . .
2771: f(w)e—7w2/2elwt dw

konvergerar dd T — 0 i L*(R)-mening mot funktionen f.
(b) I varje punkt t déir funktionen f dr kontinuerlig, dr

— lim / f e~ TW /2 iwt dw.

T—0 2%

Konvergensen dr vidare likformig pa R om funktionen f dr likformigt
kontinuerlig och begrinsad pa R.
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For funktioner vars fouriertransformer ocksa tillhor L' far vi foljande
foljdsats till inversionssatsen.

Sats 7.2.4. Antag att bade f och f ligger i L*(R). Dd dr

ﬂw=;4ﬂmwww

ndastan dverallt och speciellt i alla punktert ddr funktionen f dr kontinuerlig.

Bevis. Eftersom funktionerna e~™"/2 &ir uniformt begréinsade (av 1) och gar

mot 1 da 7 — 0, foljer det av satsen om dominerad konvergens att

}%;/Rf(w)e—mz’ﬂew dw = 2175/Rf(w)e‘w dw
for alla t. Men integralen i véansterledet ovan konvergerar enligt sats 7.2.3 (a)
i L'-mening mot f(¢), s& det punktvisa griansvirdet maste vara lika med f(t)
néstan overallt, vilket innebér att likheten i satsen géller néstan Gverallt.
Eftersom likhetens hogerled &r en kontinuerlig funktion av ¢ maste vidare
likhet gélla i alla punkter déar funktionen f &r kontinuerlig. O

Vi avslutar det hir avsnittet med ytterligare tva foljdsatser till inver-
sionssatsen. Forst har vi entydighetssatsen, som visar att en L'-funktion &r
entydigt bestdmd av sin fouriertransform.

Sats 7.2.5 (Entydighetssatsen). Ldt f € L'(R), och antag att f(w) =0 for
alla w € R. Dd dr funktionen f, betraktad som L'(R)-funktion, lika med
nollfunktionen, dvs. f(t) =0 for alla t utanfor en nollmdingd.

Speciellt dr f(t) =0 i alla kontinuitetspunkter t till funktionen.

Bevis. Om f(w) = 0 for alla w € R, sa ligger forstas f i LY(R). Det foljer
darfor omedelbart av sats 7.2.4 att f(¢) = 0 néstan 6verallt. O

Sats 7.2.6 (Riemann—Lebesgues lemma). Fér alla funktioner f € LY(R) dr

WD S =0
Bevis. Pa grund av kontinuitetsprincipen (korollarium 4.2.3), tillimpad pa
de positiva, subadditiva och uniformt begrinsade avbildningarna

To(f) = 1f (),

ricker det att visa att g(w) — 0 da w — Foo for alla funktioner g i nagon
tit delmingd D av L'(R). Som t#t delmiingd kan vi pa grund av sats 7.1.2
vilja mingden {f * H, | f € LY(R), 7 > 0}.

For g = f* Hy ir §(w) = f(w)H-(w) = f(w)e ™2, och eftersom
|F(@)| < |IfllL och e"™*/2 = 0 d& w — o0, ir saken klar. O
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Ovningar

7.1 Funktionen f &r kontinuerligt deriverbar och f(¢t) = 0 for [t|] > 5.
Bevisa, utan att anvinda Riemann-Lebesgues lemma, att

[e.e]

lim f(t) coswtdt = 0.

w—roo [ o

7.2 Visa, t. ex. med hjilp av sats 7.2.2, att funktionerna f* H &r odndligt
deriverbara. (De odindligt deriverbara funktionerna i L'(R) utgér med
andra ord en tit delmiingd av L'(R).)

7.3 Dirichletkdrnan och punktvis konvergens

Forutsittningen i sats 7.2.4 att f ligger i L'(R) dr nédvindig for att integra-
len [ f (w)e“! dw ska existera. Men dven om denna integral inte existerar
sa kan forstas gransvérdet

a
lim fw)e“ dw,
a—oo f_,

som fas genom att integrera den kontinuerliga funktionen f (w)e“! ver sym-

metriska intervall och lata intervallets langd ga mot oéndligheten, existera.
Lat oss déarfor undersdka integralerna

Sulfit) = oz | Fw)edo

som #r fourierintegralmotsvarigheten till fourierseriens symmetriska partial-
summor.

En fourierseries partialsumma kan uttryckas som en faltning mellan funk-
tionen och Dirichletkérnan. Motsvarande géller for integralerna S, (f;t).

Sats 7.3.1. Sitt fora >0 ocht € R

1 [* inat
D,(t) / et gy = 2000

- o _a wt
For varje funktion f € LY(R) dr dd
Sa(fit) = (f * Da)(t).

Funktionsfamiljen (Dg)q~0 kallas Dirichletkdrnan pa R.
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Bevis. Genom att byta integrationsordning fas

2nS,(f:t) = f( ) Mtdw—/_ /f _‘“’“du> et duw

[ o [ o
:/Rf(u)/a w(t= “)dwdu:Qn/f a(t — ) du

=2n(f * Dgy)(t). O
Dirichletkédrnan pa R har féljande egenskaper:

Sats 7.3.2. Funktionerna D, dr kontinuerliga och jimna, och
o0
(i) / D,(t)dt =1 for alla a >0,
—0o0
(o)

(ii) lim Dy(t)dt =0 om 6 > 0.

a—r 00 5

Anm. Eftersom D, inte dr en L!-funktion, ska integralerna i (i) och (ii)
tolkas som generaliserade integraler.

Bevis. Att funktionerna D, &r jimna och kontinuerliga &r uppenbart fran
definitionen. For att berékna integralerna gor vi variabelbytet u = at, vilket
leder till att

o0 1 o0 : t 1 o0 :
/ Da(t)dt:/ S a dt:/ SUY =1,
—oo TJ) 5 ¢ T ) o U

dér den sista likheten foljer av exempel 6.7.1.
Samma variabelbyte ger ocksa

/ Da(t)dt:/ sina dt:/ smudu,
5 nJs ot T Jas U

och den sista integralen gar mot 0 da @ — oo beroende pa att den generali-

. > sinu
serade integralen
0 u

du &ar konvergent. O

Vi har nu de hjidlpmedel som behévs for att bevisa foljande konvergens-
kriterium.

Sats 7.3.3. Antag att f € LY(R), och lit t € R vara en punkt dir de tvd
ensidiga grinsvirdena f(t~) och f(tT) och de tvd generaliserade ensidiga
derwatorna f' (t) och f!.(t) existerar. Da dr
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Beuvis. Beviset dr analogt med beviset for motsvarande konvergenskriterium
for fourierserier, sa darfor kan vi vara mycket kortfattade.

Sitt A= (f(t*) + f(t7))/2. Genom att utnyttja att Dirichletkérnan &r
jamn och har integral 1 over reella axeln erhaller vi forst identiteten

Su(fit)— A= fxDy(t) — A= /Ooo(f(t _8) 4 f(t+5) — 24)Da(s) ds.

For § > 0 skriver vi sedan integralen i hogerledet ovan som en summa av de
tre integralerna

Sf(t—s)+ f(t+s) —24
TS

/ flt—s) +f(t+ 5)

:—2A/ Dy

Antagandet att de generaliserad vénster- och hogerderivatorna existerar
medfor att funktionen

sinasds,

sinasds och

flt—s)+(t+s)—24

g(s) =

har ett grinsviarde da s — 0. Funktionen &r dérfor begrinsad néra 0, vilket
betyder att den ligger i L'([0,4]) om vi viljer § tillréickligt litet. Integralen
I1(a) gar dérfér mot 0 da @ — oo pa grund av Riemann-Lebesgues lemma.

Funktionen
ft—s)+ f(t+5s)

hls) = ns

ligger i L'([6, 0o[) och integralen I>(a) gar dirfor ocksa mot 0 da a — oo pa
grund av samma lemma.
Slutligen gar I3(a) mot 0 pa grund av sats 7.3.2. O

7.4 L*-teori

I det hér avsnittet ska vi skissera hur utvidgningen av fouriertransformen till
rummet L?(R) gar till samt bevisa Plancherels formler. Det hela héinger pa
att snittet L*(R)NL2(R) r titt i L2(R), dvs. varje funktion f € L*(R) kan
approximeras med funktioner f,,, som ligger i snittet L'(R) N L?*(R) och s&
att || f— full2 = 0 da n — oco. Funktionerna f,, har fouriertransformer, varfor
man kan definiera transformen av f som griansvirdet av transformerna ﬁ
Vi maste naturligtvis visa att grinsvirdet existerar i ndgon rimlig mening.
En viktig ingrediens i beviset for detta dr foljande specialfall av Plancherels
formel.
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Lemma 7.4.1. Antag att f € LY(R)N L*(R). Da tillhor fouriertransformen
f rummet L?*(R) och R
I£113 = 2] £113.

Bevis. Satt ~
g=1rf=*r

dér f (t) = f(—t). Funktionen g kan skrivas som en inre produkt, ndmligen
ot) = [ T du = (£.7if)

och speciellt &r g(0) = (f, f) = || 3.
Cauchy—Schwarz olikhet ger

l9(t) = g(to)l = [(f, Tof = Too Al < I fll2 - ITef = Tho 2,

och eftersom
Tif — Tio fll2 = | Ti—to f — fll2 = 0 dat — to,

foljer det av olikheten ovan att g(t) — g(to) da t — tg. Funktionen g &r med
andra ord kontinuerlig i alla punkter.

Eftersom g &r en faltning av tva L'-funktioner ligger g ocksa i L', och
raknereglerna for fouriertransformering ger att

Enligt inversionssatsen (sats 7.2.3 (b)), tillimpad pa funktionen g i punk-
ten 0, &r darfor

(7.1) 28] 13 = 2m9(0) = limy [ |F)Pe ™"/ e
T—0 R
Om funktionen f ligger i L*(R), dvs. \f|2 ligger i L'(R), s& kan vi
anvinda satsen om dominerad konvergens pa grinsvirdet i (7.1) med slut-

satsen att
2fr\|f||§=/ limlf(w)IQe‘Wz/?dw:/ |f(@)]? dw = || £]3.
RT*}O R

For att slutfora beviset, dvs. visa att f verkligen ligger i L?*(R), kon-
staterar vi forst att f sikert ligger i L2(I) for varje begriinsat intervall I,
beroende pa att fouriertransformen ar kontinuerlig. For sddana intervall kan
vi saledes anvédnda satsen om dominerad konvergens med

lim [ [f(w)[?e ™"/ dw = / lim |f(w)[2e /2 dw = / | (w)[? dw
T—0 I IT—>0 I
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som resultat. Eftersom integranden i (7.1) dr icke-negativ &r grinsvirdet for
integralen 6ver I mindre én gransvirdet i (7.1). For alla begriansade intervall
I &r saledes

/] @) dw < 22 £,

och detta medfor att

/ F@)P dw < 2x] 1.
R

Fouriertransformen f ligger saledes i L2(R), och diirmed #r beviset for lem-
mat komplett. O

Antag nu att f dr en godtycklig L?(R)-funktion, och definiera for varje
positivt heltal n funktionen f, genom att sétta

f) = {f(t), om |t| < n

0, om |t| > n.
Funktionerna f,, tillhor forstas L2(R) och eftersom

/R|fn(t)|dt: /_Z|f(t)|'1dt < (/n |f(t)|2dt>1/2(/

—n -n
< V2n|[fll2 < oo

n

12 dt) 2

tillhér de ocksa L'(R). Vidare giller att

1/2
1fn = fll2 = (/ FOPd) T =0 din - .
[t|>n

Givet € > 0 finns det dirfor ett N sa att m, n > N medfor att || f,— frnll2 < €.
Detta uttrycker man vanligen genom att séga att funktionsfoljden (f,,)3° ar
en Cauchyfoljd i L*(R).

Eftersom funktionerna f, ligger i snittet L'(R)N L?(R) &r lemma 7.4.1
tillampbart pa differensen f,,, — f, vilket ger att

1T = Fall3 = | fom Full3 = 25| fon — Firll3-

Hirav drar vi slutsatsen att m, n > N medfor att ”J?r\n - ?;”2 < V2me, dvs.
funktionsfoljden (f,)%° &r ocksa en Cauchyfoljd i L2(R).

Nu har rummet L?(R) en mycket trevlig egenskap, vars bevis ligger
utanfor ramen for den hér framstéllningen, ndmligen att varje Cauchyfoljd
konvergerar mot en unik grinsfunktion i L?(R.). Det finns dérfor en funktion,
som vi betecknar f, med egenskapen att Hﬁ — flla = 0 di n — co. Det &r
denna funktion som kallas fouriertransformen till L?(R)-funktionen f.

Sammanfattningsvis har vi alltsa kommit fram till f6ljande definition.
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Definition. Fouriertransformen f till en funktion f € L?(R) definieras som
7 — Vi £ _ T " —iwt
flw) = tiw Fofw) = Jim [ fwean,

dér griansvirdet ska tolkas som ett grinsvirde i L?-mening.

Anmdrkning. For funktioner f i snittet L'(R) N L2(R) har vi nu tva defi-
nitioner av fouriertransformen f , L'-definition i avsnitt 6.2 och definitionen
ovan. Lyckligtvis ger de bada definitionerna samma resultat. Med beteck-
ningarna ovan géller ndmligen att || f,— f||1 — 0, sa det foljer av sats 6.3.1 (a)
att funktionerna jf; konvergerar likformigt pa R mot Ll—fouriertrﬂlsformen
f. Detta har till foljd att f ocksa &r L2-gransvirdet till foljden (fn)$.

EXEMPEL 7.4.1. Enligt exempel 6.6.2 ar

a

. t -

hm/ e dw = —ine I sgnw.
—a

Detta medfor att ;

]:[1 + 2
Observera att L2(R)-funktionen ¢/(1 + t2) inte tillhor L'(R). O

J(w) = —ime ™l sgn w.

Identiteten i Lemma 7.4.1 kan nu utvidgas till att gilla for hela L?(R).

Sats 7.4.2 (Plancherels formler). Om f, g € L>(R), sd dr

. 1 R
() Jrora =g [ (fe)ra
(i) | soa@ae= 5 [ fe)itde,

Bewvis. Med beteckningarna ovan géller att
lim || f, — fll2=0 och  lim |[f, — f[l2 = 0.
n—oo n—oo

Hérav foljer med hjélp av triangelolikheten

[fll2 = 1F = fallz < W fullz < [ fn = fll2 + [ £]2

att lim, o0 || frll2 = ||fll2, och pa motsvarande séitt att lim,, ||?;H2 =
| fll2- Men enligt lemma 7.4.1 &r || fn||2 = V21| fn||2, sa det f6ljer att

1£ll2 = V2= ]| £l2,

vilket ar ekvivalent med likheten (i).
Den polariserade versionen (ii) foljer av (i) om man uttrycker den inre
produkten med hjélp av normen som i sats 2.5.2. O
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Som korollarium till Plancherels formler visar vi hur man kan fourier-
transformera en produkt av tva L?-funktioner; resultatet dr dualt till sats
6.5.2 (b).

Sats 7.4.3. Antag att f, g € L>(R). Dd ligger produkten fg i L*(R) och
— 1 .
fo=5.F*4
T
Bevis. Pa grund av Cauchy-Schwarz olikhet ar

1fgllx = (If] 1gl) < N fll2llgll2 < oo,

dvs. produkten fg ligger i L'(R) och har dérfor en fouriertransform. For att
beriikna denna noterar vi forst att F[g(t) e')(w) = Fg)(w—a) = g(a — w).
Plancherels formel (ii) ger darfor

o) = /R F0a(t) et = [ a0t a

3 [ FUOI) Flall o)) de
/f o — w)dw = — (f §)(a). 0

For L?(R)-funktioner giller foljande inversionssats.

Sats 7.4.4. Antag att f € L>(R). Dd dr

f(#) = 2mf(t) = 2mf(~1),

ddr likheten ska uppfattas som en likhet for L?-funktioner, dvs. likhet rdder
utom eventuellt pa en nollmdngd.

Bewvis. Vi konstaterar forst att inversionssatsen giller for kontinuerliga L'-
funktioner f med fouriertransform i L' pa grund av sats 7.2.4.

Ett tillrackligt villkor pa f for att satsen ska gilla dr darfor att f Ar
tva ganger kontinuerligt deriverbar och = 0 utanfér nagot begréansat inter-
vall. Detta medfér ndmligen for det forsta att saval f som f” tillhor LI(R)
(och L*(R)). Eftersom f”( ) = —w?f(w) och fouriertransformen f”( ) Ar
begrénsad, #r vidare |f(w)| < Clw|~2 fér stora |w]|, sa fouriertransformenen
f tillhér ockséa L'(R).

Lat nu f vara en godtycklig L?(R)-funktion. D4 finns det en foljd (f,,)$°
av funktioner som &r oédndligt deriverbara och lika med noll utanfor be-
grinsade intervall, och som approximerar f godtyckligt bra i L?-mening,
dvs. sa att ||f, — fl]l2 = 0 da n — oco. (Jmf anmérkningen efter sats 4.5.1.)
Av Plancherels formel foljer nu forst att HE — fll2 = 0 och sedan att
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—

H}"; — f|l2 = 0. Men som vi konstaterat ovan ir fn = 2nf,. Funktioner-

na 2xf, konvergerar dirfor bade mot 2nf och mot f, s de bada sistnimnda
funktionerna méaste vara identiska som L?-funktioner. O

Plancherels formel innebér att fouriertransformering F, dvs. avbildning-
en f — f, & en linjir avbildning fran rummet L?(R) till sig sjdlvt, och
avbildningen &r injektiv eftersom f = 0 uppenbarligen medfor att f = 0. In-
versionssatsen visar att avbildningen ocksa dr surjektiv, dvs. varje funktion
g € L*(R) &r fouriertransform till en (unik) L?(R)-funktion f, nimligen
funktionen f = 5-F[g].

Sammanfattningsvis géller alltsa

Sats 7.4.5 (Plancherels sats). Fouriertransformering F: L*(R) — L?(R) dr
en isomorfism (dvs. en bijektiv linjir avbildning).

Vi avslutar med en sats om fouriertransformen till L2-funktioners deri-
vata som vi kommer att behova i avsnitt 8.4.

Sats 7.4.6. Antag att funktionerna [ och wf(w) bada tillhér L*(R). Da dr
funktionen f (efter att eventuellt ha modifierats pa en nollmingd) kontinu-
erlig. Vidare existerar derivatan f' ndstan éverallt och tillhér L*(R), och

Bevis. Funktionerna (1+w?)Y/2f och (1 +w2)*1/2 ligger bada i L2(R). Det

foljer darfor av sats 7.4.3 att deras produkt f ligger i L!'(R). Vi kan dérfor
definiera en kontinuerlig funktion F' pa R genom att sétta

Ft) = 2% /R Flw)e™ da.

Eftersom 2nF (t) = F(f)(—t) foljer det av inversionssatsen for L2-funktioner
att F' = f som L2-funktioner, dvs. F(t) = f(t) nistan 6verallt.

Det aterstar att visa att funktionen F' &r deriverbar néstan 6verallt och
att derivatan F’ ligger i L2(R) och har fouriertransform iwf(w). Men ef-
tersom funktionen iw f(w) ligger i L2(R) finns det enligt Plancherels sats en
funktion g € L*(R) sadan att j(w) = iwf(w), och vi ska visa F'(t) = g(t)
néstan overallt.

Betrakta for den skull integralen fom g(t) dt. Genom att uttrycka denna
integral med hjélp av den karakteristiska funktiqnen X[0,z] till intervallet
[0, 2], som har fouriertransformen (g ,(w) = —(e7**—1)/iw, samt anvinda
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Plancherels andra formel, far vi

1 ei:pw -1

/O ot) dt = /R o(t) Xomyo) dt )=t g

-2t Jr 1w

1 ¢ izw
Z%/Rf(w)(e — 1) duw

1 £ iTw 1 £
:%/Rf(w)e dw—QTE/Rf(w)dw.

Detta innebér att .
F(z) = / g(t)dt + C,
0

dér C ar en konstant, och hirav foljer att funktionen F' &r deriverbar néstan
overallt med derivata F'(z) = g(x). Diarmed ér beviset klart. O

7.5 Fourieranalys i hogre dimensioner

I manga tillampningar &r de férekommande funktionerna flervariabelfunk-
tioner, vilket dr en anledning till att utveckla fourieranalys ocksa fér sadana
funktioner. Dessbéttre dr det mycket enkelt att generalisera definitionen av
fouriertransformen till funktioner pa R™, och de flesta resultaten i det hér
och det forra kapitlet géller med ldmplig tolkning i den nya situationen och
med i stort sett oférédndrade bevis. Vi nojer oss darfor hiar med att ge sjdlva
definitionen samt med att formulera nagra av de viktigare resultaten.
Vi skriver
f(x)dx
Rn

for integralen av en funktion f: R™ — C 6ver hela R"™, och rummet av alla
integrerbara funktioner f som uppfyller villkoret

I = [ 1fta)lde < o0

betecknas L!(R").

For ¢ = (x1,29,...,2,) och y = (y1,y2,...,yn) 1 R™ séitter vi vidare
x-y =37 x5y; och [z] = /x -z, dvs. z-y dr den vanliga skaldrprodukten
pa R™ och |z| dr lingden av vektorn x.

Definition. For f € L'(R"™) och w € R" siitter vi

flw) = (z)e W dy
Rn

och kallar funktionen f : R™ — C fouriertransformen av f. Istéllet for f
anvénder vi ocksa beteckningen F(f).
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Fouriertransformen till en L'(R")-funktion &r kontinuerlig; mer precist
géller:

Sats 7.5.1. For varje f € LY(R™) dr fouriertransformen f en kontinuerlig
Junktion, |f(w)| < |||y for alla w och limj, o0 flw)=0.

Fouriertransformen till linjarkombinationer, translat, produkter med en
komplex exponentialfunktion och faltningar beriknas med hjélp av foljande
sats.

Sats 7.5.2. Antag att f,g € L'(R"™). Dd dr

(a) (of + B (@) = af (w) + Bi(w) for alla o, p € C,
(b) (36 a)(w) = flw)e ¥ for alla a € R™,
(c) (@2 f)(w) = f(w — a) for alla a € R,
(d) ( *9)(w) = fw)i(w).

Nésta sats, som generaliserar sats 6.6.1, innebér att fouriertransformen
f bestdmmer funktionen f entydigt.

Sats 7.5.3. Fouriertransformen F: L'(R™) — Co(R™) dr en injektiv linjir
avbildning.

Det som gor fouriertransformen till ett anvindbart hjélpmedel for att
studera och 16sa partiella differentialekvationer &r att derivering (med av-
seende pa xj) omvandlas till nagot mycket enklare, ndmligen multiplikation
(med iwy).

Sats 7.5.4. Om f € LY(R") dr kontinuerligt differentierbar och den partiella

derivatan % ocksad tillhor L*(R™), sd dr
J

af .
8%() iwj f(w).

For L'(R"™)-funktioner f vars fouriertransform ocksa tillhér L'(R™) kan
vi rekonstruera f fran dess fouriertransform med hjalp av foljande inver-
sionssats.

Sats 7.5.5. Antag att f och f bada ligger i L*(R™). Dd dr
flx) = (2m)~" - Flw)e* du

ndstan dverallt och speciellt i alla punkter x ddr funktionen f dr kontinuerlig.

For L2-funktioner konstruerar man fouriertransformen genom utvidg-
ning:
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Sats 7.5.6. Det finns en unik kontinuerlig linjir avbildning
F: L*(R") — L*R")

som sammanfaller med fouriertransformen pd delrummet L2(R™)N LY (R").
Den utvidgade avbildningen F dr vidare bijektiv och uppfyller Plancherels
likhet

IF13 = (2m) ™" IFf13
for alla f € L*(R™).

7.6 Fouriertransformen for matt

Det ar ocksa mojligt att definiera en fouriertransform fér andra objekt &n
funktioner, och allra enklast &r det att utvidga definitionen till att ocksa
gélla for dndliga matt sasom Diracmattet och allménna sannolikhetsmatt.

Vi erinrar om att ett dndligt matt p &r en kontinuerlig linjar funktional
som till att borja med &r definierad for alla funktioner ¢ € Co(R), dvs.
kontinuerliga funktioner ¢ som gar mot noll i oéndligheten, och att vi for
funktionalviirdet u(¢) anvinder integralbeteckningen

/ 6(t) dp(t).
R

Definitionsomradet for mattet kan utvidgas till en klass av funktioner som
innehéaller alla begridnsade kontinuerliga funktioner, och eftersom funktio-
nerna e ! #r kontinuerliga och begrinsade kan vi nu helt sonika definiera
fouriertransformen [i(w) av mattet p som

Alw) = ple ) = /R )

Fouriertransformen i blir dérigenom en kontinuerlig och begridnsad funktion
pa R.

Definitionen generaliserar definitionen av fouriertransformen fér abso-
lutintegrabla funktioner, ty en sddan funktion f svarar som matt mot mattet
f(t)dt, och detta matt har enligt definitionen ovan fouriertransformen

/ e WhF(t) dt
R

som #r den vanliga fouriertransformen f(w).
Diracmattet d, i punkten a far fouriertransformen

5a(w) —_ 5a(e—iwt) — e—iaw’

och speciellt ir alltsa 6(w) = 1 for alla w € R.
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Om p och v ar tva matt, sa definierar vi deras faltning p * v som det
matt som uppfyller likheten

e (@) = /R ( /R Bl + 1) du(s) ) dv (1)

for alla kontinuerliga funktioner ¢. For matt av typen f(¢)dt dr den nya
definitionen konsistent med definitionen av faltning for funktioner.
Faltningen &r kommutativ, och det &r latt att verifiera att

prd=0%pu=p

for alla matt p. Diracmattet J fungerar alltsa som multiplikativ enhet for
faltning.
Inséttning av ¢(t) = e~ ! i faltningsdefinitionen leder vidare till likheten

—

(W) = w)o(w).

Historiska notiser

Teorin for fouriertransformen utvecklades parallellt med teorin for fourierserier,
men L2-teorin fick en tillfredsstallande 16sning forst genom Lebesgueintegralen som
mojliggjorde en utvidgning av fouriertransformen till hela L?(R).

MICHEL PLANCHEREL (1885-1967) visade satsen med hans namn 1910. Tre
ar tidigare hade FRIGYES RIESzZ (1880-1956) och ERNST FISCHER (1875-1954)
oberoende av varandra visat att fouriertransformen avbildar L!(T) isometriskt pa
rummet £2.



Kapitel 8

Tillampningar pa
fouriertransformen

8.1 Viarmeledningsekvationen pa R

I avsnitt 5.3 studerade vi véarmeledningsproblemet fér en &ndlig stav. Nu
ska vi studera motsvarande problem for en oédndlig stav som vi modellerar
som reella axeln. Antag att begynnelsetemperaturen i punkten z vid tiden
t = 0 dr f(x), och lat u(z,t) beteckna temperaturen i samma punkt vid
tiden t. Det foljer med samma resonemang som i avsnitt 5.3 att funktionen
u satisfierar den partiella differentialekvation

ou 0%u
(pd) ot ’i@
for x € R och t > 0 och uppfyller begynnelsevillkoret
u(z,0) = f(z)

for alla z € R.

Vi ska hérleda en 16sning u till problemet och réknar till en borjan helt
formellt. Lat for den skull 4(w, t) beteckna fouriertransformen till funktionen
u(-,t) sa att

@(w,t):/ u(z,t)e ™ d.
R

Derivering under integraltecknet ger att

S = [ tesrin = (Ge)e

dér forstas F, betecknar fouriertransformering med avseende pa variabeln
x. Formeln for andraderivatans fouriertransform ger oss a andra sidan att

}‘x(g:;) (@) = —w?i(w, 1),

163
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sa genom att fouriertransformera den givna partiella differentialekvationen
erhaller vi foljande ordinéra differentialekvation i variabeln ¢:

%(w,t) = —kw?i(w, )

ot

med l6sningen
2
(w,t) = Clw)e ™,

Pa grund av begynnelsevillkoret u(x,0) = f(z) ar vidare

i(w,0) = f(w),

vilket innebéir att integrationskonstanten C(w) #r lika med f(w) och att
foljaktligen
W(w,t) = fw)e ™",

Vi erinrar nu om virmeledningskérnan

1
Hf(x) _ %6—12/27—

som vi introducerade avsnitt 7.1, och vars fouriertransform &r
Ho(w) = e ™2,
I termer av den é&r tydligen
W(w,t) = f(w)Ham(w),
och enligt faltningsformeln &r darfor

u(z,t) = (f * Howe) ().

Genom att precisera férutsédttningarna i ovanstaende informella hérled-
ning erhaller vi foljande sats.

Sats 8.1.1. Antag att f € L*(R) och sitt
u(z,t) = (f * How)()

fort >0 och x € R, dir H; dr virmeledningskdrnan. Da gdller:
(i) Funktionen u dr odndligt deriverbar i vre halvplanet x € R, t > 0 och
satisfierar virmeledningsekvationen (pd).
(ii) Om funktionen f dr likformigt kontinuerlig och begrinsad pa R, sa
konvergerar u(z,t) likformigt mot f(z) dat — 0.
(iii) Om f € L'(R) N L?(R), sd konvergerar funktionerna u(-,t) mot f i
L?-mening dd t — 0.
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Bevis. (1) Enligt sats 7.2.2 &ar

1 . .
u(z,t) = > /Rf(w)e_”w{zte“"x dw.

For ¢ > 0 kan vi nu utan problem derivera partiellt under integraltecknet
ett obegriansat antal ganger med avseende pa savil x som t beroende pa
att e=""t avtar si snabbt i oandligheten. Funktionen w &r dérfor odndligt
deriverbar i 6vre halvplanet. Eftersom funktionerna e el gatisfierar
véarmeledningsekvationen for varje fixt w foljer det vidare genom derivering
under integraltecknet att funktionen u(z,t) ocksa satisfierar véirmelednings-
ekvationen. Detta bevisar pastaende (i).

(ii) Pastaendet dr en omedelbar konsekvens av sats 7.1.2.

(iii) Enligt Plancherels formel &r
Juot) = £18 = ol 8) = B = oo [ 1Pl 17 do
’ 27 on! Y 27 on Jn ’
och integranden i hogerledet gar mot noll da t — 0 samt majoreras av
41f(w)|?. Det foljer dérfor av satsen om dominerad konvergens att integralen
gar mot noll da ¢ — 0, vilket bevisar vart pastaende. O

Anmdrkning. Villkoren i sats 8.1.1 garanterar att virmeledningsekvationen
(pd) &r lsbar, men de &r inte tillréickliga for att 16sningen ska vara entydigt
bestamd. For entydighet behtver man stélla krav pa lésningens uppférande
da x gar mot oandligheten.

8.2 Samplingssatsen

En analog signal som modelleras av funktionen f € L'(R), séiges vara band-
begrinsad till intervallet [a, b] om signalens spektrum ligger i intervallet, dvs.
om fouriertransformen f(w) ir lika med noll for alla w utanfor intervallet
[a, b]. Intervallets langd b — a kallas signalens bandbredd.

Den teoretiska grunden for digital teknik fér inspelning, lagring och av-
spelning av akustiska signaler finns i foljande sats.

Sats 8.2.1 (Samplingssatsen). En kontinuerlig signal med bandbredd 2L dr
entydigt bestimd av signalens virden i de diskreta tidpunkternann/L, n € Z.

Bewvis. Vi noterar forst att vi utan inskrdnkning kan anta att bandbegréns-
ningsintervallet dr symmetriskt kring origo, dvs. &r intervallet [—L, L]. Om
signalen f har sitt spektrum i ett godtyckligt intervall [a,b] av lingd 2L
och m betecknar intervallets mittpunkt, s& har ndmligen den kontinuerliga
signalen g(t) = e 7™ f(t) sitt spektrum i intervallet [—L, L] eftersom §(w) =
f (w+m), och vi kan uppenbarligen rekonstruera f fran virdena i punkterna
nn/L, n € Z, om vi kan rekonstruera signalen ¢ fran samma vérden.
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Anta alltsa att f dr bandbegrinsad till intervallet I = [—L, L]. Eftersom
fouriertransformen till en Ll(R)—funktionA ar kontinuerlig och f(w) = 0 ut-
anfor det begrinsade intervallet I, ligger f i L'(R). Inversionssatsen ger oss

darfor likheten
= 1/ f(w)ei”t dw = L /L f(cu)eiwt dw
o 27C R - 27C L '

Att signalen f dr entydigt bestdmd av samplingsviardena f(nrn/L) foljer
nu omedelbart av foljande sats, som ocksa ger en explicit formel for sjalva
rekonstruktionen av signalen fran samplingsvéirdena. O

1 [t .
= 2TE/L P(w)e! dw

déir ¢ dr en funktion i L*([—L, L]). Dd dr

Zf nn sin(Lt — nn)

Lt —nxw
nez

Sats 8.2.2. Antag att

for alla t € R, och serien i hogerledet konvergerar likformigt pa R.

Bevis. Sitt g(w) = Lé(w)/m, och lat h; beteckna restriktion av funktionen
w > e % till intervallet [—L, L]. Funktionerna g och h; ligger i L?([—L, L],
och med hjilp av dem kan vi skriva f(¢) pa formen

1 L
10 =57 [ o)l de
Enligt den polariserade versionen av Parsevals sats dr darfor

=Y cndn(t)

nez

dér ¢, och d,(t) betecknar fourierkoefficienterna till funktionerna g och hy.
Dessa &r

1 .
i = —i(nn/L)w — r(_
e =5 ¢(> dw = f(—nn/L),
— 1 L —itw ,—i(nn/L)w _ sin(Lt—i—nn)
d”(t)_QL/ e e do ==

Eftersom fourierkoefficienterna d,,(¢) &r reella foljer det nu att

= 3 o) = Y eondn(t) = 3 flna/ ) L),

neZ nez nez
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vilket bevisar rekonstruktionsformeln.
For att visa att konvergensen #r likformig uppskattar vi svansarna i
serien och far da med hjilp av Cauchy—Schwarz olikhet och Parsevals sats:

‘Z CnMES Z |Cn|2' Z |dn(t)‘2§ Z |Cn|22|dn(t)|2

[n|>N [n|>N In|>N In|>N nez
= > el ez = ) leal”
[n|>N [n|>N

Uppskattningen visar att Z|n|> N Cndn(t) gar mot noll uniformt da N — oo.
]

For att vi ska kunna anvénda rekonstruktionsformeln kravs det att signa-
len har dndlig bandbredd. Men vilka analoga signaler har dndlig bandbredd?
Egentligen inga fysiska signaler, ty en sddan signal varar ju bara under ett
andligt tidsintervall och ska da egentligen modelleras med en funktion f som
ar noll utanfor ett begrénsat intervall. Och en sadan funktion, som inte &r
identiskt lika med noll, kan inte ha en fouriertransform f som &r noll utanfor
ett dndligt intervall. Se 6vning 8.1.

I praktiken spelar dock detta inte nagon roll. Det ménskliga o6rat kan
inte uppfatta ljud med hogre frekvens an 20 kHz. Med tiden t angiven i
sekunder har signalen ¢! frekvensen |w|/2n Hz och den ir saledes ohérbar
om |w| > 40000x. Alla horbara signaler kan dérfér anses ha sitt spekt-
rum i intervallet |—40 000z, 40 000n[ och dédrmed ha en bandbredd som inte
overstiger 80 000 . For perfekt ljudatergivning riacker det déarfor att sampla
signalen i diskreta tidpunkter med tidsavstandet At = 1/40 000 sekund, dvs.
med samplingsfrekvensen 40 kHz. Vanliga CD-spelare anvinder samplings-
frekvensen 44.1 kHz.

Undersampling

Lat oss understka vad som hénder om man anvénder rekonstruktionsfor-
meln i sats 8.2.2 pa en signal f vars faktiska bandbredd &r storre &n 2L.
Antag att fouriertransformen f i sjalva verket bara dr noll utanfor interval-
let [-L —4d,L+ 4], ddr 0 < § < L, och lat fr beteckna den signal som fas
med hjélp av rekonstruktionsformeln, dvs.

) = 1
nez

Vi ska bestdmma fouriertransformen J/‘E och se hur den skiljer sig fran den
ursprungliga signalens fouriertransform f . Vi uttrycker for den skull samp-
lingsvérdena f(nrn/L) med hjilp av fouriertransformen till f. Inversionsfor-
meln ger att
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nx 1 o . 1 -L .
— ) = — i(nm/L)w — i(nn/L)(w+2L)
f(L) o / flw)e ¥ dw 2n</L6f(w)e dw

L+6 )
/ 1n7r,/L Y dw +/ f(w) el(mr/L)(waL) dw)
L L
1 L
— ? / w _ 2L 1(nn/L)w dw +/ f nn/L)w dw
/ w + 2L) i(nn/L)w dw)
L
1 A .
= on / ( w—2L) + f(w) + f(w+ 2L))el(m/L)“ dw.

Satt

hw) = (flw = 2L) + (@) + fw +20))x(-L,0 (@),
dér x|_r,z) som vanligt betecknar den karakteristiska funktionen till inter-
vallet [—L, L]. Funktionen h &r kontinuerlig pa intervallet [—L, L] och lika
med noll utanfér detsamma och tillhor foljaktligen speciellt L'(R) N L2(R).
Om vi definierar funktionen g som

g(t) = 2175/ h(w) ewt duw = 217';/ (f(w—?L) —|—f(w) "’f(W—FQL))eimdw,

sa dr g(t) = QLIAz( t), och inversionsformeln (for L2-funktioner) ger att

9(w) = h(w)
for alla w 1 intervallet [—L, L].
Pa grund av formeln for samplingsviirdena f(nn/L) och definitionen av
funktionen ¢ &r slutligen g(nn/L) = f(nn/L), sa det foljer av rekonstruk-
tionsformeln i sats 8.2.2 att

Zf nn sin(Lt — nm)  falt).

g Lt —nn
For |w| < L ar foljaktligen
Fr(w) = §(w) = h(w) = (f(w = 20) + f(w) + f(w +20)) X113 (w)-
Notera att fr # f eftersom E # f. Om vi jamfor de bada signalernas
transformer sa ser vi att
fw)+ flw+2L) for —L <w < —L+9,
Frw) =< f(w) for —-L+6<w< L34,
fw)+ flw—2L) for L—6<w<L.
Genom undersamplingen skiftas saledes hogfrekvent innehall i signalen f till
ligre frekensomraden. Se figur 8.1. Fenomet kalls vikning eller aliasing.
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Figur 8.1. Vikning: Till vinster fouriertransformen till en signal
med bandbredd 2L + 24, och till htger transformen av den signal
som fas genom sampling med samplingsbredden 2L.

Ovning

8.1

8.2

Antag att funktionen f dr kontinuerlig och lika med noll utanfor ett
begrinsat intervall samt att fouriertransformen f ocksa ar noll utanfor
nagot begrénsat intervall. Visa att f &r lika med noll Gverallt.

[Ledning: Antag utan inskrénkning att f &r noll utanfor intervallet
[0,7], och lat F' vara restriktionen av f till intervallet [0,2n]. Visa
genom att berikna fourierkoefficienterna att F' &r ett trigonometriskt
polynom, vilket &r orimligt om inte F'(¢) = 0 for alla ¢.]

Lat f vara som i sats 8.2.2. Visa att om A > 1, sa ar

1) = 52 S PO K (LM ),
neZ

déar

Ki(z) = cos(z/N) — cos T

22

Rekonstruktionsformeln konvergerar saledes snabbare om man samp-
lar f oftare, ty Ky(x) = O(1/|z|?) d& |z| — oo.

[Ledning: Lat k vara funktionen i figur 8.2 och definiera funktionerna
g och h; pa intervallet [— LA, LA] genom att sétta

g(w):{“‘b(“’)/" forll <L h(w) = e (W),

0 for |w| > L
Notera att
1 LA
t) = — h d
10 = g5 || ole)hle) de

och anviind Parsevals sats.]
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L)L L L\

Figur 8.2. Funktionen k i 6vning 8.2.

8.3 Linjira tidsinvarianta system

I inledningskapitlet exemplifierade vi begreppet (diskret) faltning med dis-
kreta svarta lador. Nu ska vi diskutera den analoga motsvarigheten, dvs.
system eller apparater som tar emot kontinurliga signaler, processar dem
pa nagot sétt och levererar kontinuerliga utsignaler. Vi &r fortfarande inte
intresserade av vad som h#nder inuti systemet/apparaten utan betraktar
det som en funktion 7" med méngden av alla mojliga insignaler som defi-
nitionsméngd. Sambandet mellan insignal x och utsignal y har foljaktligen
formen y = T'(x), och vi kan beskriva det hela schematiskt med figur 8.3.

Insignal Utsignal
_ T _
(t) y(t)

Figur 8.3. Analog svart lada

Ett sadant system kallas linjdrt om funktionen T &r linjar, dvs. om
T(a1z1 + axa) = a1T(x1) + aoT (x2)

for alla insignaler 1 och xo och alla skalérer a; och as.

Inga verkliga apparater kan naturligtvis vara fullsténdigt linjéra, men
manga kan med god approximation anses vara linjira inom sina begriansade
funktionsomraden.

Om ett system fungerar pa samma sitt oavsett nir det anvinds, kallas
det tidsinvariant. For att formulera egenskapen matematisk later vi x, be-
teckna den med 7 enheter translaterade signalen x, dvs. z.(t) = z(t — 7).
Systemet T &r da tidsinvariant om

T(z;) =T(z)r

for alla signaler x och alla 7 € R. Om insignalen z(t) ger upphov till ut-
signalen y(t), sa ska alltsa den translaterade insignalen x(¢t — 7) resultera i
utsignalen y(t — 7).
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System som &r bade linjéra och tidsinvarianta kallas LTI-system. Exem-
pel pa apparater som kan modelleras som LTI-system &r digitala forstérkare
och filter.!

ExXEMPEL 8.3.1. Ett system dér utsignalens vérde varje tidpunkt ¢ &r me-
delvéirdet av insignalen under tidsintervallet [t —1,¢+ 1], dvs. ddr sambandet
mellan insignal x och utsignal y ges av ekvationen

1 t+1
ot =5 [ ats)ds
2 Jim1
ar ett LTI-system.
Sambandet mellan ut- och insignal kan uttryckas som en faltning. Varia-
belsubstitutionen s = ¢ — u i integralen ger ndmligen att
1! 1
vy =5 [t —wydu=3 [ alt—wxi(u)du
2 J_ 2 Jr

1
sa y = k * x for funktionen k = %X[—Ll}' O

EXEMPEL 8.3.2. Ett system dér utsignalens vérde vid varje tidpunkt ¢ &r
lika med medelvérdet av insignalens vérden vid tidpunkterna ¢ —1 och ¢t +1,

dvs. dar
a1 ta(t D)

y(t) = 5 ,

ar ocksa ett LTI-system. Aven i detta fall kan vi skriva sambandet mellan
ut- och insignal som en faltning y = k % z, men nu behtver vi anvénda
oss av Diracmattet for att definiera k. For Diracmattet d, i punkten a &r
8o * 2(t) = 2(t — a), sé faltningssambandet géller for k = $(6_1 +61). O

Lat T vara ett LTI-system som kan processa sinusoider och deras kom-
plexa motsvarigheter, dvs. de komplexa exponentialfunktionerna, och lat
y“(t) beteckna utsignalen till insignalen e'“!. Vi ska titta pa utsignalen till
den translaterade insignalen ¢“(~7)_ Eftersom

iwt—7) _ —iwT jiwt

e e e

ar utsignalen dels lika med y*“(t —7) pa grund av tidsinvarians, dels lika med
—lwT, w

e “Ty“(t) pa grund av linearitet. Det foljer att
Yt —T) = e Ty ()

for alla 7 och alla ¢, och genom att speciellt vélja ¢ = 0 och sedan byta 7
mot —t ser vi att

T(e!) = y(t) = y*(0)e".

'Ett filter & en komponent som slipper igenom signaler vars frekvenser ligger inom
ett givet intervall och kraftigt reducerar 6vriga signaler.
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Funktionerna ¢! #r med andra ord egenfunktioner till avbildningen 7" med

K(w) = y¥(0) som motsvarande egenviirden. Sammanfattningsvis har vi

darmed visat foljande sats.
Sats 8.3.1. For LTI-system T dr de komplexa exponentialfunktionerna e“*

egenfunktioner, dvs. det finns en funktion K(w) med egenskapen att
T(e¥) = K(w)e“!,
Funktionen K(w) kallas systemets frekvenssvar.

EXEMPEL 8.3.3. For LTI-systemet i exempel 8.3.1 resulterar insignalen e'“!

i utsignalen
1 t+1 )
ye(t) = / e“ds.
t—1

1 .
K(w) =y*(0) = / ows gs = 20

-1 w

Den uppmérksamme ldsaren noterar nu att frekvenssvaret K (w) dr fou-
riertransform till funktionen %X[—I,I]v dvs. till den funktion k£ som gor att
sambandet mellan in- och utsignal kan skrivas som en faltning y = k * x.

O

EXEMPEL 8.3.4. Frekvenssvaret i LTI-systemet i exempel 8.3.2 4r pa mot-
svarande vis

K(w)==
() = 5
och dven i det hir exemplet &r frekvenssvaret lika med fouriertransformen
till k = %(5_1 + 01) i faltningssambandet y = k * = mellan in- och utsignal.

O

e ¥ +e") = cosw,

Alla system i vilka sambandet mellan in- och utsignal ges av en faltning,
ar LTT-system.

Sats 8.3.2. Lat k vara en funktion eller mer allmdnt ett matt. Da definierar
faltningen y = k x x ett LTI-system med x som insignal och y som utsignal.

Det &r underforstatt att de tillatna insignalerna #r de funktioner som
gor faltningen véldefinierad.

Bevis. Bade linearitet och tidsinvarians foljer omedelbart fran faltningsde-
finitionen y(t) = k* z(t) = [g k(t — w)z(u) du. O

I LTI-systemet y = k *x x kallas k systemets impulssvar, och anledningen
dr att insignalen § (en inpuls) ger y = k % 0 = k som utsignal.
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Att LTI-systemen i exemplen ovan kan skrivas som faltningar och att
frekvenssvaret K (w) ges av fouriertransformen till impulssvaret k &r ingen
tillfallighet, utan motsvarande géller under tamligen allminna forhallanden
som foljande heuristiska resonemang visar.

Lat T vara ett LTI-system vars frekvenssvar K (w) &r fouriertransform
till nagon funktion k (eller mer generellt till nagot matt k), och betrakta en
insignal z(¢) med fouriertransform #(w). Antag att signalen kan rekonstrue-
ras fran fouriertransformen med hjalp av inversionssatsen, dvs. att

1 .
z(t) = 2TE/R:E(W)e“"t dw,

att motsvarande géller for signalen k * x(t), samt att LTI-systemet T &r
kontinuerligt i den bemérkelsen att linearitetsegenskapen kan utstrickas fran
att gélla for dndliga summor av insignaler till ”oéndliga summor” i form av
integraler. D& &r

T()(t) = T(5- /R Bw)e dw) = - /R T((w)e ") dw

2n 2n
_ 1 &(w)T(e“) dw = 1 #(w)K (w)e! dw
N 21 R N 2n R
_ 1 7. A iwt _ i o iwt
=5 k(w)Z(w)e“" dw = o /Rk:*:n(w)e dw
=kxxz(t).

En onskvird egenskap hos manga verkliga system &r att de ska vara
stabila. Det finns flera olika stabilitetsbegrepp i bruk, men det vanligaste &r
foljande.

Definition. Ett LTI-system kallas BIBO-stabilt om utsignalen &r begréinsad
for varje begridnsad insignal. BIBO star for ”"bounded input-bounded out-
put”.

Sats 8.3.3. LTI-systemet y = k x x, ddir k dr en funktion, dr BIBO-stabilt
om och endast om funktionen k dr absolutintegrabel.

Bevis. Att systemet dr BIBO-stabilt om k € L*(R) foljer av olikheten

|—‘/ z(t —s) ds’</]k: |]:1:t—s|ds</|k sup\a: (s)|ds

= ||k[[1 sup |z(s)],
seR

som visar att utsignalen &r begréinsad for alla begrdnsade insignaler.
Antag omvint att systemet dr BIBO-stabilt och lat z(¢) vara den insignal
som fas genom att sitta x(t) = k(—t)/|k(—t)| om k(—t) # 0 och z(t) = 0 om
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k(—t) = 0. Insignalen z(t) &r da till beloppet begrénsad av 1, sa motsvarande
utsignal y(t) &r begrinsad. Eftersom

y(0) = /R B(s)z(—s) ds = /R 1k(s)|ds = [[K]}1,
ar Hk”l < 0oQ. O

EXEMPEL 8.3.5. Ett lagpassfilter dr ett filter som slédpper igenom signaler
med frekvenser som understiger ett givet virde a och reducerar Gvriga sig-
naler. Ett LTI-system med f6ljande frekvenssvar

1 om|w|<a
K@) =X-oaw) = {0 for ovrigt
skulle darfor vara ett perfekt lagpassfilter eftersom systemet annihilerar sig-
naler med frekvenser som overstiger a fullstdndigt. Motsvarande impuls-
svar k, dvs. den funktion som har K som fouriertransform, ar funktionen
sin at/nt och den &r inte absolutintegrabel. Ett idealt lagpassfilter &r dérfor
inte BIBO-stabilt. ]

Ideala lagpassfilter gar heller inte att realisera i praktiken, bl. a. av det
skilet att det inte fungerar i realtid. For system som fungerar i realtid kan
utsignalens varde i en punkt ¢ bara bero av insignalens vérden i tidpunkter
upp till och med t. Sadana system kallas kausala.. Ett system T &r med
andra ord kausalt om

x(s) =2z(s) for s <t = T(x)(t) =T (2)(t)
for alla t. For linjéra system T dr detta ekvivalent med att
z(s)=0for s <t = T(z)(t)=0.

Sats 8.3.4. Eit faltningssystem dr kausalt om och endast om det kan skrivas
pa formen

y(t) = /000 k(s)x(t — s)ds.

Bevis. Antag forst att systemet T har den formen, och lat x vara en insignal
sadan att z(s) =0 for s < t¢. Da ar

T(@)(t) = /OOO k(s)n(t — 5) ds = /Ooo k(s) - 0ds = 0

vilket visar att systemet &r kausalt.
Antag omvént att systemet y = T'(x) = k*x dr kausalt. For alla signaler
x med z(s) =0 for s <0 &r da &r

0
0=T(z)(0) = /Rk’(s):c(O —s)ds = / k(s)x(—s)ds,

—00
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och eftersom z(—s) kan viljas godtyckligt for s < 0 medfér detta att
fi)oo k(s)f(s)ds = 0 for alla funktioner f. Speciellt &r dérfor

0 00
T(z)(t) = /R k(s)x(t—s)ds = /_ k(s)x(t —s)ds + /0 k(s)x(t —s)ds
= /000 k(s)x(t — s)ds

for alla insignaler . O

EXEMPEL 8.3.6. Inga av systemen i exemplen 8.3.1, 8.3.2 och 8.3.5 ar kau-
sala. O

8.4 Heisenbergs osikerhetsprincip

Vi bérjar med en olikhet som brukar kallas Heisenbergs olikhet eftersom den
finns implicit i ett av hans kvantmekaniska arbeten.

Sats 8.4.1 (Heisenbergs olikhet). Antag att f € L?>(R). Da dr

(8.1) /R 2IF)P dt - /R I do> /R O’

Mer generellt gdller att

82 [ e—oPlr@Pae [ @-vfelde> 3 ([ foP )

for alla reella tal a, b.

Bevis. Genom att anvénda olikheten (8.1) pa funktionen
g(t) = e "I f(t +a),
som har fouriertransformen
§(w) = € f(w +b)

ser man att olikheten (8.2) foljer av olikheten (8.1).

For att visa olikheten (8.1) kan vi naturligtvis utan inskrénkning anta
att integralerna [g t2|f(t)|?dt = [|tf(t)|3 och [g w?|f(w)]? dw = ||wf(w)|3
ar dndliga. Enlig sats 7.4.6 medfor detta att funktionen f &r kontinuerlig
(om man modifierar den pa en nollméingd), att derivatan f’ existerar nistan
overallt och tillhor L2(R) samt att J/"\’(w) = iwf(w). Genom att utnyttja att

2_d N\ rn\ NN I

%If(t)\ = ZFOF@) = f(O)f (@) + f({O) () = 2 Re(f (1) /(1))
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far vi nu med hjalp av partiell integration:

(3.3) / O = [tl7(0) / LT dr
b
— blf ()% — al f(a) > — 2 Re / HF () D) dt

Funktionen tf(¢)f’(¢) tillhér L'(R) pa grund av Cauchy—Schwarz olikhet,
ty

(8.4) / LT dt < [E£E) [l (0)o-

Integralerna i véinster- och hogerleden av likheten (8.3) konvergerar dérfor da
b — oo resp. a — 00, vilket medfor att de bada gransvirdena limy_, o, b| f(b)|?
och lim,_,_ a|f(a)|? maste existera. Bada grinsvirdena ér vidare lika med
noll, ty i motsatt fall vore |f(t)| av storleksordningen |t|~'/2 d& t gar mot
plus eller minus o#ndligheten, vilket strider mot antagandet f € L?(R).

Gréansovergang i likheten (8.3) i kombination med olikheten (8.4) och
Plancherels formel || f/[|o = (2n)~ 1/2||f’||2 (21)~V2||wf (w)]|2 leder saledes
till olikheten

1113 = —2 Re/ tf()f/(t)dt <2 Itf ") dt < 20tf ()ll2ll.f ()]l
= 2[[tf(®)ll2 - (2m)~ 1/ZHWJ"(W)H%
som efter kvadrering &r olikheten (8.1). O

Vi ska nu ge en sannolikhetsteoretisk tolkning av Heisenbergs olikhet och
erinrar da om att en tdthetsfunktion ar en icke-negativ funktion g sadan att
Jr 9(t)dt =1, dvs. en icke-negativ funktion g € L'(R) med ||g|j; = 1.

Tathetsfunktloner g ger upphov till sannolikhetsmatt pa R, och om
fR t2g(t) dt < oo, sé existerar vintevirdet

u—/Rtg(t)dt,

eftersom y dr den inre produkten av de tva L?(R)-funktionerna tg(t)
g(t)Y/2, och variansen

Var(g) = /R (t — p)g(t) dt = /R 2g(t) dt

Liten varians betyder att huvudparten av sannolikhetsmassan ar lokali-
serad till en liten omgivning av véantevirdet, medan stor varians innebér att
sannolikhetsmassan &dr utsmetad over ett storre intervall.

1/2 5¢h



8.5 Centrala grinsvirdessatsen 177

Lat nu f € L?(R) vara en funktion med norm || f|j2 = 1. Enligt Plan-
cherels sats &r da ocksé [|(2r)Y/2f||y = 1, och detta innebiir att bade |f|?
och (2n)~ 1| f|? dr téthetsfunktioner till sannolikhetsmétt. Om vi i sats 8.4.1
viiljer konstanterna a och b som viinteviirdena till |f|2 resp. (2r)~|f]?, s
far vi darfor foljande resultat for de bada sannolikhetsmattens varians.

Sats 8.4.2. Antag f € L*(R) och ||f|2 = 1. Dd dr

1

Var(|f[?) - Var((2m) ! f*) >

Resultatet innebér att de bada varianserna inte kan vara sma samtidigt.
Om tiitheten | f|2 har en liten varians &, sa har den duala tétheten (2r) 1| f|2
en varians av minst storleksordningen 1/4.

Heisenbergs olikhet har som némnts sina rétter i kvantmekaniken. Inom
kvantmekaniken beskrivs ldge och rorelseméngd hos en elektron som ror sig
utefter en linje av L?(R)-funktioner. Varken lige eller rérelsemingd kan
anges exakt utan det dr enbart mojligt att att ange sannolikheten for att
elektronen ska befinna sig inom ett givet intervall och ha en rérelseméngd
inom ett givet intervall. Positionssannolikheten har en tédthetsfunktion av
typen |f|> med f € L?(R), medan tithetsfunktionen for rérelsemingd ges
av (2n) 71 f|2.

Om man anvéinder positionsférdelningens vintevérde for att ange elektro-
nens ldge, sa blir fordelningens standardavvikelse, dvs. kvadratroten ur va-
riansen, ett matt pa osikerheten i positionsangivelsen. Ju mindre standard-
avvikelse desto mer sannolikt att elektronen befinner sig i ett intervall av
given storlek kring véantevérdet. P& motsvarande sétt blir standardavvikel-
sen hos tathetsfunktionen for roérelseméngden att matt pa osidkerheten da
rorelseméngden ges av motsvarande vinteviarde. Om Az och Ap star for
standardavvikelserna i positionsangivelsen resp. rorelseméngdsangivelsen, sa
blir dérfor den kvantmekaniska tolkningen av olikheten i sats 8.4.2 att

Ax-Ap > C,

dér C &r en konstant, och med rétt val av fysikaliska enheter dr C' = h/4x,
dér h dr Plancks konstant. Olikheten visar att det &r principiellt omgjligt att
med godtyckligt stor precision samtidigt bestdmma ldge och rorelseméngd.

8.5 Centrala griansvirdessatsen

Lat oss borja med att rekapitulera nagra grundldggande begrepp fran sanno-
likhetsteorin och samtidigt fixera den notation som vi kommer att anvinda
0SS av.

En reell stokastisk variabel X &r en funktion som &r definierad pa nagot
sannolikhetsrum. Vi kan darfor meningsfullt tala om sannolikheten att X
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ska ha ett viarde som ligger i en viss delméngd B av R, och denna sannolikhet
betecknas Pr(X € B). Speciellt kan vi betrakta sannolikheten Pr(X < x)
att X ska vara mindre &n eller lika med x, och detta ger oss den stokastiska
variabelns (kumulativa) fordelningsfunktion F', som definieras av att

F(z)=Pr(X <z

for alla z. Férdelningsfunktionen &r uppenbarligen vixande, och den gar mot
1 dad  — oo och mot 0 d& z — —oo. Man kan vidare visa att funktionen
ar kontinuerlig utom i hogst upprikneligt manga punkter, och i diskontinui-
tetspunkterna ar den hégerkontinuerlig.

Den stokastiska variabeln X kallas absolutkontinuerlig om det finns en
icke-negativ funktion f € L'(R) sadan att

F(z) = / Ft)dt

for alla x, i vilket fall nodvéndigtvis || f||1 = 1. Funktionen f kallas variabelns
tathetsfunktion.

Till varje stokastisk variabel X kan man associera en linjér s. k. vdnte-
vdrdesoperator Ex som &r definierad for en klass av funktioner som inklude-
rar alla begrédnsade funktioner, och som for den karakteristiska funktionen
X]—o0,2] till intervallet |—oo, z] ges av att Ex (X|—oo,s]) = F'(7). En stokastisk
variabel X #r saledes fullstéindigt bestdmd av sin vintevirdesoperator Ex.

For absolutkontinuerliga stokastiska variabler med téthetsfunktion f &r
speciellt

Ex(g) = /R g(t) F (1) dt.

dér definitionsméngden bestar av alla (métbara) funktioner g sadana att

Jrlg@1f (1) dt < .
Om Ex(id) existerar fér den identiska funktionen id, dvs. funktionen

som definieras av att id(t) = ¢, sa sétter man
E(X) =Ex(id)

och kallar E(X) for vintevdrdet eller medelvirdet av den stokastiska varia-
beln X. For absolutkontinuerliga stokastiska variabler X med téthetsfunk-
tion f ar alltsa speciellt

B(X) = /Rtf(t) dt

forutsatt att integranden tf(t) ligger i L'(R).

Ett slaende faktum av stor betydelse &r att om X &r en stokastisk varia-
bel och g ar en godtycklig funktion och vi definierar en ny stokastisk variabel
Y genom att sitta Y = g(X), sa &r

E(9(X)) = Ex(9),
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om nagot av de tva vinteviardena existerar. I det absolutkontinuerliga fallet
da X har tathetsfunktion f, dr saledes speciellt

Vintevirdena E(X™) kallas i forekommande fall for den stokastiska va-
riabeln X:s moment av ordning n. Forstamomentet &r tydligen lika med
vianteviardet och betecknas ofta . Om andramomentet existerar, sa existe-
rar automatiskt forstamomentet pu, liksom variansen

Var(X) = E((X — p)%) = B(X?) — B(X)

Lat nu X vara en godtycklig stokastisk variabel med vintevirdesoperator
Ex och lat w € R. Eftersom funktionen t — e“* &r begrinsad, har den
stokastiska variabeln ¥ ett vintevirde, nimligen E(e“X) = Ex(el“?). Vi
kan dérfor definiera en funktion ¢: R — C genom att sétta

$(w) = E(eY).

Probabilisterna kallar funktionen ¢ for den stokastiska variabelns karakte-
ristiska funktion.?
Om den stokastiska variabeln X har en tdthetsfunktion f, sa ar tydligen

o(w) = /R et f(t) dt = f(—w),

vilket &r forklaringen till att fourieranalys &r ett viktigt hjdlpmedel inom
sannolikhetsteorin.? Det foljer av inversionssatsen att den karakteristiska
funktionen ¢ bestdmmer tathetsfunktionen f och ddrmed ockséa fordelnings-
funktionen F entydigt.

Naturligtvis &r ¢(0) = 1, och om andramomentet existerar, sa foljer det
av sats 6.4.2 att funktionen ¢ ar tva ganger deriverbar med derivatorna

¢ (w) :i/ e“ltf(t)dt och ¢"(w)= —/ e £(t) dt,
R R

och speciellt r alltsa ¢'(0) = iE(X) och ¢”(0) = — E(X?). For stokastiska
variabler med vintevirde 0 och varians o2 dr med andra ord ¢(0) = 1,
#'(0) = 0 och ¢"(0) = —c?, vilket betyder att ¢ har en Taylorutveckling
kring 0 pa formen

(8.5) Sw) =1 %U%Q +o(w?).

20rdet karakteristisk funktion férekommer saledes i tva betydelser, dels som karakte-
ristisk funktion till en méngd, dels som karakteristisk funktion till en stokastisk variabel.
Karakteristiska funktioner till méngder kallas ocksa for indikatorfunktioner.

3Den karakteristiska funktionen &r en fouriertransform dven for stokastiska variabler
som inte dr absolutkontinuerliga, t. ex. diskreta stokastiska variabler, men da kravs det
forstas att vi generaliserar begreppet fouriertransform till att omfatta transformer av matt.
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Detta giller ocksa i det allminna fallet &ven om hérledningen ovan bara
gjorts for absolutkontinuerliga stokastiska variabler.
En stokastisk variabel X med tathetsfunktionen

(t— /~‘)2)

202

1

oV 21

ft) =

exp(—

kallas normalfordelad med parametrarna p och o2, och det r litt att verifie-
ra att u dr variabelns viintevirde och att o2 dr dess varians. Om vintevirdet
dr 0 och variansen &r 1, kallas variabeln standardnormalfirdelad. Fordel-
ningsfunktionen till standardnormalférdelningen betecknas ®, och dess ka-
rakteristiska funktion ¢ &r (jmf exempel 6.4.2)

Inom sannolikhetsteorin spelar normalférdelningen en speciellt betydel-
sefull roll av foljande anledning;:

Sats 8.5.1 (Centrala gransvardessatsen). Antag att X1, Xo, X3, ... dren foljd
av oberoende, lika fordelade stokastiska variabler med vintevdrde p och va-
rians o2, och sdtt

Sn=X1+Xo+ -+ X

For alla reella tal x dr da

. Sp —np 1 /’3 1.2
1 Pr(—— < =0 = —— e 2" dt.
Jim Pr(= 0 <a) = 0l) = oo |

Bevis. Slumpvariablerna X — p har samma sannolikhetsfordelning, sa de
har forstas ocksa samma karakteristiska funktion, som vi betecknar ¢, och
eftersom deras viinteviirde och varians &r 0 resp. o2, ges ¢:s Taylorutveckling
av ekvation (8.5).

Lat nu ¢, beteckna den karakteristiska funktionen till den stokastiska
variabeln (S, —nu)/o+/n. Eftersom de stokastiska variablerna X}, dr obero-
ende #r ocksa variablerna ¢“(Xk—#) oberoende, sa det foljer att

(X =)+ (Xo—p)+-+(Xn—p)

eiwdn ):E(eiw vy )

For fixt w gar
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mot exp(—%wz) da n — oo, och de karakteristiska funktionerna ¢, kon-
vergerar saledes punktvis mot standardnormalférdelningens karakteristiska
funktion da n — oco. Centrala griansvirdessatsen ar darfor en konsekvens av
foljande sats. O

Sats 8.5.2 (Lévys sats). Lat (Y;,)5° vara en foljd av stokastiska variabler med
fordelningsfunktioner (F,,)3° och karakteristiska funktioner (¢,)$°, och antag
att

lim ¢, (w) = ¢(w)

n—oo
for alla w € R, ddr ¢ dr den karakteristiska funktionen till nagon stokastisk
variabel Y med fordelningsfunktion F'. Da dr

lim F,(x) = F(x)

n—oo

1 alla punkter x ddr fordelningsfunktionen F dr kontinuerlig.

Anmdrkning. Omvéandningen géller ocksa, dvs. om férdelningsfunktionerna
F,, konvergerar mot F' punktvis i alla kontinuitetspunkter till F', sa konver-
gerar de karakteristiska funktionerna ¢, punktvis mot ¢ overallt.

Lévys sats géller generellt, men vi ska inskrédnka oss till att behandla
fallet att alla inblandade stokastiska variabler &r absolutkontinuerliga. Da
foljer satsen av foljande tre lemman.

Lemma 8.5.3. Ldt (f,)$° vara en foljd av reella, icke-negativa L' (R)-funk-
tioner med norm 1, och antag att det finns en reell, icke-negativ funktion
f € LYR) sddan att A R

Jim fu(w) = f(w)
for alla w € R. For alla reella tal a och b dr i sa fall

b b
lim h@ﬁz/f@ﬁ

n—oo

Bevis. Antag utan inskrénkning att a < b och vilj givet 0 < § < (b —a)/2
tva funktioner k; och ke som &r tva ganger kontinuerligt deriverbara och
uppfyller foljande villkor (se figur 8.4):

)=1 fora+6<t<b—2d,
ki(t)=0 for t <aocht>b,
0<ki(t) <1 for ovrigt
och
)=1 for a <t <b,
ka(t) =0 fort<a—docht>b+4,
0 <ko(t) <1 for ovrigt.



182 8 Tillimpningar pa fouriertransformen

/ \

a—08 a b b+o t

Figur 8.4. Funktionen ks.

Eftersom funktionerna dr tva ganger deriverbara, &r deras fouriertrans-
former O(|w|™2) i o#ndligheten, vilket betyder att de ligger i L'(R). Det
foljer darfor av inversionssatsen (sats 7.2.4) att funktionerna k; sjilva &r
fouriertransformer till L (R)-funktioner, och vi séitter dirfor fortsittningsvis
k1(t) = 1 (t) och ka(t) = Uo(t), diir ¥ och 1y ér funktioner i LY(R).

For icke-negativa funktioner ¢ € L'(R) har vi uppenbarligen foljande

olikheter:
b—o b
/ dt</ Un (t dt</ g(t) dt

/ dt</ P (t) dt</bjg(t)dt.

Vi anvénder nu lemma 7.2.1 enligt vilket

/@wmmﬁ:/wwmwm
R R

for att formulera om olikheterna ovan sa att de far formen:

(8.6) / bt < / 1 (W) (w) de < / " o) dt

och

(8.7) / b dt < / ()G (w) i < / lj o(t) dt.

Lat oss sedan anvénda den hégra halvan av olikheten (8.6) med f,, istéillet
for g och den véanstra halvan av samma olikhet med f istéllet for g och vi
far da de bada olikheterna

l@mwﬁwﬁsfﬁwﬁ

b—d

och

och

fdt</1/)1 (w) dt.

a+9d
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D& n — oo gar fy, (w) punktvis mot f(w), och det féljer av Lebesgues sats om
dominerad konvergens att vinsterledet i den forsta av de bada olikheterna
ovan gar mot hogerledet av den andra olikheten. Givet € > 0 finns det darfor

ett tal NV sa att
b—o

fltydt —e < /bfn(t) dt

a+48
for allan > N.
Genom att pa motsvarande sitt anvinda den vinstra halvan av olikheten
(8.7) med f,, istéllet for g och den hogra halvan av samma olikhet med f
istéllet for g samt lata n — oo, erhaller vi olikheten

b b+9
[ s [ s
a a—9

for n > N.
Eftersom f t)dt — f f(t)dt da 6 — 0, kan vi fran borjan vilja
talet § sa litet att de bada ohkheterna ovan kombineras till olikheten

/abf(t)dt—Qe</abfn(t)dt</abf(t)dt+2€

som da géller for alla tillrackligt stora n, vilket bevisar vart lemma. O

Lemma 8.5.4. Antag att funktionen f € L*(R) dr reell och icke-negativ och
att ||fll1 = 1. For varje a > 0 dr da

d a 1 —Re f(w)) dw
/w RS /@al( (@)

Bevis. For T > 0 &r

1 T
57 //f )e 1 dt duw

- _Oof(t) /_ i s dt = / D=

Integralen &r uppenbarligen reell, och genom att utnyttja de triviala olikhe-
terna

‘smx‘gl och )smx‘gi
foljer nu olikheten
1 T A sinT't sinTt
— Re f(w) dw = f(t) dt + f(t) dt
2T J-r t|<a Tt [t]>a Tt
1
< ft)dt+ = f(t)dt
lt|<a Ta Jit>a

—1+ (Tia 1) o
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som vi kan skriva om som

1 1 (7 "
1——) ft)dt < — 1 —Re f(w)) dw.
(1-70) J  JOd# =57 | (@)
Olikheten i lemmat f6ljer nu genom att vilja T' = 2/a. O

Lemma 8.5.5. Antag att (f,)5° dr en foljd av reella, icke-negativa funktioner
i LY(R), alla med norm 1, samt att funktionernas fouriertransformer fn
konvergerar punktvis mot en funktion g som dr kontinuerlig i punkten 0. Da
finns det givet € > 0 ett tal a > 0 sadant att

fu(t)dt < e
[t[>a
for alla n.
Bevis. Eftersom fn(()) = 1 for alla n, och funktionerna f,, konvergerar
punktvis mot g, #r speciellt g(0) = 1. Kontinuiteten hos funktionen ¢ i

origo medfor darfor att

4
a/ 1—Reg(w))dw§g-f‘ sup |1 —Reg(w)|
2 |w|<2a—1 2 a |w|<2a~1
=2- sup |1—Reg(w)|<e/2
|w|<2a—1

om talet a &r tillrickligt stort, a = ag sig.
Enligt féregaende lemma &r vidare

fu(t)dt < ;/ (1 - Re fr(w)) dw

[t|>a |w|<2a—1

for alla n, och da n gar mot oéndligheten gar hogerledet i denna olikhet mot
vansterledet i foregaende olikhet pa grund av Lebesgues sats om dominerad
konvergens. Det finns dérfor ett N sadant att

€ €
n()dt < =4+ - =c¢€
/tlzaof() 2 2

for allan > N.
For var och en av de aterstaende funktionerna fi, fo,..., fnv—1 kan vi
uppenbarligen vilja ett tal a; sadant att

/ fz(t) dt < e.
[t[>a;

Genom att vilja a som det storsta av talen ag,aq,...,ay_1 har vi darfor
fatt ett tal a som uppfyller villkoret i lemmat. O
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Beuwis for Lévys sats. Vi behandlar som sagt enbart fallet att de inblandade
stokastiska variablerna &r absolutkontinuerliga. Lat darfor f,, och f beteckna
tathetsfunktionerna till de stokastiska variablerna Y;, och Y.

Eftersom ¢ (w) = fn(—w) och ¢(w) = f(—w), uppfyller funktionern f,
forutsittningarna i lemma 8.5.5. Vi kan dérfor vilja ett tal a sddant att

/a fn(t)dt < e och /a ft)dt <e

for alla n. Sedan anvidnder vi lemma &8.5.3 for att bestdmma ett tal N med

egenskapen att
/ fn(t)dt—/ F(#)dt] < e

om n > N. Det foljer nu att

Fate) = Fal = | [ fu0aes [ node [“rwa [ pod

<[ nwdes|[ pod- [ sodal+ [ rwa
< Je
for alla n > N, vilket bevisar satsen. O

Ovning
8.3 Berakna tathetsfunktionen till summan av tva oberoende normalfor-
delade stokastiska variabler X; och X5 med medelvirde och varians
p1 och 0% resp. pi2 och 03, dvs. beréikna faltningen ¢, o, * Guy.0n, dér

1 _(t=mw)?
e 202,

¢;w (t) =

oV 21

Formulera resultatet i sannolikhetsteoretiska termer.

Historiska notiser

Samplingssatsen blev allmént kénd som teoretisk grund for digital teknologi genom
en artikel ar 1949 av CLAUDE SHANNON (1916-2001), ”informationsteorins fader”,
men satsen och rekonstruktionsformeln hade publicerats langt tidigare, 1898 av
EMILE BOREL(1871-1956) och 1915 av EDMUND WHITTAKER (1873-1956).
Centrala griansvérdessatsen gar tillbaka till ar 1733 da de Moivre approxime-
rade antalet krona som erhalls vid ett stort antal kast med ett symmetriskt mynt
med normalférdelningen. Hans resultat generaliserades sedan av PIERRE-SIMON DE
LAPLACE (1749-1827) som ar 1812 hérledde normalapproximationen till binomi-
alfordelningen. For generella summor av oberoende, likaférdelade variabler visa-
des centrala grinsvirdessatsen 1901 av ALEKSANDR LyAPUNOV (1857-1918) med
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forutsdttningar som dr nagot starkare &n de i sats 8.5.1, som hérstammar fran JARL
LINDEBERG (1876-1932) och PAUL LEVY (1886-1971). Centrala grinsviirdessatsen
har sedan generaliserats i olika riktningar.



Kapitel 9

Laplacetransformen

For att en funktion ska kunna fouriertransformeras maste den tillhora L!(R)
eller L2(R), vilket innebér att sadana viktiga funktioner som polynom och
exponentialfunktioner saknar fouriertransform.! Foér att rada bot pa detta
ska vi definiera en transform som fungerar fér funktioner som inte vixer
snabbare én exponentiellt.

9.1 Laplacetransformens definition

Lat f vara en funktion som till att borja med ar definierad pa halvaxeln
[0, 0o[ och utvidga funktionen till hela R genom att sitta f(¢) = 0 for ¢ < 0.
Lat o vara ett reellt tal och betrakta produkten f(t)e™ 7% for o > 0 gar
faktorn e~ " mot 0 d& ¢t — +oo, s dirfér har produkten f(t)e 7! storre
forutsittningar dn funktionen f att tillhéra L'(R). Aven om f(t) &r stor for
stora t kan séledes funktionen f(¢) e~ tillhéra L'(R), och vi kan da bilda
fouriertransformen som é&r

Fioen = [ aete = [T pme i

Detta leder oss till att betrakta integraler av typen

/OO f(t)e *dt,
0

dér s ar ett komplext tal. Héar och i fortsdttningen kommer vi konsekvent att
skriva komplexa tal pa formen s = o + 7i, dér alltsd o betecknar realdelen
och 7 imaginédrdelen. Lat oss forst precisera klassen av funktioner for vilka
ovanstaende integral &dr vildefinierad fér atminstone nagot komplext tal s.

!Man kan definiera fouriertransformen fér polynom, men transformerna blir da inte
funktioner utan distributioner.

187
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Definition. En funktion f med en definitionsmingd som innehaller interval-
let [0, oo[, tillhor klassen € om det finns ett reellt tal a sadant att

/oo |f(t)] e~ dt < oo.
0

EXEMPEL 9.1.1. Funktionen f(t) = ¢ tillhér & eftersom [ te " dt < ooc.

Déremot tillhér funktionen g(t) = e inte klassen &, ty I et gt = oo
for alla reella tal a. O

Observera att om f € &, sa tillhér f automatiskt L'(I) for varje be-
grinsat intervall I = [0, ¢]. Per definition finns det ndmligen ett tal a sa att
JoS1f () e dt < oo, och eftersom funktionen e~ &r nedat begrénsad pa
intervallet I av den positiva konstanten m = min(1,e™%°), far vi olikheten

m/|f ydt</\f “tdt</ |f(t)] e~ dt < oo,
som visar att f tillhor L'(T).

Lemma 9.1.1. Lat f € £. Mingden

E(f) = {a € R: /Ooo|f(t)|e_“tdt < o0}

dr ett intervall pa formen Jo, 00|, [av, 00| eller |—oo, o0[. I de forsta tva fallen
satter vi oq(f) = «, och i det sistndmnda fallet sitter vi o,(f) = —o0.

Talet (eller oéindlighetssymbolen) o, (f) kallas funktionens (absolut)konver-
gensabscissa.

Bevis. En icke-tom delméngd I av R &r ett intervall av den typ som beskrivs
i lemmat om och endast om méngden har foljande egenskap:

acl &b>a = bel.

Miingden E(f) i lemmat har denna egenskap, ty om b > a, sa &r | f(t)| e ™% <
|f(t)] e for t > 0, och dérfor medfér a € E(f) att b € E(f). O

EXEMPEL 9.1.2. Lisaren kan litt verifiera att E(t) =]0, o[, E((1+t%)71) =
[0, 00 och E(e ) =] — 00, 00]. Saledes ir o4(t) = oq((1+12)~1) = 0 och
oa(e ) = —. O

Lat oss kalla en funktion f exponentiellt vixande om det finns en reell
konstant k och en positiv konstant M sa att |f(¢)| < Me*! for alla t > 0.

Om en funktion f &r exponentiellt vixande med exponent k, sa &r up-
penbarligen integralen [°|f(t)]e”* dt &ndlig for alla a > k, dvs. f tillhor
klassen £ och o,(f) < k.

Exponentialfunktioner e och polynom ir sjilvklart exponentiellt viix-
ande funktioner.
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Antag att f € £ och siitt s = o+ 7i. Eftersom | f(t) e 5| = | f(t)| e, &r
integralen fooo f(t)e st dt vildefinierad for alla komplexa tal s med realdel
o > 04. Vi kan darfor gora foljande definition.

Definition. Lat f € £. For komplexa tal s = 0 + 71 med o > o,(f) sétter vi
- [e.e]
fo)= [ e
0

och kallar funktionen f laplacetransformen till f. Ibland kommer vi att
skriva L[f] istdllet for f.

Laplacetransformen f :s definitionsméngd &ar alltsa ett halvplan, halvpla-
net Res > o,(f), utom i fallet o,(f) = —oo da definitionsméingden &r hela
komplexa planet C.

Fordelen med att definiera laplacetransformen fér komplexa argument
s =o+7iiéar att det ger oss ett enkelt samband mellan laplacetransformen
och fouriertransformen. Som vi noterade inledningsvis ar

clf)(s) = /R FH(t) eote™ T dt = FIf*(t) e~ (),

déar f* dr den funktionen som fas fran f genom att séitta

s ) 0 omt<O,
f(t)_{f(t) om t > 0.

Laplacetransformen till funktionen f i punkten s = o + 7i dr saledes
lika med fouriertransformen till funktionen f*(¢)e~°% i punkten 7. Man kan
utnyttja detta samband for att oversidtta egenskaper hos fouriertransformen

till egenskaper hos laplacetransformen.

EXEMPEL 9.1.3. Lat oss berikna laplacetransformen till exponentialfunktio-
nen f(t) = e t > 0. Hir &r ¢ = a + bi ett godtyckligt komplext tal.

B 00 () —(s—0)t1 00
flo) = [ eterstae— [ty =[S ]
0 0 S—¢C 0
1

= — - lim e~
s—¢ S—cC t—ox

s—c)t

For o > a ar lim;_, o e~ (50t — lims o0 e~ (0-a)t o=i(T=0)t — () Deg foljer att

L[e?](s) = om Res > Rec.

S—cC

Genom att speciellt vilja ¢ = 0 respektive ¢ = 1 far man

L[1](s) = % for Res >0 och Lle'](s) = % for Res > 1.
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Virdena c = +i ger istiillet att L[e?](s) = (s—i)_ och Le7(s) = (s+i)~!

fér Re s > 0, och eftersom cost = 5 (el +e7i) och sint = L (el —e~ ), foljer
det att
1, 1 1 s
Llcost](s) = = _
costl(s) = 5 (st ) =21
1,1 1 1
Lhintls) = 5 (0~ 57 = 21
for Res > 0. O

EXEMPEL 9.1.4. Vi berdknar laplacetransformen till funktionen f(t) = t.
For Res > 0 ar

—st

_ o —st _ _e 0 1 o —st 7i —stooil
el = [ tetar= [0 [Tertan= Sl L

=t — lim e~% = 0. O
t—o0

Har har vi utnyttjat att lim te
t—o00

EXEMPEL 9.1.5. Funktionen [t|, heltalsdelen av ¢, definieras av att
t]=n omn<t<n+l,

dér n betecknar ett godtycklig heltal. Funktionen har sprangdiskontinuiteter
i heltalspunkterna, och eftersom lim;_, o | ?] ekt =0 for k > 0 dr dess lapla-
cetransform definierad i halvplanet Re s > 0. Genom att utnyttja identiteten
o0 gnz™ = z(1 — 2)7% som giller for |z| < 1, far vi

00 © n+1 ot n+1
E[Ltj](s):/o me—stdtzz/ me—stdtzz/ ne=" dt
= Z ns (e ™ (”+1)S) = 1 —e” Z ne "*

—sl1—e®)e(1l-e)?=ste 1 - e_s)_l
o
s(es —1) O

Sats 9.1.2. Klassen & dr ett vektorrum som dr slutet under multiplikation
med polynom, dvs.

(i) frge€ = f+gef
(ii) fe€ceC=cfef
(iii) feé&, ppolynom = pf € &

Vidare dar
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oa(f +9) < max(aa(f), 0a(9)),
aa(cf) = ou(f);
7a(pf) = 0u(/f)

for alla nollskilda konstanter ¢ och alla polynom p utom nollpolynomet.

Bevis. Om a > m = max(o4(f),04(g)) sa ar f0°°|f(t)|e—at dt < oo och
fooo lg(t)] e % dt < co. Det foljer att

/ T1E) () e dt < / T 1F )] et dt + / o)l e dt < .
0 0 0

Detta visar att f + g € € och att o,(f + ¢g) < a. Eftersom den sistndmnda
olikheten géller for alla a > m, foljer det att o,(f + g) < m.

(ii) &r trivialt.

(iii) For konstanta polynom foljer (iii) av (ii). Antag dérfor att f € &
och att p(t) ar ett godtyckligt icke-konstant polynom. Lat a > o,(f) vara
godtyckligt, och vilj € > 0 sa att a — € > o4(f).

Eftersom funktionen p(t)e™ #r kontinuerlig och gar mot 0 da t — oo,
finns det en konstant M sa att p(t)e” < M for alla t > 0. Detta innebir
att p(t) < Me, s& det foljer att

[p(0)F(B)] e < Mf(0)] e = M]f(1)] e (@

for t > 0. Genom att integrera denna olikhet far vi

/ T @£ 0 e dt < M / T 1)@ dt < oo
0 0

dér integralen i hogerledet dr dndlig beroende pa att a—e > o4(f). Detta vi-
sar att funktionen pf tillhor € och att o,(pf) < a. Eftersom den sistndmnda
olikheten géller for alla a > o,(f) dr o4(pf) < oa(f).

For att bevisa den omvéanda olikheten for konvergensabscissan startar
vi med ett godtyckligt tal a > o4(pf), och véljer talet ¢ > 0 sa stort att
olikheten [p(t)| > 1 géller for ¢ > ¢. Da blir

| anetaes [Tl ta < [T ool < .

Integralen [;|f(t)|e " dt &r ocksa #ndlig, eftersom f tillhér L'([0,¢] och
faktorn e~ &r begréinsad pa intervallet. Det foljer att [;™ [ f(t)| e dt < oo,
vilket innebér att o, (f) < a. Eftersom a > o,(pf) ar godtyckligt, foljer det
att o4(f) < oa(pf). O

Eftersom exponentialfunktionen e tillhor klassen &£, foljer det av satsen
ovan att klassen £ innehaller alla funktioner som kan skrivas som summor
och produkter av polynom, exponentialfunktioner och de trigonometriska
funktionerna sin kt och cos kt.
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Faltning

Vi erinrar om att faltningen f * g av tva godtyckliga L' (R)-funktioner f och
g definieras genom formeln f*g(t) = [g f(t—u)g(u) du. Om funktionerna f
och g bada &r lika med noll pa den negativa reella axeln, sa ar f(t—u)g(u) =0
for u < 0 och for u > t, och déarfor dr f x g(t) =0 om ¢ < 0 och

fw@zéfwwmww

om t > 0. Den sistndmnda formeln &r meningsfull sa snart som funktio-
nerna f och g dr definierade pa halvaxeln [0, oo och tillhér L1(I) for varje
begriansat delintervall I till [0,00[. Denna observation motiverar féljande
faltningsdefinition som vi kommer att anvénda for funktioner i klassen £.

Definition. Faltningen f*g av tva funktioner f och g med definitionsméang-
der som innehaller intervallet [0, co[ och som tillhér L (1) for varje begrinsat
delintervall I av [0, oo[, definieras av formeln

fwwzﬁwamwm

for t > 0.

For funktioner som ocksa tillhér L'(R) har vi nu tva olika definitioner
av faltningsbegreppet, men det &r den nya definitionen som vi exklusivt
kommer att anvédnda oss av i det hér kapitlet. Lasaren kan 14tt kontrollera
att det uppfyller féljande foljande kommutativa, associativa och distributiva
rakneregler:

[*xg=gxf,
fr(g*h)=(f*g)*h,
fx(g+h)=fxg+ f=h.

EXEMPEL 9.1.6. Lat f(t) = ! och g(t) = cost. D ir
t t
(f=g)(t) = / e~ cosudu = et/ e “cosudu.
0 0
Integralen i hogerledet kan beriiknas med hjélp av tva partiella integrationer

eller enklare genom att ersétta cosu med %(ei“ + e~™). Slutresultatet blir
(kontrollera gérnal):

t
/ e “cosudu = 3(1+e (sint — cost)),
0

dvs.
(f *g)(t) = 2(e" +sint — cost). O
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Sats 9.1.3. Fultningen f x g av tva funktioner f och g i klassen & tillhor
sjilv klassen &, och o,(f * g) < max(o4(f),04(g))-

Bevis. Vi behover visa att funktionen (f * g)(t) e~ tillhér L'(]0,00]) for
varje tal a > max(o4(f),04(g)). Men for t > 0 ar

(f * g) () e = e ”/fww M—/fwm =) g ) 6~ du,

sa& genom att anvdnda triangelolikheten f6r integraler och sedan integrera
den erhallna olikheten 6ver [0,00[, byta integrationsordning och gora ett
variabelbyte erhaller vi olikheten

1 * )8 el gop = /0 (F # g)(8) e di.

o0 t
< [ [ e =wiega e dude
/ / ft—uw)| e W|g(u)| e ™ dt du

=/0 9 e “"dU/Omlf(v)le‘“”dv

= llg®) e Nl Lr(jo,00p - I1F () €| L1 (0,00 < 0.0

Ovningar
9.1 Bestdm laplacetransformen till funktionen f om
a) f(t)=1> b) f(t) =te* c) f(t) =e'sint d) f(t) = x(0,(t)

e) f(t) = txjo,(t)
f) funktionen &r periodisk med period 1 och f(t) =1¢ for 0 <t¢ < 1.

9.2 Ber#kna faltningen f * g for
a) f(t)=1,9(t)=t  b) f(t)=gt)=t  c) f(t) =t g(t) =e*
d) f() =1, 9(t) = xp, (@) e f(t) =1, g(t) = Xjo,1(£)-
9.3 Visa kommutativa och associativa lagen for faltning, dvs.
frg=gx/,
f(gxh)=(fxg)*h.

9.4 Antag att funktionen f:s laplacetransform f (s) existerar for s > 0,
och lat g beteckna laplacetransformen till funktionen f, dvs. g(s) =

L[f](s). Visa att o f)
g(s) =  its dt

(Man kallar g for Stieltjestransformen av f.)
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9.2 Raéakneregler

For att laplacetransformen ska vara ett effektivt rdknehjalpmedel behover
vi, forutom att kunna ett antal elementéra funktioners laplacetransformer,
ocksa riakneregler for hur transformen beter sig da funktioner kombineras pa
olika sétt.

Sats 9.2.1. Lat f, g€ &, c€ C och A > 0. Da dr

) = L[f1(s) + Llg)(s)
) []()

) = ATLIf)(s/A)
)

)

~—

LIf +9](s
Llef](s
(
(

a
b

(
(
(c
(
(

N~

LIF(A)](s

o,
~—

Lle" f(1))(s) = LIf1(s — )
LIS * g](s) = LIf](s) - L[gl(s)

for alla s for vilka laplacetransformerna i hogerleden existerar.

€

~—

Bevis. Vilamnar reglerna (a) — (d) som enkla 6vningar. Ridkneregel (e) foljer
genom omkastning av integrationsordningen pa foljande vis:

el = [ rawe = [ [ - wgte* dua
/ /ft—u )y e W g(u) e du dt
/ / F(t —u) e g (u) e dt du
—/0 —S“/ Ft —u) e dt du

Z/Oog(U)es“dU/ f)e™"dv = L[f](s) - Lg](s). O
0 0

EXEMPEL 9.2.1. Vi vet redan att L[sint|(s) = 2T Med hjélp av (c) och

(d) isats 9.2.1 far man s?
Clsinat)(s) = ———~—— " och
a((s/a)2+1) s>+ a?
L[e" sin at](s) = (s—b;ﬁ'
Pa motsvarande sitt fas
L[e" cos at](s) = (s—sb)_Qb—l—az' O

For att sambandet mellan Laplace- och fouriertransformen ska gélla ska
funktionen som transformeras séttas lika med noll for negativa virden pa
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argumentet. Detta har som konsekvens att definitionen av hdgertranslation
ser ut sa har for funktioner som ska laplacetransformeras.

Definition. For f € £ och A > 0 definieras den hogertranslaterade funktio-
nen fy av att

f,\(t)zf(t—)\)H(t_)\):{O om t < A,

Ft—X) omt> A

Hogertranslation motsvaras pa transformsidan av multiplikation med
funktionen e=*%.

Sats 9.2.2. Antag att f € € och A > 0. Da dir
LI(s) = e L[f](s)

for s > aq(f).
Beuvis.

_ * —st _ o . —st

L) = [ e = [T - ne
= / f(u)e " du = e L[f](s). O
0

Ovningar

9.5 Berikna laplacetransformen till funktionen f om
a) f(t) =sin3t b) f(t) = cos 3t c) f(t) =e 2t cos3t
d) f@) =e2EVHE—1)  e) f(t) = xsin2t

9.3 Deriverbarhet och entydighet

Laplacetransformerna &r mycket snélla funktioner — de dr oéndligt deriver-
bara och gar mot noll da Re s gar mot oéndligheten.

Sats 9.3.1. Laplacetransformen f till en funktion f € & dr deriverbar i hela
sitt definitionsomrade Re s > o,(f) med derivata

() = Ll F ).

Anmdrkning. For lasare som har studerat komplex analys kan vi formulera
sats 9.3.1 pa foljande sétt: Laplacetransformen f dr analytisk i halvplanet
Res > 0,(f). Detta faktum har langtgaende konsekvenser.
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Bevis. Formellt far man derivatan f '(s) genom att derivera laplacetransfor-

men o
= / f(t)e st dt
0

under integraltecknet, vilket ger

i~5 - Ooi e~ st = — ~ et dt = — S
i = [T ey a=— [Tt a = L)),

For att rigorost motivera att detta ar tillatet betraktar man differenskvo-
ten

—(s+h)t __ ,—st —ht _
f(s+h / £() e e / 8 o—st® 1dt

h
:/ ﬁm—“<wm
0

dar talet a dr valt sa att o, < a < 0 = Re s och

e ht 1
1) = (afs)t.
gnlt) = ==

Avsikten dr forstas att lata h — 0.

Vi konstaterar da forst att funktionen ¢ f(t)e=% ligger i L!(]0, oo[) och att
funktionerna g, ér kontinuerliga. P4 grund av olikheten e~ — 1| < t|he/!*
ar funktionerna g, vidare uniformt begriansade for |h| < o — a, eftersom

‘gh(t)’ < e(\h|+a—a)t < eO-t -1

om |h| < ¢ — a. Slutligen &r limy_gn(t) = €@ 9! Lebesgues sats om
dominerad konvergens (sats 4.1.1) ger dérfor det onskade resultatet

lim LEEM = S) /Thmtf() gh(t)dt:—/ootf(t)e_Stdt. 0

h—0 h h—0 0

Genom iteration far vi féljande féljande korollarium till sats 9.3.1.

Korollarium 9.3.2. Antag f € €. Dd har laplacetransformen f derivator av
alla ordningar i definitionsomradet Re s > o4(f) och

j;f() (=D)"L[" F(#))(s)-

EXEMPEL 9.3.1. Vi vet att L[e?](s) = (s — ¢)~!. Genom att derivera n
ganger far vi

n!

L[t"e](s) = (5 — oyn+l’

och som specialfall
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Med hjalp av resultatet i foregaende exempel och partialbraksuppdelning
kan vi nu laplaceinvertera rationella funktioner. Vi visar forst ett exempel.

EXEMPEL 9.3.2. Bestdm en funktion f med laplacetransformen

3+ —s5+7
(s —1)%(s2+25+5)

F(s) =

Lésning. Vi borjar med att partialbraksuppdela funktionen och far

1 + 5+ 2
(s—1)2  s2+42s+5

F(s) =

Vi kvadratkompletterar nimnaren s? +2s+5 = (s + 1)% 4 2% och gor sedan
omskrivningen
1 s+1 1 2

Fls) = G102 Gr1P+ 2 2Gr1Zi

Nu ser vi att F' ar laplacetransform till funktionen
t ot |
f(t) =te" +e "cos2t + ¢ sin 2t.

Alternativt kunde vi ha borjat med att faktorisera ndmnaren i den ratio-
nella funktionen F' fullstdndigt med hjélp av de komplexa rotterna —1+2i till
andragradspolynomet s2 4 2s + 5. Detta leder till partialbraksuppdelningen

1 1: 1 1:
(s—1)2 s+1-21 s+1+2i

F(s) =

Nu kénner vi igen F' som laplacetransform till funktionen
f(t) — tet + (% - %i)e—(l—Qi)t + (% + %i)e_(1+2i)t
— ol 4ot %(emt + e—2it) _ %i(emt _ e—2it)>
= te' + e "(cos 2t + % sin2t),
dvs. samma funktion som ovan.
Det aterstar forstas att visa att funktionen f &r unik i den beméarkelsen

att det inte finns nagra andra kontinuerliga funktioner med samma laplace-
transformen. Den fragan ska vi strax aterkomma till. O

Resultatet i exemplet ovan later sig omedelbart generaliseras och vi har
foljande sats.

Sats 9.3.3. Varje rationell funktion ddir tdljaren har ldgre grad dn ndmnaren,
dr laplacetransform till en funktion i £.
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Bevis. Sadana rationella funktioner &r linjairkombinationer av partialbrak
av typen (s — ¢)~*) med n > 0, och de ér dirfor laplacetransformer till

.. o . 1
motsvarande linjirkombinationer av funktionerna —'t”ed. O
n!

Att téljaren i den rationella funktionen ska ha lagre grad &n ndmnaren
for att vara laplacetransformen till en funktion Ar ett nédvandigt villkor pa
grund av foljande sats.

Sats 9.3.4. Om f € &, sd giller att f(s) — 0 di Res — co.

Bevis. Vilj a > o4(f), siitt s = o +7i och betrakta laplacetransformen f(s)
for o > a. Eftersom funktionen |f(t)]e™% ir absolutintegrabel pa positiva
reella axeln, |e(®=?)!| < 1 och lim, s €@ 9% = 0 om t > 0, foljer det av
satsen om dominerad konvergens att

)] < /0 Sl

Eftersom laplacetransformen £[f] &r definierad som en integral 6ver in-
tervallet [0,00[ kan den naturligtvis inte ge nagon information om funk-
tionsvirdena f(t) for ¢t < 0, savida vi inte har ytterligare information om
funktionen. For restriktionen av f till intervallet [0,oc0] har vi emellertid
foljande entydighetsresultat.

e otdt = / |f(t)|e @ gt 50 ddo— oo O
0

Sats 9.3.5 (Entydighetssatsen). Antag att f € £ och att f(s) =0 for alla s
i nagot intervall pa R. Da dr f(t) = 0 ndstan dverallt och speciellt i alla
punkter t € [0,00[ ddr funktionen f dr kontinuerlig.

Beviset utnyttjar egenskaper hos analytiska funktioner och bor dérfér hop-
pas 6ver av den som inte har studerat komplex analys.

Bevis. P4 grund av entydighetssatsen for analytiska funktioner #r f(s) =0
for alla s i transformens definitionsomrade. Om o9 > o4(f), sa &r dérfor
speciellt f(og + 71) = 0 for alla 7 € R. Men

foo + i) = Fle ™ f()](7),

ddr vi definierat om f genom att sitta f(¢) = 0 fér ¢t < 0. Fouriertransfor-
men till L!(R)-funktionen e~9° f(¢) 4r saledes identiskt noll. Entydighets-
satsen for fouriertransformen leder dirfor till slutsatsen att e=7°tf(t) = 0
néstan Overallt och speciellt i alla punkter ¢ dir funktionen &r kontinuerlig.
Foljaktligen &r f(¢) = 0 ndstan 6verallt och i alla kontinuitetspunkter. [J

Korollarium 9.3.6. Om f, g € £ och f(s) = §(s) for alla tillrickligt stora
reella tal s, sa dr f(t) = g(t) ndstan dverallt och speciellt i alla punkter
t € [0,00] ddr bada funktionerna dr kontinuerliga.

Bevis. Tillampa entydighetssatsen pa funktionen f — g. O
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Genom att utnyttja sambandet mellan laplace- och fouriertransformerna
kan vi dversitta inversionsformeln for fouriertransformen i sats 7.3.3 till en
inversionsformel for laplacetransformen.

Sats 9.3.7 (Inversionsformeln for laplacetransformen). Antag att funktionen
f € & dr kontinuerligt deriverbar i punkten t > 0. Da dr

b ~ .
f(t) = lim 1/ f(o+ri)eT™t dr,
—b

b—oo 2T
dir o dar ett godtyckligt tal som uppfyller o > o4(f).

Beuvis. Inversionsformeln for fouriertransformen ger att

1 ;
e 7' f(t) = lim / flo+Ti)e™ dr,
—b

b—oo 2T
sa formeln i satsen foljer efter multiplikation med e O

Integralen i inversionsformeln som kallas Bromwichintegralen, &r en in-
tegral 6ver en vertikal linje i det komplexa talplanet, och for att formeln ska
vara riktigt anvdndbar bor man utnyttja residyteknik. Detta krdver emel-
lertid kunskaper i komplex analys, och eftersom vi inte forutsitter nagra
sadana, fordjupar vi oss inte i detta hér.

EXEMPEL 9.3.3. Los integralekvationen

t
fity=1 +/ f(t—u)e*du, t>0.
0
Lésning: Antag f € £. Genom att laplacetransformera integralekvationen
far vi foljande algebraiska ekvation

1
s—1

fs) = L0+ fel)(s) = + F(s)
som vi l6ser med avseende pa f(s):

~ s—1 1 1
flo) = o = 24+ 2
s s

(s—2)

Vi drar nu slutsatsen att

11,
) = = + —e2t,
f(t) 5 T3¢ O

Det foljer av anmérkningen efter sats 9.3.1 och ett resultat inom komplex
analys att en funktions laplacetransform f(s) ar fullstdndigt bestdmd av dess
virden da variabeln s &r reell. Vi utnyttjar detta faktum i féljande exempel.
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EXEMPEL 9.3.4. Laplacetransformen
oo
C[t)(s) = / o6t gt
0

till funktionen f(t) = ¢, ddr o > —1, &r definierad i omradet Res > 0. Lat
oss forst berdkna integralen under antagandet att s &ér ett reellt positivt tal.
Variabelbytet t = u/s ger da att

o
(9-1) L[t*)(s) = s~ / ue ™ du =T(a +1)s~ T,
0
déir ' &r den s. k. gammafunktionen som for x > 0 definieras av att

oo
I'(x) :/ u”le™" du.
0
Med hjélp av partiell integration visar man enkelt att
Nz +1) =zI'(x)
for alla > 0, och eftersom I'(1) = 1 f6ljer det genom induktion att
F'n+1)=n!

for alla icke-negativa heltal n. For positiva heltal o ger darfor formel (9.1)
samma resultat som exempel 9.3.1.

Hérledningen av laplacetransformeln (9.1) dr gjord for reella s, men tva
analytiska funktioner som é&r lika pa positiva reella axeln &dr lika i hela si-
na definitionsomraden. Det foljer dérfor att formeln faktiskt géller for alla
komplexa tal s med positiv realdel. O

Ovningar

9.6 Bestdm funktionen f om dess laplacetransform &r
1 1 652 +4s — 2

- b) —
2) s(s+1) ) 52 4+ 45+ 29 c) (s —2)%(s2+2s+2)
se™ e s
d) ——— —_—
) @v1r Y Go16-9
.. . . sint
9.7 Bestédm laplacetransformen till funktionen f(¢) = —~

5+3

s+2

9.9 Bestdm en funktion f som &r definierad pa intervallet [0, co[ och som
16ser integralekvationen

9.8 Bestdm funktionen f om f(s) = log

t
/ uf(t —u)du = tsint.
0
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9.10 Bestédm funktioner x(t) och y(t), definierade for ¢ > 0, sa att

x(t) = /0 y(t —u)du

t
y(t) =1 +2/ x(t — u) cosudu
0
9.11 Bestdm en 16sning till integralekvationen

t
/ f(t —u)cos2udu = sint, t>0.
0

9.12 Los integralekvationen
t
y(t) =t+ 2/ cos(t — u) y(u) du.
0

9.13 Visa rekursionsformeln I'(z + 1) = «I'(x) for I'-funktionen.

9.14 Visa att ['(3) = /7 och bestim sedan laplacetransformen till funktio-
nen /7.
[Ledning: Gér substitutionen u = ¢2/2 i definitionen av I'(3) och ut-
nyttja sedan fouriertransformen till funktionen et/ 2]

9.4 Derivatans transform och linjira differential-
ekvationer

Laplacetransformering &r en teknik som kan anvindas for att losa linjara
differentialekvationer. Losningsmetoden bygger pa att man laplacetransfor-
merar den givna differentialekvationen och pa sa sétt istéllet erhaller en ek-
vation for den obekanta funktionens laplacetransform som man léser explicit.
Losningen till differentialekvationen far man sedan genom inverstransforme-
ring.

Metoden forutsitter att vi kan uttrycka laplacetransformen till derivatan
f 1 termer av laplacetransformen till funktionen f. Nista sats ger receptet
for detta.

Sats 9.4.1. Antag att funktionen f dr kontinuerligt deriverbar och att bade
f och derivatan f’ tillhor klassen E. Da dr

LIf')(s) = sL[f1(s) = f(0)

for alla komplexa tal s som har en realdel som dr stérre dn de bada funktio-
nernas konvergensabskissor.
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Bevis. Antag att Res > max(o,(f),0.(f")). Da tillhér f(¢)e ' rummet
LY(R.), och det foljer att det finns en viixande foljd (¢,)$° sadan att ¢, — oo
och f(t,)e % — 0 d& n — oco. En partiell integration ger nu

‘C[f/](s) = /Ooo f/(t) e_St dt = nh_}néo Otn f’(t) e—st dt
tn
= lim ([FO) )+ [ f0) e at)
= Jim f(tn) €™ = £(0) + s / Jt)e* dt = sf(s) - f(0). O
n—oo 0

Korollarium 9.4.2. Antag att f € £ dr n ganger kontinuerligt deriverbar
och att alla derivatorna tillhor £. For alla komplexa tal s med tillrickligt
stor realdel dr da

n—1
LIFM)(s) = s"L[f1(s) = > fP ()™ F.
k=0

Anmgrkning. Derivatorna f*)(0) ska naturligtvis tolkas som hégerderivator.

Bevis. Genom upprepad anvindning av sats 9.4.1 far vi
LIF")(s) = sLIF1(s) — £(0) = s(sLIf1(s) — £(0)) — £/(0)
= s*L[f](s) = f(0)s — f'(0),
oSV O

Foljande exempel illustrerar hur man anvéinder laplacetransformering for
att 16sa en linjdr differentialekvation med konstanta koefficienter.

EXEMPEL 9.4.1. Los begynnelsevéirdesproblemet
y' + 2y — 3y = —8e sin 2t, y(0)=1, 4 (0)=3.

Lésning: Vi antar att 16sningen y = y(t), liksom y’ och y”, har en laplace-
transform. P& grund av korollariet ovan r i sa fall

Ly'|(s) = si(s) — y(0) = s5(s) — 1

Lly")(s) = s*5(s) — sy(0) = y'(0) = s°§(s) — s — 3.
Linearitet ger dérefter

Lly" + 2y —3yl(s) = s°§(s) — s — 3+ 2(sy(s) — 1) — 3§(s)
= (s> 425 — 3)3(s) — s — 5.

A andra sidan visar exempel 9.2.1 att

9 16
—8e " sin 2t](s) = —8- - '
Amsesin2lls) = =8 v = "t 15
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Genom att jamfora laplacetransformerna till differentialekvationens vénster-
och hogerled erhaller vi darfor ekvationen

16

2 ~

2s — 3 —s—-5H=—-——.
(57425 = 3)jls) = s 212545

Resultatet blev en algebraisk ekvation som vi kan 16sa med avseende pa :

s34+ 7524+ 15549
(s —1)(s+3)(s2+2s5+5)

y(s) =
Hér ser vi inte omedelbart att hogerledet &r laplacetransformen till ndgon

kénd funktion, men om vi forst delar upp hogerledet i partialbrak, far vi

U R S
s—1 s242s+5 s—1 (s+1)2+422

Nu har vi tur, ty vi kdnner igen hogerledet som laplacetransformen till funk-
tionen e’ 4+e~ sin 2¢. Eftersom funktionen ¥ #r entydigt bestdmd av sin lapla-
cetransform i intervallet [0, oo, drar vi slutsatsen att differentialekvationens
16sning for ¢ > 0 &r

y(t) = e’ + e 'sin2t.

Naturligtvis loser i detta fall y(¢) differentialekvationen pa hela R. O

Ovningar
9.15 Los med hjilp av laplacetransformering systemet

z+vy =2
2 —x—2y —y=sint

med begynnelsevirdena x(0) = 2 och y(0) = 1.
9.16 Los systemet

p +y= 5e2t
y// = 3e2t’
dér y(0) = 2(0) =1, ¥/(0) =2/(0) =2.

1—e™

u

t
9.17 Bestédm laplacetransformen till f(¢) = / du.
0
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9.5 Begynnelsevirdes- och slutvirdesregeln

Nar man studerar dynamiska system &r man ofta intresserad av att veta hur
systemet uppfor sig efter lang tid, till exempel om det ndrmar sig ett stabilt
tillstand. Om tillstandet kan beskrivas av en funktion f sa &r med andra
ord funktionens eventuella grinsvirde da tiden ¢ gar mot odndligheten en
intressant storhet, och detta grinsvirde avspeglas i beteendet hos laplace-
transformen f (s) da s — 0T. Vi har nimligen féljande resultat som ger de
bada grénsvérdena lims_,o f(¢) och lim, .o+ f(f) i termer av laplacetrans-
formen f.

Sats 9.5.1 (Begynnelsevirdes- och slutvardesregeln). Antag f € £.

(a) Om grinsvirdet f(07) = lilrn+ f(t) existerar sa dar
t—0

F(0%) = lim sf(s).
(b) Om grinsvdirdet f(oo) = tlgglo f(t) existerar, sa dar
f(c0) = lim sf(s).

s—0t

Det ér dd underférstatt att grinsvirdena dd s — oo och dd s — 0T bara tas
for reella s.

Bevis. Vi noterar forst att fooo se st dt = 1 for alla reella positiva tal s och
att darfor

sf(s)— A= /OOO sf(t)e stdt — A= /Ooo(f(t) — A)se " dt

om A #r en godtycklig konstant.

Vi delar nu upp integrationsintervalet [0, 00[ i tva delintervall I och J,
antingen med I = [0,6] och J = [d, 00[ eller med I = [T, o0] och J = [0, 7],
och skriver i bada fallen for s > 0 differensen sf(s) — A som en summa av
tre integraler pa foljande vis:

(9.2) sf(s)— A= /(f(t) — A)se "t dt + / f(t)se st dt — A/ se St dt
I J J
=L+ 1+ 1.
(a) For att bevisa begynnelsevirdesregeln sitter vi A = f(07) och véljer

givet € > 0 ett positivt tal § sadant att |f(¢t) — A] < e for 0 < ¢t < 4. Med
I =[0,6] och J = [§, 00 blir nu

6 0 00
|| < / If(t) — f(O)|se 5t dt < 6/ se *tdt < 6/ se *tdt = e,
0 0 0
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medan

o0
I3 = —A/ se %t dt = —Ae ™% -0 da s — .
1)

For att uppskatta den tredje integralen I véljer vi forst a > o,(f), vilket
medfér att funktionen g(t) = e~ f(t) &r absolutintegrabel dver intervallet
[0, 00[. Vi gbr sedan omskrivningen

12:/ f(t)seStdt:/ g(t)se= 5= gy
1 §

Funktionerna ¢t ~ se~(*~®! #r for s > max(a,0) uniformt begrinsade i
intervallet [, oo eftersom

Se—(s—a)t < Se—(s—a)5 _ 88_86ea5 < 5—1ea5—1 om s > max(a,O),

och

lim se~(5~®)t — ),
Eavdee]

Det foljer darfor av satsen om dominierad konvergens att

lim I, = / lim g(t)se” (=t dt = / 0dt = 0.
é é

S§—00 S§—00
For alla tillriickligt stora s &r dirfor |sf(s) — A| < || + || + |I3| < 3,
vilket bevisar pastaende (a).
(b) For att bevisa slutvéirdesregeln sétter vi istélllet A = f(oo) och

véljer givet € > 0 talet T sa stort att |f(t) — f(oo)| < e for alla ¢t > T. Med
I =[T,o00[ och J =10,T] blir da
oo

ni< [ 10 - seolsetar < e [

[o@)
se St dt < e/ se St dt = e.
T 0

Eftersom restriktionen av f till intervallet J tillhor L!(J) #r

T T
uasA|NMm“ws$A|ﬂMﬁ=ﬂﬂmm,

och vi drar slutsatsen att Is — 0 da s — 0F.
Slutligen &ar

T
I3 = —A/ se st = A(efST - 1),
0

sa I3 gar ocksa mot noll da s — 0.
Det foljer dérfor av uppdelningen (9.2) att det finns ett tal so > 0 sadant
att |sf(s) — Al < 3e for 0 < s < sp, och detta bevisar slutvérdesregeln. [
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Ovningar

9.18 Verifiera begynnelse- och slutvirdesregeln for funktionerna
sint

a) f(t)=e™" b) ft)=te™ ) f(t) = -

9.6 Kausala LTI-system

I linjéra tidsinvarianta system kan sambandet mellan insignal x och utsignal
y under tdmligen generella villkor beskrivas av en faltning y = k * x, och i
kausala system &r vidare k(t) = 0 for ¢ < 0, vilket innebédr att sambandet
har formen

y(t) = /O " k(w)a(t — u) du.

Om systemet befinner sig i vila fram till och med en viss tidpunkt som
vi kan vélja som ¢ = 0, &r insignalen z(¢) lika med noll for ¢ < 0. Likheten
ovan reduceras darfor for ¢ > 0 till

1) = [ ket =) du,

dvs. till den typ av faltning y = k * x som vi infért i samband med laplace-
transformen, och genom laplacetransformering erhalls sambandet

§(s) = k(s)Z(s)

for de ingaende funktionernas laplacetransformer. Som tidigare kallas k sy-
stemets impulssvar medan k brukar kallas systemets dverforingsfunktion.

Vi paminner om att ett dynamiskt system kallas BIBO-stabilt om be-
grinsade insignaler resulterar i begrinsade utsignaler. Det foljer forstas av
sats 8.3.3 att det kausala systemet y = k * x 4r BIBO-stabilt om

/Oo|k:(t)]dt< .
0

I ménga situationer beskrivar man ett dynamiskt systems tillstand med
hjélp av en tillstandsfunktion z. Denna funktion dr i allménhet vektorvérd,
men vi antar for enkelhets skull att z &r en vanlig reellviard funktion.

Lat oss nu anta att tillstandets paverkan av insignalen xz(t) for ¢ > 0
regleras av en linjér differentialekvation med konstanta koefficienter av typen

an 2™ () + an-12" (0 4+ 4 anz" (1) + a2 (t) + aox(t) = (1)

dar a, # 0. Att systemet &r i vila fram till tidpunkten ¢ = 0, dvs. att z(¢) =0
for t < 0, medfor speciellt att

Z(nfl)(o) S — 2”(0) = z'(O) =2(0)=0
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Insignal | Tillstand | Utsignal
x(t) z(t) y(t)

Figur 9.1. Dynamiskt system

om tillstandsfunktionen forutsétts vara tillrickligt manga ganger kontinu-
erligt deriverbar i origo. Differentialekvationen och begynnelsevirdena be-
stdmmer sedan forstas systemets tillstand entydigt.

Utsignalen y(t) antas vara beroende av systemets tillstand pa sa sétt att
den dr en linjarkombination av derivator till z(¢) av hogst ordning n — 1,
dvs.

y(t) = b 12"V () + - 4 o2 (t) + 012/ (t) + bo2(t).

Lat nu P(s) och Q(s) vara polynomen
P(S) = a,s" + an—lsn_l +- 4+ a282 +ai1s+ag och

Q(S) =bp_15" 1 + -+ bys® + bys + by.

P& grund av begynnelsevillkoren &r z(¥)(s) = s¥Z(s) sa genom att laplace-
transformera de bada differentialekvationerna som innehaller x(¢) resp. y(t)
erhaller vi ekvationerna

P(s)z(s) = (s) och g(s) = Q(s)z(s),

och genom att eliminera Z(s) erhalls sambandet

i) = By )

mellan in- och utsignalernas laplacetransformer.

Eftersom téljaren hos den rationella funktionen K(s) = Q(s)/P(s) har
lagre grad &n ndmnaren, #r K(s) laplacetransform till en kontinuerlig funk-
tion k(t), och enligt sats 9.2.1 &r L[k  z|(s) = k(s)Z(s) = K(s)Z(s) = §(s).

Sambandet mellan utsignal och insignal ges déarfor av en faltning, ndmligen

t
y(t) =kxz(t) = / k(t — uw)z(u) du.,
0
och K #r det kausala systemets 6verforingsfunktion.

EXEMPEL 9.6.1. Som konkret exempel betraktar vi en partikel med massa
m som ror sig lings z-axeln under paverkan av en yttre kraft f(¢). Lat
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x(t) beteckna partikelns lige vid tidpunkten ¢, och antag att den &r i vila
da t < 0. Lat oss slutligen anvinda ldget som den observerade variabeln
(utsignalen) y.

Enligt Newtons rorelselag beskrivs systemets tillstind av differential-
ekvationen ma”(t) = f(t), medan y(t) = x(t). I foreliggande situation #r
saledes P(s) = ms?, Q(s) =1, K(s) = Q(s)/P(s) = 1/ms? och k(t) = t/m.
Sambandet mellan kraft (insignal) f och ldge (utsignal) = ges saledes av

faltningen
t

z(t) =k* f(t) =m™* ; (t —u) f(u)du. O

Nollstéllena till ndmnaren Q(z) i en rationell funktion P(z)/Q(z) som
forkortats sa att P(z) och Q(z) saknar gemensamma nollstéllen, kallas den
rationella funktionens poler. Om zy &r en pol till den rationella funktionen
R(z) sa &r uppenbarligen

lim |R(z)| = +o0.
Z2—20

For kausala LTI-system med rationella 6verforingsfunktioner kan vi en-
kelt avgtra om systemen dr BIBO-stabila eller ej genom att studera 6verfo-
ringsfunktionernas poler. Vi har namligen foljande sats.

Sats 9.6.1. Ett kausalt linjirt tidsinvariant system med rationell dverfo-
ringsfunktion dr BIBO-stabilt om och endast om dverforingsfunktionen inte
har nagra poler i halvplanet Res > 0.

Beuvis. Betrakta ett kausalt linjirt system med rationell 6verféringsfunktion.
Genom partialbraksutveckling kan éverféringsfunktionen K (s) skrivas som
en linjirkombination av brak av typen (s — ¢)™", dér ¢ dr en pol till K (s)
och n > 1 &dr polens ordning, och impulssvaret k(t) &r en linjirkombination
av motsvarande funktioner " e, For alla poler ¢ med negativ realdel ar

oo
/ [t Let| dt < oo,
0

och om alla poler har negativ realdel uppfyller foljaktligen linjadrkombina-
tionen k(t) villkoret [ |k(t)|dt < oo, vilket visar att systemet y = k x x &r
BIBO-stabilt i detta fall.

For att bevisa omvandningen, dvs. att systemet inte &r BIBO-stabilt om
overforingsfunktionen har en pol i det slutna halvplanet Re s > 0 noterar vi
forst att laplacetransformen f(s) till en begrinsad funktion f #r definierad
och analytisk i det 6ppna halvplanet Res > 0 eftersom konvergensabskissan

oq(f) dr < 0. Vidare ar funktionen (Res)f(s) begrénsad i samma halvplan
av konstanten || f|loo = sup;>q |f(¢)| pa grund av olikheten

Fs) < /0 F@)lle " dt < /0 £ lloee™"" dt = o[ fllco-
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Om laplacetransformen g(s) till en signal y har en pol i halvplanet Res > 0
eller om

lim o|g(o + bi)| = o0
o—0t

for nagot reellt tal b, sa kan foljaktligen signalen y inte vara begrinsad.

Antag nu att systemets overforingsfunktion K har en pol ¢ i det 6ppna
halvplanet Re s > 0. Da resulterar den begriansade insignalen H, dir H &r
Heavisidefunktionen, i en obegrinsad utsignal y, eftersom laplacetransfor-
men 7(s) = K(s)s~! d& ocksa har en pol i c och foljaktligen inte ér definierad
i hela det 6ppna halvplanet.

Om K istéllet har en pol bi pa den imagindra axeln, sa dr utsignalen
y till den begrinsade insignalen €** obegrinsad, ty for laplacetransformen
7(s) = K(s)(s — bi)~! giller i detta fall att

Jim oo )| = lim =T | (o +b)| = lim, |K(o + bi)| = +oc.
Déarmed ar beviset klart. O
Ovningar

9.19 Bestam overforingsfunktion och impulssvar for det kausala systemet
y = k *  om sambandet mellan insignal och utsignal beskrivs av
differentialekvationen

27(t) + 42" (t) + 52/ (t) + 22(t) =

22/ () + 2(t) = y(t)
2"(0) = 2'(0) = 2(0) =0

Ar systemet BIBO-stabilt?

9.20 Bestam overforingsfunktion och impulssvar for det kausala systemet
y = k *x x om sambandet mellan insignal och utsignal beskrivs av
differentialekvationen

Ar systemet BIBO-stabilt?

9.21 Avgér om det kausala LTI-systemet y = k x x dr BIBO-stabilt for
foljande impulssvar:

a) k(t) = cost b) k(t) = t?e % sint c) k(t) = xp,1(t)

q) k(t):tQi_l.
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9.22 Visa, t. ex. genom att betrakta utsignalens vérden i punkterna 2nmw for
insignalen z(t) = > 72 o (—1)" X[nz,(n+1)x((t), att LTI-systemet y = kxx
dr BIBO-instabilt om

[e.o]

a) k(t) = Z(_l)nX[mt,(nJrl)n[(t) b) k(t) = —~

n=0

9.7 Laplacetransformen for matt

Vi har tidigare forklarat vad som menas med integralen [g f(t)du(t) ver
hela R av en funktion f med avseende pa ett (dndligt) matt p. Integralen
[ f(t) du(t) 6ver ett delméngd E av den reella axeln aterfér vi nu pa defi-
nitionen av en integral éver hela R genom att sdtta funktionen f lika med
noll utanfér méngden F, dvs.

/ £(t) du(t) = / FO)xa(t) du(t).
E R

Speciellt ar alltsa

£(t) du(t) = /R FH () du(t)

[0,00]

dar H(t) ar Heavisidefunktionen, men vi skriver fortsidttningsvis
o0
| rwane

istéllet for f[o’oo[ F(t) du(t).

Utvidgningen av definitionsomradet for laplacetransformen till matt sker
nu pa ett uppenbart sidtt: Om g &dr ett matt pa R sa definieras dess laplace-
transform [i(s) som

i) = [ e duto).

For dndliga matt u, som dr den typ av matt som vi har behandlat,
existerar sikert laplacetransformen p(s) for alla komplexa tal s med realdel
Res > 0, och man kan visa att funktionen [ &r begridnsad och odndligt
deriverbar i det 6ppna halvplanet Res > 0.

EXEMPEL 9.7.1. Diracmattet 0., didr a > 0, har laplacetransformen

5a(s) = / o516, () dt = 0=,
0

Speciellt har saledes §, Diracmattet i origo, den konstanta funktionen 1 som
laplacetransform. O
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En funktions laplacetransform ger bara information om funktionens re-
striktion till icke-negativa reella axeln Ry = [0, 00[. Pa motsvarande sétt
ger laplacetransformen till ett matt bara information om den del av mattet
som "lever” pa R,. Lat oss sdga att ett matt p dr koncentrerat i méngden
E om

[ s©dutt) =0
R

for alla begransade kontinuerliga funktioner f som &r lika med noll pa E.
Exempelvis &r Diracmattet §, koncentrerat i punkten a.
Man kan nu visa foljande entydighetssats.

Sats 9.7.1. Twva dndliga matt som dr koncentrerade i (delmdngder till) icke-
negativa reella azeln [0, 00[, dr lika om de har samma laplacetransform.

Ovningar
9.23 Bestém laplacetransformen till mattet g =" ;27 "0y.
9.24 Verifiera transformeringsregeln 1 % v(s) = ji(s)7(s) for matt.

9.25 Bestdm impulssvar och 6verforingsfunktion fér LTI-systemet
y(t) = o(t) + 22(t — 1),
dar z(t) =0 for t < 0.

Historiska notiser

Laplacetransformen har fatt sitt namn efter Laplace som hérledde nagra av dess
egenskaper och anvinde transformen i sina sannolikhetsteoretiska arbeten och for
att bestdmma losningar till virmeledningsekvationen da omradet &r obegréinsat.






Kapitel 10

Z-transformen

10.1 Definition och egenskaper

Z-transformen anvénds for att studera foljder (ay))® som inte blir alltfor
stora da n gar mot o#indligheten. Lat oss borja med att definiera detta
villkor ordentligt.

Definition. En foljd a = (a,)§° av komplexa tal séges ha en tillvixt som
ar hagst exponentiell, eller tillhora klassen £, om det finns tva positiva kon-
stanter K och r saddana att

lan| < Kr™  for alla n.

Om (an)y° och (b,)5° &r tva foljder i £ och A &r ett godtyckligt komplext
tal, sa ligger summaféljden (a, + b,)5° och produktfsljden (Aay)j® ocksa i
klassen £. Detta betyder att £ ar ett vektorrum.

Definition. For komplexa foljder a = (ay)3° 1 klassen £ definieras z-trans-
formen Z[a)(z) som den oédndliga serien

o
g anz” ",
n=0

dér z ar en komplex variabel.

Villkoret att a tillhér £ garanterar att det finns ett icke-negativt tal
pa sadant att z-transformen Zla](z) &r absolutkonvergent for |z| > p, och
divergent for |z| < p,. Genom variabelbytet t = 1/z 6verfors ndmligen
z-transformen Z[a](z) i potensserien Y ° ;a,t", och villkoret att koeffici-
entfoljden ar hogst exponentiellt vixande garanterar att potensserien har
en konvergensradie R som &r positiv eller 400. Oversatt till z-transformen
betyder detta att z-transformen #r absolutkonvergent om |z| > 1/R och
divergent om |z| < 1/R.

213
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Av resultaten for potensserier foljer vidare att z-transformen definierar
en funktion som dr odndligt manga ganger deriverbar i omradet |z| > p, och
att derivatorna fas genom att derivera serien termvis.

Den genom variabelbytet ¢ = 1/z erhallna potensserien innehaller natur-
ligtvis samma information som z-transformen. Man skulle darfor lika gédrna
kunna arbeta med potensserier som med z-transformer, men analogin med
laplacetransformen blir béttre om man definierar z-transformen som vi gjort
ovan.

ExXEMPEL 10.1.1. Lat A vara ett godtyckligt komplext tal. F6ljden (A™)3°
tillhor forstas klassen £, och dess z-transform &r

> 1 z

ZE) = N = ro =
n=0

for |z] > |l O

Ett for alla tillampningar vésentligt faktum &ar att z-transformen bestédm-
mer talféljden entydigt. Detta &r kontentan av foljande sats.

Sats 10.1.1 (Entydighetssatsen). Z-transformen dr en injektiv avbildning,
dvs. om a = (an)F och b = (by)¥ dr tva foljder i £ och Z[a](z) = Z[b](2)
for alla z utanfor nagon cirkel i komplexa talplanet, sa dr a = b.

Anmdrkning. Det ricker att veta att Z[a](z) = Z[b](z) for alla reella tal z
som #r storre d4n nagot tal, eller till och med bara att Z[a(z,) = Z[b](z,) for
nagon foljd (z,)§° av tal som gar mot oéndligheten da n — oo, for att dra
slutsatsen att a = b. Detta foljer av att z-transformen &r en s. k. analytisk
funktion.

Bevis. Om Zla](z) = Z[b](z) for alla z utanfor nagon cirkel sa &r motsva-
rande potensserier Z[a|(1/t) och Z[b](1/t) lika for alla ¢ i nagon (punkterad)
omgivning av t = 0, och harav foljer pa grund av entydighetssatsen for po-
tensserier att a,, = b, for alla n. ]

En annan enkel observation ér att Z-transformen &r en linjér avbildning.

Sats 10.1.2. Z-transformen dr linjir, dvs. om a,b € £ och A, i dr komplexa
tal sa dr
Z[Aa + pbl(z) = AZla](z) + pZ[b](2)

for alla z for vilka hogerledet existerar.

Bews.
Z[Xa + ubl(z) = Z()\an + pbp)z" = A Z anz” "+ ,uz bpz™"
n=0 n=0 n=0

CAZ(2) + pZBl(). O
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Om (ay)y° &r en f6ljd som vixer hogst exponentiellt, sa har forstas ocksa
foljden (A"ay,)5° samma egenskap for varje komplext tal A, och sambandet
mellan dessa bada foljders z-transformer ges av nésta sats.

Sats 10.1.3. Om a = (a,)g° dr en foljd i € och X\ dr ett nollskilt komplext

tal, sa dr
Z[(Nan)l(2) = Z[a](z/)).
Bevis. Z[(\'ay,)](z) = Z Napz™" = Zan(z/)\)*” = Zlal(z/\). O
n=0 n=0

EXEMPEL 10.1.2. Bestdm f6ljden (a,)§° om dess z-transform &r

28— 422 4+ 72
(z—=1)(z—=2)(2—3)°

A(z) =

Lésning. Enligt entydighetssatsen finns det hogst en sadan f6ljd, och for att
bestdmma den borjar vi med att bryta ut faktorn z och partialbraksuppdelar
sedan det resterande braket:

22— 4247 A B C
A(Z)ZZ'(Z—l)(z—2)(z—3):Z'(z—1+z—2+z—3)'

Man finner ldtt att koefficienterna d&r A =2, B = —3 och C = 2, varfor

z z z
A(z)_2'z—1_3'z—2+2'z—3'

Enligt exempel 10.1.1 &r z/(z — A) z-transform till f5ljden (A"), och om vi
kombinerar detta faktum med linearitet, drar vi slutsatsen att den sokta
foljden ar

anp =2-3-2"4+2.3" O

En naturlig generalisering av exempel 10.1.2 &r att for alla rationella
funktioner P(z)/Q(z) som ar z-transformer, bestimma motsvarande foljd.
Ett nodvindigt villkor for att en rationell funktion ska vara z-transform &r
att tédljarens gradtal inte dr storre &n ndmnarens; detta foljer med en gang
av foljande sats.

Sats 10.1.4. For alla foljder a = (ay,)y° i € dr lim Z[a|(z) = ag.

Z—00
Bevis. Variabelbytet z = 1/t och det faktum att potensserier &r kontinuer-
liga funktioner medfor att

o

o0
lim E anz~ " = lim E ant" = ag. O
Z—00 t—0
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Exempel 10.1.1 ger oss den inversa foljden till transformen z/(z — \),
men for att komma vidare behdver vi ocksa identifiera den inversa foljden
till z-transformen z/(z — A)* for heltal k som ir storre #n 1. Foljande sats
hjélper oss med detta. Vi paminner om att binomialkoefficienterna (Z) ges

av formeln
n\ nn-1)---(n—k+1)
k) k! '

Observera att denna formel dr meningsfull dven for naturliga tal n som &r
mindre &n k och att (Z) =0om0<n<k.

Sats 10.1.5. Antag att a = (a,)5° dr en foljd i € med z-transform A(z) och

sdatt
by, = <Z> an,

dar k dr ett positivt heltal. Da ligger foljden b = (by)3° i € och dess z-

transform dr
_ kZ k
Z[b)(2) = ( ;') . %(zkilfl(z)).

Speciellt &r alltsa

Z[(nan))(z) = —2A(2).
Bevis. Det foljer av binomialsatsen att (}) < (1 4+ 1)™ = 2", och denna
olikhet medfor forstas att f6ljden (by,)J° tillhor £. For att bestdmma foljdens

z-transform borjar vi med att derivera sambandet
o
zk—IA(Z) _ Z anz—(n—k—H)
n=0

k ganger; detta resulterar i formeln

C;Zc(zk—lA(Z)) = (—1>k i(n —k+ 1)(n —k+ 2) . nanz_(”ﬂ)
n=0

Genom att multiplicera bada sidorna i formeln ovan med (—1)*z och dividera
med k! erhalls den sokta formeln

> (n n k2 d*
> (Jone = S a0, :

n=0

Korollarium 10.1.6. Féljden ((Z))\"_k)zozo har z-transform (Z_Zw

Bevis. Vi anvénder foregaende sats pa foljden (1,1,1,...) bestaende av idel
ettor och som har z-transform z/(z — 1)~!. Detta ger att

n o DL LA ~1)rz dF k-1 1
Z[((k))](z):( k:') M(z—l):( k:') '@(z—lez—l)'
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Nu ar
k-1
z—1
ett polynom i z av grad k — 1, sa dérfor ar k:te derivatan av denna del lika
med noll. Det foljer att

. 1k gk 1 —1)k —1)kg!
2N =S () = S

e A AR SRR |

Detta visar korollariet i fallet A = 1. Det allménna fallet fas ur detta special-
fall med hjélp av sats 10.1.3, som ger

2N = 7y = (e

varur formeln i korollariet foljer efter division med A¥. O

Vi kan nu avgora vilka rationella funktioner som &r z-transformer och i
princip ocksa bestdmma motsvarande foljder.

Sats 10.1.7. En rationell funktion R(z) = P(z)/Q(z) dr z-transform till
en foljd i € om och endast om polynomet P(z) har ett gradtal som inte
dverstiger gradtalet hos polynomet Q(z).

Bewis. Vivet redan att villkoret pa gradtalen dr nédviandigt — for att bevisa
att det ocksa &r tillrackligt antar vi att P(z) har ett gradtal som hogst &r
lika med gradtalet hos @Q(z). Vi skriver den rationella funktionen R(z) pa
formen

och faktoriserar polynomet zQ(z):
2Q(z) = 2™ (z — A1) - (2 = Ap)™EL

Har ar 0, A1, ..., A\; de komplexa nollstéllena till polynomet zQ(z), och my,
mai, ..., my ar nollstdllenas multiplicitet.

Eftersom gradtalet hos ndmnaren zQ(z) &r strikt storre #n gradtalet
hos téljaren P(z), kan den rationella funktionen P(z)/zQ(z) skrivas som en
summa av partialbrak av typen

A A Amg
Z T T
och B
1 2 m;
z—)\i+(z—/\i)2+ +(Z—)\i)mi7

dér varje nollstélle \; ger en summa av det sistndmnda slaget.
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Genom att multiplicera tillbaka z ser vi att den rationella funktionen
R(z) &r en summa av uttryck av foljande slag:

A A
At = ook

Zmofl

och
Bz Boz B,z

z—Ai—i_(z—)\i)2+"'+7(z—)\i)mi'

Den forstndmnda summan &r z-transform till f6ljden

(10.1) (A1, As,..., Ay, 0,0,...)

medan den andra summan &r z-transform till en {6ljd vars n-te term &r
n -1 n —(m;—1)

(10.2) Bl)\?+Bg<1>)\? +...Bp, <m,~—1>)\? mi-1).

Pa grund av linearitet &r dérfor R(z) z-transform till den f6ljd som fas genom
att ldgga ihop f6ljden (10.1) med alla foljderna (10.2). O

EXEMPEL 10.1.3. Bestam f6ljden (a,)§° om dess z-transform &r

22+ 4z
(z=3)"
Lésning. Vi borjar med att bryta ut z ur téljaren och partialbraksuppdelar
sedan det resterande braket:
z+4 7 1 z z
—_— . = 7 . .
z—3)1 <(z—3)4+(z—3)3) G-3)t T z=_3)p

Det féljer nu av korollarium 10.1.6 att

mn mn
n:7 37173 37172
(g (3)

vilket kan forenklas till
(73 —12n% 4 5n) 374 O

A(z) =

A(z) ==z

N |

Ay =

EXEMPEL 10.1.4. Bestam f6ljden (a,)§° om dess z-transform &r

22+ 1
(z—2)(22 —22+5)

Az) =

Losning. Eftersom det inte finns nagon faktor z att bryta ut ur téljaren
borjar vi med att forlinga braket A(z) med z och skriver det pa formen

2241

Alz) == z2(z —2)(2%2 — 2z +5)
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med avsikten att forst partialbraksuppdela den andra faktorn i ovanstaende
uttryck. Polynomet z? — 2z 4+ 5 har komplexa nollstillena z = 1 4 2i, sa
dess faktorisering &r (z — 1 — 2i)(z — 1 + 2i). Detta betyder att att vi har en
partialbraksuppdelning av foljande slag

2 +1 A B C D

2(z—2)(22 =224 5) o S i o T

och koefficientbestdmning ger

A=-4 B=3 C=-%02+i), D=-%02-1)=C.
Foljaktligen &r
z z z

AR)=A+B — +C — o+ Do

och
an=Ab,+B2"+C(1+2i)"+ D (1-2i)",
dér 6 = (0,)5° betecknar foljden
5, = {1 for n =0,

0 for ovriga n.

C(1 —2i)" =
(

Foljden (ay)3® dr reell beroende pa att D(1 — 2i)" =
=2 Re(C(1 + 2i)"),

C(1 + 2i)", vilket medfor att C(1 + 2i)" + D(1 — 2i)"
och att saledes

an = 1500+ 2" — L Re((2+D)(1 +20)").

Vi kommer fram till en alternativ form f6r a, genom att férst skriva de
komplexa talen 1 4 2i och 2 4 i pa polar form:

142 =56 a=arg(l+2i)=arctan?2,
2+i=+5e" f=arg(2+i) = arctan%.
Det foljer att
(2+1)(1 4 2)" = V5ol . /5 e = /5" ellnath),
och att foljaktligen
Re((2+1)(1+21)") = 5" cos(na + )
= \/5n+1(cos na cos B — sin nasin 3)

2 1
= \/5n+1(— cos na — —= sin na)

V5 V5
= /5" (2 cosna — sin na).
Detta betyder att

-2
an:—%6n+2”_l—\/5n (2 cosna — sinna). O
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Ovningar
10.1 Bestém z-transformen till f6ljande foljder (a,,)5°:
a) a, =27" b) a, =n-3" c) ap =n?-2"

10.2 Bestém z-transformen till f6ljden (a,)§° om

a) agy = (—1)*1 for k > 1 och a, = 0 for Gvriga n;

b) aor = (k — 1)(—1)* for k > 1 och a,, = 0 for Gvriga n.
10.3 Bestéim z-transformen till f6ljden (1/(n + 1))80.
10.4 Bestém foljden (ay)3° om dess z-transform &r

) 2 b) 1 ) 323 — 822 + 162
* 322 z ¢ (z—=2)2(z+1)

10.2 Translation och differensekvationer

Tva viktiga operationer pa rummet av alla foljder (a,)3° dr vinstertransla-
tion L och hdgertranslation R, som definieras pa foljande vis:

L(ag,a1,a2,as,...) = (a1,as,a3,a4,...)

R(ao,al,ag,ag, . ) = (0,&0,@1,@2, .. )

Vanstertranslationen forskjuter foljden ett steg at vénster varvid forsta ele-
mentet ag faller bort, medan hogertranslationen forskjuter foljden ett steg
at hoger och introducerar en nolla pa den forsta platsen (dvs. platsen med
index 0).

Om vi sdtter a_; = 0, s &r tydligen

R(an)g” = (an-1)5°,

och for att slippa liknande papekanden i fortsdttningen infor vi nu féljande
konvention:

Féljder (ap)3° som fran bérjan bara dr definierade for icke-negativa index
n, utvidgas till att vara definierade for alla heltalsindex genom definitionen
an = 0 for alla negativa index n.

Vinster- och hogertranslation dr uppenbarligen linjéra avbildningar pa
rummet av alla foljder. Om a dr en foljd som véaxer hogst exponentiellt,
sa har givetvis ocksa de bada translaterade foljderna La och Ra samma
egenskap. (Om (a,)5° uppfyller tillvaxtvillkoret |a,| < K7™, sa uppfyller de
bada foljderna (an+1)g° och (an—1)7° villkoret med samma r men med K
ersatt av Kr resp. K/r.) Detta innebér att vi kan uppfatta translationerna
L och R som operatorer pa vektorrummet £.
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Genom att upprepa avbildningarna L resp. R flera ganger kan vi trans-
latera flera steg at vénster resp. hoger:

L¥(an)§° = (ansn)5® och R (an)§® = (an—i)§".
Var nésta sats beskriver hur z-transformen forhaller sig till translation.
Sats 10.2.1. For alla foljder a € € dr

Z[RFa](z) = 27 Z[a](2) och
Z[Lka] (Z) 1 k—2

K Z[a](2) —aps* — a1 2Pt — a2 — o — a2

Beuwis.

Z[Rka](z) = ianszin = i A2 " = zik i anisz(n*k)
n=0 n=~k n=~k

=27 z_:oamz_m = 27%2[d](2).

o0 o0 o
Z[LFd)(2) = Z anipz " = 2" Z Az PR = P Z amz" ™
n=0 n=0 m=k

=2* (Z[a](z) — :2__:1 amz_m>. O

Som tillaimpning pa foregaende sats visar vi hur man kan anvinda z-
transformen for att 16sa linjdra differensekvationer.

EXEMPEL 10.2.1. Los differensekvationen
Ant2 — Dany1 + 6a, = 4,

med begynnelsevillkoren ag = 1 och a; = 2.

Lésning. Med hjalp av de givna begynnelsevillkoren kan vi bestdmma talen
as, as, a4, ... rekursivt pa ett entydigt sitt, sa differensekvationen har en
entydig 16sning a = (a,)§°. Lat A(z) beteckna 16sningsfoljdens z-transform.
De bada vinstertranslaterade foljderna (a,+1)§° och (an+2)5° har da z-trans-
formerna zA(z) — z resp. 22A(2) — 2% — 2z. Z-transformen till foljden i dif-
ferensekvationens vénsterled &r darfor pa grund av linearitet lika med

22A(2) — 22— 22 = 5(2A(2) — 2) + 6A(2) = (22 — 52+ 6)A(2) — 22 + 32

medan z-transformen till den konstanta foljden 4 i hogerledet ges av exem-
pel 10.1.1 (med A = 1) och dr 4z/(z — 1). Foljaktligen dr

4z

(22 =52+6)A(2) — 22 + 32 = 1
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vilket leder till att

4 342247
(2 =52+ 6)A(z) = 2 3o+ o = sz z,

B 232 — 422 4+ 72 B 22— 422+ 72
A(z) = (z—1)(22=52+6) (z2—1)(z—2)(z—3)

I exempel 10.1.2 fann vi att A(z) édr z-transform till f6ljden

an=2—3-2"+2.3"

som darfor ocksa dr differensekvationens 1osning. O

Ovningar

10.5 Bestéam foljden (a,)3° om ag = 2, a1 = 0 och an42 —3an+1+2a, = —1
forn=20,1,2,....

10.6 Bestém foljden (ay,)3° om ap = 1, a1 = 3 och ap42 + an, = 2n + 4 for
n=20,1,2,....

10.7 Los foljande system av linjéra differensekvationer med begynnelsevér-
dena ag = by = 1:
an+1 = 2ap — bn
{ bn+1 == *6041 + bn

10.3 Faltning

Nér tva potensserier

A(t) = ap + a1t + agt® + azt® + ...
och
B(t) = by + byt + bat® + bst® + ...

multipliceras med varandra blir resultatet en ny potensserie
C(t) = A(t)B(t) = co + 1t + cot® +c3t® + ...,
och koefficienterna i den nya serien ges av att
co = apby, c1 = agby +aiby, c2 = apgba + a1b; + azby,

och allmant

n
cn = aobp + a1bp—1 + ag2bp_o + -+ -+ anby = Z agbp_g.
k=0
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Detta sitt att av tva foljder a = (ay,)§° och b = (by,)3° bilda en ny f6ljd
¢ = (cn)Y kallas faltning och man skriver

c=axb.

Man kan visa att om tva potensserier A(t) och B(t) ar konvergenta i
en cirkelskiva [t| < R, sa &r sidkert ocksa potensserien for deras produkt
C(t) = A(t)B(t) konvergent i samma cirkelskiva. Detta innebér att f6ljden
¢ = a * b vixer hogst exponentiellt om de bada féljderna a och b vixer
hogst exponentiellt. Eftersom vidare C(1/z) = A(1/z) - B(1/z) och A(1/z),
B(1/z) och C(1/z) &r z-transformerna till de tre fljderna a, b och a*b, har
vi kommit fram till foljande sats:

Sats 10.3.1. Om a = (a,)® och b = (by)3° dr tva foljder i €, sa ligger
faltningen a * b ocksa i &, och for de tre féljdernas z-transformer gdller
sambandet

Zla*b](2) = Zla](z) - Z[b](2).

En faltning a % b kan ocksa skrivas som en linjirkombination av hoger-
translat till foljden b. Lat som tidigare R beteckna hogertranslationsope-
ratorn; da #r b,_p = (R*b), och foljaktligen

(axb), = Z ar(R*b),
k=0

for alla index n. Med var konvention att (R¥b),, = b,_ = 0 for k > n kan
vi skriva denna summa som en oéndlig summa,

vilket betyder att
axb= Z akRkb.
k=0

Observera att det inte finns nagra problem med konvergensen eftersom sum-
man ovan i realiteten &r dndlig for varje fixt koordinatindex n.

Ovningar

10.8 Bestém foljden (x,,)5° om



224 10 Z-transformen

10.4 Diskreta kausala LTI-system

Diskreta svarta lador diskuterades redan i inledningskapitlet, men nu kan vi
siga lite mer om dem. Vi borjar med att repetera nagra definitioner.

Ett diskret dynamiskt system dr en funktion 7' som till varje f6ljd x =
()5 associerar en foljd T'(z) = y = (yn)3°. Systemet kallas

e linjdrt om
T(ax +d'2') = aT(z) + T (2).
for alla foljder = och ' och alla komplexa tal o och o/;

e tidsinvariant om
T(R*z) = R*T(z).

for alla foljder x och alla naturliga tal k;

e kausalt om det for alla foljder x och 2’ och alla index n giller att
zy = ), for 0 < k < n medfor att T'(x), = T(2')n.

Ett tidsinvariant system fungerar med andra ord likadant oavsett nar det
startas, och i ett kausalt system &r utsignalens virde vid varje tidpunkt
oberoende av insignalens framtida virden.

Diskreta kausala LTI-system karakteriseras fullstandigt av foljande sats.

Sats 10.4.1. Lat T wvara ett diskret kausalt LTI-system och sdtt a = T(9),
dér § dr foljden (1,0,0,...). Da dr

T(x)=axz

for alla x.
Omuint dr varje system som ges av en faltning av ovanstaende slag ett
kausalt LTI-system.

I signalteorisammanhang kallas § en impuls och a ar impulssvaret.

Bevis. Vi ska visa att T'(z), = (a * z), for alla index n och berdknar da
forst T'(2') for foljden

/
' = (zg,21,...,2,,0,0,0,...

Pa grund av kausaliteten dr ndmligen T'(z), = T(2')y.
Eftersom RJ = (0,1,0,0,...), R*(§) = (0,0,1,0,...), osv., kan vi ut-
trycka féljden ' som en summa pa féljande vis:

2 =200 + 21 RS + 29R*5 + - - + x, R"0.
Linearitet och tidsinvarians medfor nu att

T(z") = zoT(8) + 21T (RS) + x2T(R%6) + - - - + 2, T(R"™))

= 20T (8) + 21 RT(8) + 22 R*T(8) + - - + 2, R"(T6) = > _ xR¥a,
k=0
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och for den n:te koordinaten géller darfor att

T(z), = T(:c’)n = Zﬂfk(Rka)n = Zazkan_k =(z*xa), = (a*xx)y.
k=0 k=0

Dérmed &r beviset for att T'(x) = a * x klart.
Omvéndningen, dvs. att faltning &r en linjér, tidsinvariant och kausal
operation ldmnas som Ovning at ldsaren. O

For diskreta kausala LTI-system har vi féljande karakterisering av BIBO-
stabilitet.

Sats 10.4.2. Systemet T'x = axx dr stabilt om och endast om ), |an| < co.

Bevis. For godtyckliga foljder z = (z,,)22, infér vi beteckningarna
oo
|zlloo = sup|za| och [|z]1 =" |zl
n=20 n=0

For y = Tx = a x x géller da speciellt olikheten

yn] = ]Zakmn J <3 leullnid € 3 lael e < ol

k=0 k=0

som innebar att
la* z[loo < [lall1 ]|z

Om ||al|1 < oo och insignalen x &r en begrinsad f6ljd (med ||| = C) sa
dr foljaktligen utsignalen y ocksa en begriansad f6ljd (med ||y|/c < C|lall1)-
Detta visar att ||a||; < oo medfér BIBO-stabilitet.

Antag omvint att ||al|; = oco. Vi ska visa att detta medfor BIBO-
instabilitet genom att konstruera en begréinsad insignal x med obegrinsad
utsignal y.

Om |jal]|c = o0, dvs. om foljden a = (an);e, 4r obegrénsad, sa ger
insignalen ¢ en obegridnsad utsignal, eftersom T9 = a * § = a.
Sa antag fortsittningsvis att |jall1 = Yy |ar| = 00 och |jalle < 0.

Eftersom serien &r divergent kan vi induktivt vélja en vixande f6ljd (np)p2
av naturliga tal med ng = 0 och som uppfyller olikheten

np—"np-1—1

Y larl = p+npalaleo
k=0

for p > 1.
Vi definierar nu var insignal = ()72, genom att sitta xo = 0 och
sedan vilja ovriga tal x sa att deras absolutbelopp &r lika med 1 och

TR,k = |, k| for ny,_ 1 <k <ny,.
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Foljden = ar givetvis begrinsad, men for utsignalen y = a * x géller att

np np Np—1
|Yn,| = ‘Z anpkak‘ = ‘ Z Apy,—kTk + Z anpkak‘
k=0 k=np_1+1 k=0
np Np—1
= ‘ Z |anpfk| + Z anpfk'fk‘
k=np_1+1 k=1
np Np—1
> Z |anp—k| - Z |anp—kxk|
k:np_1+1 k=1
np—np—1—1 Np—1 np—np—1—1 Np—1
= D al =D an, -kl = D larl = D llalle
k=0 k=1 k=0 k=1

> p+np-iflafc —np-illallec = p.

Eftersom detta giller for alla naturliga tal p > 1 ar féljden y obegransad,
och dérmed &dr beviset klart. O

EXEMPEL 10.4.1. Ett system med impulssvaret ((n + 1)_2)2020 ar stabilt,

och ett system med impulssvaret ((n + 1)_1):0:0 ar instabilt. O

Vi forutsdtter fortsdttningsvis att impulssvar och insignaler i vara dis-
kreta kausala LTI-system &r hogst exponentiellt vixande.
Z-transformen

A(z) = i anz "
n=0

till ett systems impulssvar a kallas systemets dverforingsfunktion. Det foljer
av satserna 10.3.1 och 10.4.1 att sambandet mellan insignalens z-transform
X (z) och utsignalens z-transform Y'(z) ges av ekvationen

Lat nu p, beteckna det entydigt bestdmda tal for vilket z-transformen
A(z) dr konvergent i omradet |z| > p, och divergent i omradet |z| < p,.
Nista sats beskriver ett systems stabilitetsegenskaper i termer av konver-
gensradien py.

Sats 10.4.3. Eitt diskret kausalt LTI-system med éverforingsfunktion A(z)

ar

(a) BIBO-stabilt om pg < 1;

(b) BIBO-instabilt om p, > 1, eller om pg, = 1 och dverforingsfunktionen dr
diskontinuerlig i nagon punkt pa randen |z| = 1 av konvergensomradet.

Bevis. (a) Antag att systemet dr instabilt. Da dr > > |an| = 400 vilket
medfor att att serien A(z) &r divergent for alla komplexa tal z med |z| < 1
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och att foljaktligen p, > 1. Villkoret p, < 1 medfor saledes att systemet &r
stabilt.

(b) Om systemet &r stabilt, dvs. om » 7 la,| < oo, sa &r serien A(z)
absolutkonvergent for |z| > 1, vilket betyder att p, < 1. Dessutom &r z-
transformen A(z) sikert kontinuerlig for |z| > 1. Om p, > 1 eller om p, = 1
och funktionen A(z) &r diskontinuerlig i nagon punkt pa cirkeln |z| = 1,
maste foljaktligen systemet vara instabilt. O

For diskreta kausala LTI-system med rationella overforingsfunktioner
har vi féljande korollarium till sats 10.4.3.

Korollarium 10.4.4. Ett diskret kausalt LTI-system med rationell overfo-
ringsfunktion A(z) dr BIBO-stabilt om och endast om alla polerna till dver-
foringsfunktionen ligger strikt innanfor cirkeln |z| = 1.

Bewvis. Lat p vara beloppet hos den av 6verforingsfunktionens poler som har
storst belopp. Da existerar dverforingsfunktionen A(z) for alla z med |z] > p
men inte f6r alla z med |z| = p, vilket betyder att konvergensradien p, = p.
I en pol zp till A(z) &r vidare lim,_,,, |A(z)| = +o0, vilket speciellt innebér
att funktionen A(z) har en diskontinuitetspunkt pa cirkeln |z| = pq.

Om alla polerna ligger innanfér enhetscirkeln &r foljaktligen p, < 1.
Om det ddremot finns en pol pa eller utanfor enhetscirkeln sa ar p, > 1,
och i fallet p, = 1 har &verforingsfunktionen en diskontinuitetspunkt pa
enhetscirkeln. Pastaendet i korollariet foljer dérfor av sats 10.4.3. O

EXEMPEL 10.4.2. Ett system med A(z) = (22+1)~! som 6verforingsfunktion
ar instabilt eftersom polerna +i ligger pa enhetscirkeln. Systemets impuls-
svar a = (a,)§° fis genom inverstransformering och ges av att agy, = (—1)**
for k > 1 och a,, = 0 for alla 6vriga n. Observera att f6ljden a &r begréansad.

Med z = a som begriansad insignal fas en utsignal y som har z-transfor-

men
1

Denna utsignalen &r obegridnsad, ty genom inverstransformering erhalls

Y(z) =A(2)X(2) =

Yo = (k—1)(=1)F fork>1
medan y, = 0 for alla 6vriga n. (Jamfor 6vning 10.2.) O
Ovningar
10.9 Visa att faltning dr en tidsinvariant operation genom att visa att
Ri(a*xx) = ax Rz

for alla naturliga tal k.
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10.10 Tett diskret kausalt LTI-system ges impulssvaret av féljden (sin §7)5°.
Bestdm utsignalen y till insignalen z = (cos n)g°. Ar systemet sta-
bilt?

" 1 0o
10.11 Ar ett diskret LTI-system med impulssvar (ﬁ) stabilt?
Bestdm ocksa overforingsfunktionen. (n+1)(n+2)/0

Historiska notiser

En talfoljds z-transform innehaller samma information som foljdens genererande
funktion, dvs. som potensserien med den betraktade talféljden som koefficienter,
och genererande funktioner introducerades 1730 av ABRAHAM DE MOIVRE (1667
1754) som en metod for att 16sa linjira rekursionsproblem. Pierre-Simon de Laplace
anvinde z-transformen i sannolikhetsteoretiska arbeten.

Sitt namn fick z-transformen 1952 da den blivit populédr som transformations-
metod inom diskret signalbehandling och diskret kontrollteori.



Kapitel 11

Diskreta fouriertransformen

Den diskreta fouriertransformen anvénds i praktiska tillimpningar for att
analysera funktioner som genom sampling bara dr kinda i dndligt méanga
punkter. Transformen omvandlar listan av funktionsvérden till en lista av
koefficienter till komplexa sinusoider som &r ordnade efter sina frekvenser.
I tillimpningar sasom signal- och bildbehandling transformeras dérigenom
den samplade funktionen fran tids- resp. rumsdoménen till frekvensdoménen.

Eftersom det handlar om #éndliga dataméngder kan den diskreta fourier-
transformen implementeras i datorer med numeriska algoritmer eller direkt
i hardvaran. Dessa implementeringar anviander algoritmer som gar under
namnet den snabba fouriertransformen.

11.1 Cykliska gruppen Zy

Vektorrummet C™ av alla n-tipler (21, 22, ..., 2,) kan identifieras med vek-
torrummet av alla funktioner z: {1,2,...,n} — C. Vilken indexméngd som
anvinds ar forstas ovisentligt sa linge som den innehaller n stycken ele-
ment; vi kan ersétta {1,2,...,n} med vilken annan méngd som helst med
n stycken element.

Genom att forse indexméngden med en gruppstruktur kan man konstru-
era baser for vektorrummet C™ med speciella egenskaper. I det hir kapitlet
skall vi studera fourierbasen och den ddrmed associerade diskreta fourier-
transformen. Andra exempel pa baser ir de s. k. waveletbaserna, som numera
utgor oumbarliga verktyg inom signal- och bildbehandling.

For att forenkla framtida beteckningar kommer vi fran och med nu att
byta index n mot N samt overga till att anvénda {0,1,2,..., N — 1} som
indexmingd for CV. Vi indicerar med andra ord elementen i CV s hir:

Z = (Zo,Zl, .. .,ZN_l).

Som gruppoperation pa var indexmingd anvénder vi addition modulo
N, och den resulterande gruppen betecknas Zy.

229
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Definition. Med Zy menas méngden {0,1,2,..., N — 1} forsedd med fol-
jande addition m +n for m, n € Zy:

m-+n omm+n<N-—-1
m—+n =
m+n—N omm-+n>N.

Plustecknet + forekommer hir i tva betydelser; i vinsterledet star det for
den definierade additionen, och pa alla stéllen i hogerledet efter klammern
har det sin vanliga betydelse av addition av naturliga tal.

1Zs ér exempelvis 1 +1=2,1+2=24+1=00ch2+2=1.

Varje element n i Zy har en additiv invers —n; den definieras av att

0 omn=20
—_n =
N—-—n om0O<n<N-—-1.

(Ocksa minustecknet anvénds forstas hér i tva betydelser!)
Sats 11.1.1. Zy dr en kommutativ grupp, dvs. for alla k, m, n € Zy dr

m+n=n-+m
k+(m+n)=(k+m)+n
n+0=n
n+(—n)=0

Bewis. Enkel verifikation. O

Rummet (?(Zy)

Vektorrummet CV identifieras i fortséttningen med vektorrummet av alla
funktioner f: Zy — C. Genom att férse C med den vanliga inre produkten

N-1 L
(f,9) =" f(n)g(n)
n=0

far vi ett inre produktrum, som betecknas ¢2(Zy). Motsvarande norm be-
tecknas || [|2, dvs.

N—-1
LA = (F 1) =D [fm) .
n=0

Rummet ¢%(Zy) #r N-dimensionellt. Funktionerna eg, ei, ..., ex_1,

som definieras av att
1 omn=%k
er(n) =

0 for ovrigt,
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bildar en ON-bas, som vi kallar standardbasen i (*(Zy).
Det ar lampligt att uppfatta index k i e, som ett element i Zy. For
N =5 dr exempelvis exy3 = eg och e3y3 = e;.

Rummet ¢2(Zy) kan ocksa uppfattas som rummet av alla N-periodiska
funktioner definierade pa hela Z. Varje funktion f € ¢?(Zy) kan nimligen
pa ett unikt sidtt utvidgas till en N-periodisk funktion F': Z — C, sa att
F(n)= f(n) forn=0,1, ..., N — 1. Det dr bara att definiera

Fn+kN)=f(n) for0<n<N-—-1ochkeZ

Translationsoperatorerna Ry

Definition. For f € ¢2(Zy) och k € Zy definierar vi funktionen Ry f genom
att satta

Ryf(n) = f(n— k).

Vi kallar Ry, f for ett translat av f och avbildningarna Ry : (2(Zy) — (*(Zn)
for translationer eller translationsoperatorer.

Translationsoperatorerna &r uppenbarligen linjdra operatorer. Observera
att Ry = I, den identiska avbildningen, och att RyR,, = R+, for alla k,
m € Zy. Vidare giller for potenser av Ry att R’f =Rpfork=0,1, ...,
N — 1, medan RY = Ry = I.

Operatorerna Ry, kallas translationer dérfor att de translaterar eller skju-
ter funktionsvirdena k steg at hoger cykliskt. Exempelvis &r

(Ruf(0), Ruf (1), Raf(2),.... Rif(N — 1)
= (F(N = 1), £(0), f(1),..., f(N = 2)).

EXEMPEL 11.1.1. For standardbasvektorerna i £2(Zy) giller att Ryeq = ey,
och mer generellt att Rye, = epik. ]

Summor

For funktioner f € ¢?(Zy) kommer vi ofta att ha anledning att betrakta
summor av typen
> fn),

neZn

dér vi summerar 6ver alla funktionsvérdena f(n), n=0,1,..., N — 1.
Vi kan forstas uppfatta summationen ZZN som en avbildning, som till
varje funktion f € ¢2(Zy) tillordnar ett komplext tal. Det som #r visentligt
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for denna avbildning, och som vi kommer att utnytta om och om igen, &r
att den &r linjdr, dvs.

S (afm)+Bgm)) =a Y f)+8 Y g(n),

nEZN TLEZN nEZN

och translationsinvariant, dvs.

n€Zy neZy

for alla k € Zy. Den sista likheten &dr forstas bara ett sétt att uttrycka att

N-1 N-1
Yo fn—k) =" f(n),
n=0 n=0
nagot som ar fullstindigt sjalvklart eftersom vi i bada fallen summerar samt-

liga N funktionsvérden f(0), f(1), ..., f(IN —1).

11.2 Karaktarerna till gruppen Zy

Definition. En funktion x: Zy — {z € C | |z| = 1} kallas en karaktdr till
gruppen Zy om

(11.1) x(m+mn) =x(m) - x(n)

for alla m, n € Zy.
Egenskapen (11.1) kallas multiplikativitet.

Sats 11.2.1. Karaktirerna dr funktioner i £?(Zy) med foljande egenskaper:

(i) x(0) =1
(i) x(=n) = x(n)
(iif) x(n) = x(1)"
(iv) x(HY =1

Bevis. (i) Av likheten x(0) = x(0+0) = x(0)? féljer att x(0) = 1, eftersom
x(0) # 0.
(ii) Pa grund av (i) och multiplikativiteten &r
1=x(0) = x(n —n) = x(n) - x(=n).

Eftersom |x(n)| = 1 foljer det nu att

x(=n) = 1/x(n) = x(n)/|x(n)* = x(n).
(iii) bevisas med induktion, dér induktionssteget ar x(m) = x(m—1)-x(1).
(iv) Pa grund av (i), multiplikativitet och (iii) &r

1= x(0) = x(N = 1)x(1) = x()N - x(1) = x()V. O
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Vi kan nu bestdmma samtliga karaktérer till Z .

Sats 11.2.2. Det finns N karaktirer xo, X1, ---, XN—1 till Zn och de har

formen
Xk:(n) _ e2nikn/N_

Det giller vidare att

(i) Xo(n)
(ii) Xk(n) - Xm(n) = Xe4m(n)  for alla k, m, n € Zy
(iii) X-k(n)

1 forallan € Zy,

xx(n) for alla k, n € Zy.

Bewis. Lat x vara en karaktér och sétt ¢ = x(1). Enligt (iv) i sats 11.2.1 &r
¢V =1, dvs. ¢ ér en rot till ekvationen 2" = 1. Det foljer att ¢ = eZHk/N for
nagot tal k =0, 1, ..., N — 1. Enligt sats 11.2.1 (iii) &r vidare x(n) = ¢ =
eQnikn/N'

Omviént, f6r varje k € Zy far vi en karaktér yx genom att definiera

Xk(n) _ e2nikn/N_
Det foljer att karaktérerna dr N till antalet, att de har den form som anges
i satsen, och att (i), (ii) och (iii) géller. O

Anmdrkning. Antag att x och n ar tva karaktédrer. Att produkten xn och
funktionen Y (= 1/x) ar karaktérer foljer direkt ur karaktdrsdefinitionen.
Likasa #r forstas den konstanta funktionen 1: n — 1 en karaktér. Detta
innebéar att méngden av karaktéirer bildar en kommutativ grupp under mul-
tiplikation. Sats 11.2.2 visar att vi kan uppfatta denna grupp av karaktérer
som identisk (isomorf) med Zy via avbildningen k +— .

Egenskap (ii) i sats 11.2.2 innebér vidare att for varje fixt n ar avbild-
ningen

Z N — C, k— Xk (n)

en karaktir pa Zy, och det explicita uttryck for karaktdren som vi héarlett
visar att

Xk () = xn(k).
Lemma 11.2.3. Fir karaktirerna xy till Zy gdller att
N omk=0,
> a(n) =
0 oml<k<N-1.
neZy

Ett elegant sdtt att uttrycka denna relation &r att skriva

> xk(n) = Neg(k).

TlEZN
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Bevis. For fixt k bildar talen x;(n) = e*™*"/N en geometrisk foljd, varfor
det &ar l4tt att verfiera resultatet genom att anvinda formeln for summan av
en geometrisk foljd. Lat oss emellertid visa att resultatet dr en konsekvens
av karaktérsdefinitionen och av att operationen summation &r translations-
invariant.

For k =0 &r xo(n) = 1 for alla n, och det foljer forstas att

N-1
> xo(n)=> 1=N.
n=0

neZy

Antag dérfor att k # 0. Vi har

Rixk(n) = xx(n — 1) = xx(n)xx(—1) = xx(1)xz(n),

eller kortare uttryck: Ryxx = xx(1)xx. Genom att utnyttja translationsin-
varians far vi déarfor

> oxkm) = > R = D xe(Dxa(n) = xx(1) Y xa(n).

neZy neZy neZn neZy

Av likheten mellan ytterleden foljer det nu, eftersom y(1) = e=28K/N £ 1,
att summan o xk(n) = 0. O

Sats 11.2.4. Karaktirerna xo, X1, ---, XN—1 bildar en ortogonal bas for
rummet (2(Zy). Mera precist dr

N omk=m,
0 omk+#m.

<Xk7 Xm> = {

Beuvis. Definitionen av inre produkt ger

(e Xm) = 32 e = 3 e xmm) = 3 xeem(n).

neLn neLy neZn

Satsen foljer dérfor av féregaende lemma. O

Av sats 11.2.4 foljer speciellt att ||xz|ls = VN for alla k. Genom att
dividera alla karaktirerna med v/N far vi saledes en ON-bas som vi kallar
fourierbasen i 2(Zy).

11.3 Den diskreta fouriertransformen

Eftersom karaktiirerna xo, X1, - -, Xn—1 bildar en ortogonal bas for ¢2(Zy)
har varje funktion f € ¢2(Zy) en utveckling av typen

N-1
(11.2) f=> anxn-
n=0
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Koordinaterna a,, i denna utveckling kan uttryckas med hjilp av inre pro-
dukter; ndrmare bestadmt ar

(f,xn) = an”Xﬂ”%'

Eftersom ||x,|[3 = N, blir

1
ap = N <f7 Xn> .
Detta ar motivet till foljande definition.

Definition. For f € (2(Zy) och n € Zy sitter vi
N-1

Fn) = (foxn) = D &) xu(k) = D f(k)e mmk/N,

k€EZ N k=0

Dirigenom definieras en funktion f pa Zy som kallas (den diskreta) fou-
riertransformen av f. Vi anvinder ocksa ordet fouriertransform som namn
pa den avbildning F: (2(Zy) — (*(Zy) som definieras av att

Ff=/.
Definitionen av f(n) innebér att ekvation (11.2) nu kan skrivas
1 .
(11.3) f=5 2 fo)xn
nezZy

Eftersom xn (k) = xx(n), kan vi vidare skriva definitionen av f(n) pa formen
fn) =" fk)xu(n) = Y f(k)x—k(n),
k€Zn k€ZN
vilket innebér att
(11.4) Ff=Ff=> fk)x-
kEZ N

Detta uttrycker F f som en linjirkombination av karaktédrerna, och féljande
sats dr nu en omedelbar konsekvens av detta.

Sats 11.3.1. Fouriertransformen F: (*(Zy) — (*(Zy) dr en linjir inver-
terbar operator.

Beuwis. Lineariteten, dvs.
Flaf+Bg)=aFf+BFyg

foljer forstas av att summation &r en linjér operation. Av formel (11.4) foljer
vidare att F(eg) = Xx_k, sa fouriertransformering avbildar funktionerna i
en bas, namligen standardbasen, bijektivt pa funktionerna i en annan bas,
niamligen karaktirerna (i omvind ordning), och en linjér operator med denna
egenskap &r inverterbar. O
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For att beskriva inversen till fouriertransformering infér vi nu féljande
foljeslagare till F.

Definition. Den linjira operatorn F: (2(Zy) — (?(Zy) definieras av att
1
=N Z J(R)xk
k€Zn
Sats 11.3.2 (Inversionssatsen). Operatorn F dr invers till F, dvs.
Fl=F

Vi kallar dérfor F for den inversa fouriertransformen pa (2(Zy).
Bevis. Med hjilp av definitionen av F och formel (11.3) fas

. SISIN 1 A

FFEN=Fh = EZZ Fxn = 1,

n€Zy

vilket innebir att FF = I, identitetsoperatorn. Operatorn F #r saledes
invers till fouriertransformen F. O

Har foljer ytterligare notation som forenklar skrivandet av en del formler.

Definition. For f € (*(Zy) definierar vi funktionerna f och f genom att
satta

f(n)=f(=n) och  f(n)=f(-n)

for allan € Zy.
%mﬂ&&ﬂﬂ:%fm och F(f) = F(F)

Bevis. Genom att kombinera definitionen av F med formel (11.4) erhalls

- > f<k>xk:% S febxk =5 O FExk = o F (),

keZn keZ N keZN
=Y FERxk= Y fRxe= Y fk)x—k =F(). O
keZy keZy k€EZ N

EXEMPEL 11.3.1. Som redan noterats i beviset for sats 11.3.1 ar

F(er) = x—k = Xa-
Med hjélp av sats 11.3.3 fas dérfor

LFGk) = = Flw).

e — ffek = ﬁ()v(k) = N

1
N
Saledes &r

F(xr) = Ney. O
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Till varje linjar operator pa ett dndligtdimensionellt rum med given bas
hoér en unik matris — fouriertransformens matris med avseende pa standard-
basen ges av foljande sats.

Sats 11.3.4. Med avseende pd standardbasen for £?(Zy) har fouriertrans-
formen F matrisen

1 1 1 1 1
1 wy wJQV w?\, w%_l
2(N—1
1 w%\, wjlv w]GV w]\§ )
_ nk _ 3(N—-1
Wy = [WN]Ogn,kSNfl =1 W} wl wiy w;\g )
1 2(N—1) 3(N—-1) (N=1)(N—-1)
1wy Wy N N J
dir wy = e~ 2m/N

Observera att matrisen Wy ér symmetrisk.

Bevis. Eftersom y,,(k) = e 2""*/N = 1k kan definitionen av f(n) skrivas
pa formen
A N—1
fn) =" i fk).
k=0
Om vi nu uppfattar
£(0) £(0)
fa A 1
I N
FIN=1) FIN=1)

som kolonnmatriser, 4r med andra ord f (n) lika med produkten av den n:te
raden i matrisen Wy och kolonnmatrisen f. Detta innebér att kolonnmatri-
sen f ar lika med produkten av matriserna Wy och f.

Fouriertransformen kan saledes berdknas som matrisprodukten

f=wnf,

och detta betyder Wy &r matrisen till operatorn F med avseende pa stan-
dardbasen i £2(Zy). O

Matrisen Wy ér inverterbar, beroende pa att operatorn F &r inverterbar,
och inversen W' #r matris till den inversa operatorn F~1 (= F). Nu ir
1= 1
I _ _ k
F10) = 3 1kpod) = 7 3 R0

=

B
B
Il
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och hirav foljer att operatorn F har matrisen

Foljaktligen &r

1 1 1 11 1 1
. 1 1 o _1_1\/5 _1+i\/§ o 1 —i -1 i
WQ‘L —1]’ Ws=11 2 o L R T
1 — +1\/3 —1—1\/§ . .
2 2 1 i -1 —i

O

EXEMPEL 11.3.3. Fouriertransformen till funktionen f = (1,2,3,4) € ¢2(Z4)
ges av matrisprodukten

1 1 1 111 10
1 —i -1 il |2 —242i

Waf=11 1 1 4 3l | -2
1 i -1 —il |4 —2 9

med slutsatsen att f = (10, —2 + 2i, -2, —2 — 2i).
Den inversa fouriertransformen F f till f erhalls som resultat av matris-
multiplikationen

1 1 1 1 10 1
1 ~ 1|1 i =1 —i| [—-2+4+2i 2
L e R S T —2 3(°
1 —-i -1 il [-2—-2i 4
vilket verifierar inversionssatsen enligt vilken F f = f. O

Vi fortsdtter nu med tva rikneregler som visar hur fouriertransformen
dndras da en funktion translateras och multipliceras med karaktérer.

Sats 11.3.5. Antag att f € (*(Zy) och m € Zy. Dd dr

(i) F(Bmf) =XmFf
(ii) ]:(me) = Rm(ff)
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Bevis. (i) foljer av foljande rékning:

= 3 RufB)xa (k) = 3 £k = m)xulk — m) xa(m)

k€Z N k€EZ N
=Xn(m) > flk—m)xn(k—m)
k€eZyn
= Xm(7) Y F(k)xn(k) = Xm(n) f(n) = (XpnF ) (n).
keZy

Beviset bygger som synes pa att karaktirer 4r multiplikativa och att summan
>z, 4r translationsinvariant.

(ii) foljer av foljande kalkyl:

Xmf(m) =Y f(k) = Y f(k)xn-m(k)

k€EZ N keZy

— f(n—m) = R f(n). O

Vi avslutar det hér avsnittet med tva mycket viktiga identiteter som
foljer ur ekvation (11.3) och det faktum att fourierbasen &r ortogonal.

Sats 11.3.6. For f och g € (2(Zy) giller foljande Parsevalrelationer:

() (o0) = ) == X fn)im)
neLn

(i) 1713 = I3 =5 3 1P
neZy

Bevis. Av (11.3) och motsvarande formel for g far vi

(f,9) N2 > Fm)gn) lxnlls = Z F(n) g(n),

neZn neZN

eftersom ||x,||3 = N. Detta bevisar (i), och (ii) #r forstas ett specialfall av
(). O

EXEMPEL 11.3.4. I exempel 11.3.3 beréknade vi fouriertransformen till {61j-
den f = (1,2,3,4) € £?(Z4) och fann att f = (10, —2 + 2i, —2, —2 — 2i). For
dessa tva foljder ar

I£]I3 =17+ 2%+ 3% + 4% = 30
och

1FI2 =102+ -2+ 22+ | — 2>+ ] — 2 — 2i]% = 120,

sa || f]13 = %l 1|3, vilket verifierar Parsevals relation. O
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Ovningar

11.1 Berékna f nér
a) f=(1,2,3,4) € *(Zs) b) f=(1,1,2+1,-3) € (*(Zy)
c) f=1(1,2,3,4,5,6) € (*(Z¢)

11.2 Visa att fouriertransformen f &r reell om och endast om f(k) = f(—k)
for alla k.

11.4 Faltning och translationsinvarianta operato-
rer

Definition. For f, g € (2(Zy) definieras faltningen f * g € £2(Zy) av att

(fxg)n)= > f(k)g = Y f(k)Rig(n

k€Zn k€Zn

dvs.

fxg="Y_ f(k)Ryg.

kEZ N

Faltningen f g dr med andra ord en viktad summa av translat Rjg, dar
vikterna &r f(k).

EXEMPEL 11.4.1. Vi berdknar faltningen f * x,, mellan en godtycklig funk-
tion och en karaktéar:

(f * xm)(n Z J(E)xm(n —k) = Z FE)xm (1) Xm (—F)

kEZ N keZy
= Xm(n) Z f(k)Xm(k) = Xm(n)f(m)
k€Zn
Alltsa ar
f*Xm:f(m)Xm- ]

Faltning &r en ganska komplicerad operation. En av finesserna med fou-
riertransformen ar att den 6verfor faltning till multiplikation av funktioner.
Vi har namligen f6ljande resultat.

Sats 11.4.1. For f, g € (*(Zy) dr

F(fxg)=Ff-Fg.
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Bevis. Genom att utnyttja linearitet och att F(Rkg) = X, Fg erhalls:

F(fxg)=F(Y_ f(k)Rrg) = Y f(k)F(Reg) = > f(k)XxFyg

k€Zn k€Zn k€Zn
=Fg- Y f(k)Xx=Ff-Fg. O
k€eZn

EXEMPEL 11.4.2. For att 16sa faltningsekvationen
axf=b,

for foljderna a = (2,3,4,1) och b = (0,6,8,6) i ¢*(Z4) fouriertransformerar
vi ekvationen och far da det ekvivalenta sambandet

a(n)f(n) =b(n), n=0,1,2,3.

Nu ér a = Wia = (10, —2 — 2i,2, —2 + 2i) och b = Wyb = (20, —8, —4, —8),
sa

P 20 -8 —4 -8
==, ——, —, ——— ) = (2,2 —2i,—-2,2 + 2i).
/ (10’—2—21’ 2’—2+21> (2.2-2,-2,2+2)
Inverstransformering ger slutligen att
1 A
f = ZW4f = (1727_170)' O

Sats 11.4.2. For f, g, h € (*(Zy), o, BE€ C och k€ Zy dr

(i) f*(ag+ Bh) =a(f*g)+ B(f*h)
(ii) frxg=gxf

(iii) fx(gxh)=(fxg)*h

(iv) freo=f

(v) Ri(f xg) = (Ref) xg = f * (Rig)

Beuvis. Eftersom fouriertransformen &r inverterbar récker det att visa att
bada sidor i respektive likhet har samma fouriertransform. Vi gor detta for
(iii) och ldmnar 6vriga identiteter som enkla dvningar.

Pa grund av ndrmast féregaende sats ar

F(f«x(gxh)=Ff -Flgxh)=Ff- (]—"g‘]:h)
= (Ff-Fg) Fh=F(f*g) - Fh=F((f+g)xh). O
Naturligtvis kan man ocksa visa identiteterna i sats 11.4.2 direkt genom

att enbart utnyttja faltningsdefinitionen, och ldsaren bor gora detta som
ovning.
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Definition. En operator T': (*(Zy) — (*(Zy) kallas translationsinvariant
om

R, T =TRy
for alla k € Zy.

Eftersom Ry = RY #r operatorn T translationsinvariant om och endast
om RlT = TRl.

Sats 11.4.3. Féljande fem villkor dr ekvivalenta for en godtycklig operator
T: KQ(ZN) — 62(ZN).

(i) T dr lingir och translationsinvariant.
) T(f*g)=fx*(Tg) for alla funktioner f, g € (*(Zy).
) Det finns en funktion b € £?(Zy) sidan att Tf =bx* f.
(iv) T dr linjdr och karaktirerna xo, X1, -- -, XN—1 ar egenvektorer till T'.
) Det finns en funktion p € (2(Zy) sidan att Tf = F(uf).

Bevis. (i) = (ii): Antag forst att 7 &r linjir och translationsinvariant.
Eftersom f*g =735 f(k)Ryg, r

= Y f(k)T(Reg) = Y f(k) Ri(Tg) = f = (Tg),

kEZ N k€Zyn
dvs. (ii) géller.
(il) = (iii): Antag att T'(f xg) = f * (Tg) for alla funktioner f och g. Da
Ar speciellt

Tf=T(f*ey) = fx(Tey) = (Tep) * f,

dvs. (iii) géller med b = T'eg.
(iii) = (1): Antag att Tf = bx* f; da &r T linjir pa grund av egenskap (i) i
sats 11.4.2. Pa grund av (v) i samma sats &r vidare

RiTf = Ri(b* f) = bx (R.f) = T(Ryf),

vilket visar att 7" 4r translationsinvariant.

(iii) = (iv): Om (iii) géller sa dr T linjar, och av resultatet i exempel 11.4.1
foljer att T'(xn) = b * xn = b(n)xn vilket innebér att y,, dr en egenvektor
med b(n) som motsvarande egenvérde.

(iv) = (v): Antag att T'x, = A(n)x, for alla n € Zy. Pa grund av inver-
sionssatsen blir da

Tf= T(% > fn)xn) = % > f(n)Txn

TLGZN TLEZN

= 3 A e = FOP),

neLn
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vilket visar att (v) géller med p(n) = A(n).
(v) = (iii): Antag att (v) géller och sétt b= Fp; da ér b= (FF)u = p och

F(uf) = Ff) = F(F(bx f)) = b f.
vilket visar att (iii) géller. O

EXEMPEL 11.4.3. Definiera operatorn T: ¢(2(Z,) — (*(Z4) genom att siitta

Tf(n) = f(n) +3f(n—2) — 2/(n - 3).

I termer av translationsoperatorerna Ry ar tydligen T' = Ry + 3R2 — 2R3.
Det foljer att RyT = Ry + 3R3 — 2R4 = TRy, sa operatorn T &r transla-
tionsinvariant. For

b=Tey=T(1,0,0,0) = (1,0,3,—2)
arTf=0bxf. O

En translationsinvariant operator kidnns, som vi strax ska se, omedelbart
igen pa utseendet av operatorns matris med avseende pa standardbasen.

Definition. En N x N-matris A = [a;j]; jez, kallas cyklisk om a; 1 j41 = a4
for alla index i, j € Zy.

EXEMPEL 11.4.4. Matrisen

1 2 3
3 1 2
2 3 1
ar cyklisk. O

Om vi uppfattar den k + 1:ta kolonnen A,; i N x N-matrisen A som
en vektor i ¢?(Zy), s& #r tydligen matrisen A cyklisk om och endast om
A, = RipAy for alla k. Kolonnerna i en cyklisk matris &r med andra ord
translat av den forsta kolonnen (kolonnen svarande mot k = 0).

Sats 11.4.4. En operator T pd (2(Zy) dr translationsinvariant om och en-
dast om operatorns matris med avseende pa standardbasen dr cyklisk.

Bevis. Lat T vara en operator pa ¢?(Zy), och lat A vara operatorns ma-
tris med avseende pa standardbasen {eg,ei,...,en—_1}. Kolonnen A, i A
bestar av vektorn T'e;, eller ndrmare bestdmt av vektorns koordinater med
avseende pa standardbasen.

Om T é&r translationsinvariant med T = b x f, sa ar

A*k = Tek = T(Rkeo) = Rk(Teo) = Rk(b * e()) = Rkb
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Detta innebér att den forsta kolonnen i matrisen &r lika med vektorn b
och att 6vriga kolonner fas som successiva translat av denna kolonn, dvs.
operatorns matris dr cyklisk.

Omvént, om matrisen ar cyklisk med A.g = b, sa &ar Te, = A, = Ryb.
For en godtycklig funktion f =3, 5 f(k)ey dr dérfor

Tf= > f(k)Tex= > f(k)Rib= fxb,

k€EZN k€EZn

vilket visar att 1" ar translationsinvariant. O

EXEMPEL 11.4.5. Operatorn i exempel 11.4.3 har matrisen

1 -2 3 0
0o 1 -2 3
3 0 1 =2

som &r cyklisk. O

Ovningar

11.3 Funktionen f € ¢2(Z4) har fouriertransformen f= (1,i,1,—1).
a) Beriikna f. b) Berdkna f x f.

11.4 f och g ar tva funktioner i £2(Z3). For funktionen f giller att f=
(1,2,0) medan g = (1,w,w?), dir w = e~ 27/3 = —% — +V/3. Berikna
fygoch fxg.

11.5 Los faltningsekvationen

fxa=0>

for a = (2,3,4,1) och b= (0,6,8,6) i £2(Z4).

11.6 For a € (?(Zy) giller att a(0) = 0 medan a(k) # 0 for k = 1,...,
N —1.
a) Bestam alla 16sningar f till ekvationen a * f = 0.
b) For vilka b € (?(Zy) dr ekvationen a * f = b 16sbar? Ar 16sningen
i sa fall entydig?

11.7 Berédkna egenvérdena till den cykliska matrisen

N W~ DN
W = NN
— NN W
NN W
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11.8 Definiera en translationsinvariant avbildning T: ¢2(Z4) — (*(Z4) ge-
nom att séitta

(Tf)(n) =3f(n—=2)+if(n) = (2+1)f(n+1).

a) Bestdm T':s matris med avseende pa standardbasen.
b) Bestdm egenviirden och egenvektorer till avbildningen T'.

11.9 Lat S och T vara tva translationsinvarianta operatorer pa (2(Zy).
Visa att operatorerna kommuterar, dvs. att ST =T'S.

11.10 Antag att a € £2(Zy) och 1at A vara den cykliska matris som har a
som sin forsta kolumn. Visa att foljande tre villkor dr ekvivalenta:
(i) Translaten Roa, Ria, ..., Ry_1a utgor en bas for (2(Zy).
(ii) Matrisen A &r inverterbar.
(iii) a(n) # 0 for alla n € Zy.

11.11 Lat @ och b vara element i (2(Zy).
a) Visa att (Rpa, Rpb) = (a *b)(m — k).
b) Utnyttja a) for att visa att foljande tre villkor &r ekvivalenta:
(i) Translaten Roa, Ria, ..., Ry_1a utgér en ON-bas for £2(Zy).
(i) a*a = eo.
(iii) |a(n)| =1 for alla n.
11.12 Lat u = \f(l, 1-+v2,1,1+2).
a) Visa att {u, Rou} #r en ON-miingd i £?(Zy).
b) Bestdm en funktion v sa att B = {u, Rou,v, Rov} blir en ON-bas i
¢%(Z4). (ON-basen B ir en s. k. forsta etappens waveletbas for (2(Zy).)

11.5 Sambandet mellan Zy och Zy,

I det har avsnittet antar vi genomgaende att talet N dr delbart med 2. Vi
sitter vidare M = N/2 sa att

N =2M.

Gruppen Zj; kan uppfattas som en delgrupp av gruppen Zy via den
injektiva avbildningen

¢: Ly — Zn, ¢(m) =2m,

en avbildning som uppenbarligen respekterar gruppstrukturerna i den be-
mérkelsen att ¢(m+n) = ¢(m)+¢(n). Sadana avbildningar mellan grupper
kallas homomorfier, och bildméngden ¢(Zys) = {0,2,4,..., N —2} ér en del-
grupp av Zy som i alla gruppteoretiska avseenden ér likvérdig med gruppen
Zy.
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For att forsta varfor det kan vara fruktbart att studera gruppen Zj; nir
man primirt dr intresserad av £2(Zy), betraktar vi en funktion f € (2(Zy).
Funktionen dr uppenbarligen helt bestdmd av de bada restriktionerna f|4
och f|p av f till méngden A av alla jaimna tal i Zy resp. mingden B av
alla udda tal i Zy. Med vektornotation ar

fla=(£(0),£(2),f(4),..., f(N - 2))

och

(R1f(0), R-1f(2),R1f(4),...,R1f(N —2)) = (R-1[)|a-

Att studera funktionen f &r saledes ekvivalent med att studera de bada
restriktionerna f|4 och (R_1f)|4, som via den ovan ndmnda homomorfismen
¢ kan uppfattas som tva funktioner u och v pa den mindre gruppen Z,;. Vi
ska se att det finns ett enkelt samband mellan fouriertransformen f till f och
fouriertransformerna i Zj,; till de bada funktionerna u och v. Vi ska ocksa
visa att det snabbaste séttet att berikna fouriertransformen f bygger pa
att man forst berdknar fouriertransformerna @ och ¥, en metod som kallas
snabba fouriertransformen.

Vi borjar darfor med att notera sambandet mellan karaktérerna till grup-
perna Zj; och Zy.

Sats 11.5.1. Lat xo, x1, ---, XN—1 beteckna karaktirerna till gruppen Zy
och no, M1, - .., Nu—1 beteckna karaktirerna till gruppen Zpyy sa att

xi(n) = eZmkn/N nk=0,1,2,...,N — 1,
och
ne(m) = e2mkm/M m,k=0,1,2,...,M — 1.

Da dr
Me(m) = xk(2m) = Xp4m(2m)  fork,m=0,1, ..., M —1.

Bevis. Sambandet mellan karaktidrerna foljer med en gang ur de explicita
formlerna for yi och n. Exempelvis ér

2ni(k+M)2m/N 2ni(k+M)2m/2M _ eQﬂ:ikm/M . p2mmi

Xk+M(2m) =€ = ¢

— o2mkm/M _ () 0

Det &r naturligtvis ingen tillfallighet att sambandet mellan karaktérerna
till Z och Zj, ser ut som det gér. Om ¢ som tidigare betecknar homomorfin
¢(m) = 2m mellan Zj; och delgruppen av alla multipler av 2 i Zy, och y ar
en karaktér till Zy, dvs. en multiplikativ avbildning Zy — {z € C | |z| = 1},
sa dr sammansittningen yo¢, dvs. avbildningen m +— x(2m), uppenbarligen
en karaktér till Zs. Funktionerna m — xj(2m) &r saledes karaktérer till
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Zy for k=0,1, ..., N — 1. Att vi inte far IV stycken karaktéirer till Zys
pa detta vis beror naturligtvis pa att xx4ar(2m) = xx(2m), vilket reducerar
antalet olika karaktérer till gruppen Zj,; med en faktor % till M stycken.

Foljande tva operatorer spelar en viktig roll i konstruktionen av wave-
letbaser och bidrar ocksa till att forklara sambandet mellan fouriertransfor-
merna till funktioner i £2(Zy) och £2(Zyy).

Definition. Nedsamplingsoperatorn D: (?>(Zy) — (*(Zy;) definieras av att

Df(m) = f(2m) for alla m € Zyy,

och uppsamplingsoperatorn U : (2(Zyr) — (2(Zy) av att

Ug(n) g(n/2) om n € Z, &r jaimnt,
n)=
g 0 om n € Z, ar udda.

Hir &r forstas f en godtycklig funktion i £2(Zy) och g en godtycklig
funktion i ¢2(Zy). Med funktionerna f och g skrivna pa vektorform som

f
g

(f(O),f(l),f(Q),,f(N—l)) Tresp.
(9(0)79(1)79(2)7 s 7g(M - 1))

ar saledes

och
Ug = (9(0),0,9(1),0,9(2),0,...,9(M —1),0).

Observera att DU = I, den identiska avbildningen, men att UD inte &r
lika med den identiska avbildningen, eftersom

f(n) om n &r jamnt,

UDf(n) = {

0 om n ar udda.

Fouriertransformen av en funktion i ¢?(Zy) #r en funktion i ¢?(Zy),
medan fouriertransformen av en funktion i ¢2(Zjs) forstas &r en funktion
i (2(Zyr). Detta kommer emellertid inte att hindra oss fran att anviinda
samma beteckning, f ellerF f, for fouriertransformen av funktioner i £2(Zy)
och ¢2(Zyy), eftersom det knappast kan uppsta nagot missforstand.

Sats 11.5.2. For g € 2(Zy) och k=0, 1, ..., M —1 dr

Ug(k) = Ug(k + M) = g(k).
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Bevis. For e =0 och € =1 &r xgtenr(2m) = ni(m) enligt sats 11.5.1. Detta
i kombination med att Ug(n) = 0 for udda n och Ug(n) = g(n/2) fér jamna
n ger att

. N-—1 M-1
Ug(k+eM) = > Ug(n)xirem(n) = Y Ug(2m)xpsenr(2m)
= > gm)ne(m) = g(k). m
m=0

Eftersom vi inte kommer att behova resultatet i foljande sats, lamnar vi
beviset for den som 6vning.

Sats 11.5.3. Antag att f € (*(Zy) och k=0, 1, 2, ..., M — 1. Da dr
_ 1 . .
DF(k) = » (k) + Fk + A1),

11.6 Snabba fouriertransformen

I det hér avsnittet ska vi undersdka hur komplicerat det &r att berdkna
fouriertransformen till en funktion i ¢?(Zy). Eftersom additioner kriver
vésentligt mindre berdkningstid dn multiplikationer, kommer vi att méta
berikningsarbetets omfattning genom att rdkna antalet komplexa multipli-
kationer som kravs for att berdkna transformen.

Berikningsarbetet beror naturligtvis av N och vixer da N véxer. Lat
darfor p(N) beteckna antalet komplexa multiplikationer som maximalt be-
hovs for att berdkna fouriertransformen f av en godtycklig funktion f i
2(Zy).

Om fourierkoefficienten f(k) beréiknas med hjilp av definitionen
A Nil .
Flhk) = 3 e/
n=0

atgar det tydligen N komplexa multiplikationer for varje komponent f (k),
och eftersom det finns N komponenter behovs det N? komplexa multipli-
kationer for att berdikna hela transformen. Detta visar att u(N) < N2, och
att det i allménhet kriavs N? komplexa multiplikationer om man anvinder
definitionen av f for berikningen.

Vi ska nu diskutera ett effektivare sétt att berdkna fouriertransformen,
den s. k. snabba fouriertransformen (FFT). Algoritmen forutsétter att talet
N &r sammansatt. Vi nojer oss med att beskriva det enklaste fallet att N
ar delbart med en potens av 2.

Antag darfor till att borja med att talet N dr jamnt. Den snabba fouri-
ertransformen bygger pa foljande sats.
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Sats 11.6.1. Definiera, givet funktionen f € (*(Zy), funktionerna u och v
i Ez(ZN/g) genom att sdtta

u=Df och v=DR_f,
dvs.
w=(f(0), f(2),....,f(N=2)) och v=(f(1),f(3),...,f(N-1)).
D dr
fk) = a(k) + e~ 2/ N (k)
FIN/2 + k) = a(k) — e 20/ N (k)

fork=0,1,..., N/2—1.

Bewvis. Eftersom

Uu = (f(0),0, f(2),0, f(4),0,..., f(N —2),0) och
RiUv = (0, f(1),0, f(3),0, f(5),...,0, f(N — 1))
ar
f=Uu+ RUv.

Det foljer darfor av linearitet, sats 11.3.5 (i) och sats 11.5.2 att

f(kE+eN/2) =a(k) + x1(k + eN/2) 0(k),

dar e ar lika med O eller 1. Vidare ar

_— . . . —2nik/N -0

_ —2mi(k+eN/2)/N _ —2mik/N  _—emni _ € om € ,
alksenyz) =e - ¢ B {—e_2nik/N om e = 1.
Dérmed ar beviset klart. ]

Om vi har beréiknat fouriertransformerna @ och 0, behover vi saledes bara
utfora de N/2 komplexa multiplikationerna e=2"F/N . §(k) (samt forstas N
additioner) for att berikna fouriertransformen f. Detta visar att

(11.5) 1(N) < 2u(N/2) + N/2.

Transformen 4 kan vi beriikna med hjilp av definitionen med (N/2)? kom-
plexa multiplikationer, qch detsamma giller for 0. Med hjélp av sats 11.6.1
kan vi saledes berdkna f med

2(N/2)* + N/2 = %(N2 + N)
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komplexa multiplikationer, vilket #r mindre &n de N? komplexa multiplika-
tioner som behovs for att berdkna f direkt.

Om N ér delbart med fyra kan vi ga ett steg vidare genom att berikna
4 och ¥ med hjélp av sats 11.6.1, osv. Det gynnsammaste fallet dr att N &r
en potens av 2. I detta fall leder en rekursiv anvinding av sats 11.6.1 till
foljande resultat.

Sats 11.6.2. Antag att N dr en potens av 2. Da kan fouriertransformen av
en funktion i 0?(Zy) beriknas med hogst

1

—Nlogy, N

B 089
komplexa multiplikationer.
Bewvis. Satt N = 2"; pastaendet i satsen dr da ekvivalent med pastaendet
(11.6) w(2") < n2nt,

For att visa olikheten (11.6) anvdnder vi induktion. For att berikna
transformen av en funktion f € ¢?(Zy) behvs det inte ndgon multiplikation
alls eftersom f(0) = £(0)+ f(1) och f(1) = f(0)— f(1). Saledes &r u(2) = 0,
sa olikheten (11.6) giller for n = 1.

Antag nu att olikheten (11.6) géller da n = m. Induktionsantagandet

tillsammans med olikheten (11.5) for N = 2™+ ger da

w(2mThY < 2u(2™) + 2™ < 2(m2™ ) 4 2™ = (m +1)2™.

Detta visar att olikheten (11.6) géller da n = m + 1, och ddrmed &r induk-
tionsbeviset klart. O

EXEMPEL 11.6.1. Lat oss berdkna fouriertransformen till funktionen
f = (L 07 27 67 37 87 47 6) € KQ(ZB)

givet att vi redan beréknat transformerna till v = Df = (1,2,3,4) och
v=DR_1f=1(0,6,8,6). I exemplen 11.3.3 och 11.4.2 fann vi att

a=(10,—-2+2i,—2,-2—2i) och o= (20,-8,—4,—8).

Eftersom e 2k/8 for k = 0, 1, 2 och 3 &r lika med 1, (1 —1i), —i och

Sl
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——(1+1), foljder de nu av sats 11.6.1 att

N

(0) = 10+ 20 = 30

(4) =10 — 20 = —10
1

k’?) kﬁ>

f1)=—2+42i+ ﬁ(l —1)(—8) = =2 —4V2 + (2 + 4V2)i
A o1 , .
f(5) = —2+42i - ﬁ(l —1)(—8) = =2+ 4V2 + (2 — 4V/2)i
f2)=—2—i(-4) = -2+ 4i
f(6) = —24i(—4) = —2 — 4i

f(3)=—-2—-2i— 5(1 +i)(—8) = =2 +4V2 — (2 — 4V2)i
A . 1 . .
f(1)=—-2-2i+ 5(1 +i)(—8) = =2 — 42 — (2 + 4V2)i.

Den snabba fouriertransformen kan ocksa anviandas for att berdkna falt-
ningar effektivt. Om faltningen f * g av tva ¢?(Zy)-funktioner beriknas
direkt ur definitionen

z
L

(fxg)(n) = > f(k)g(n—k)

0

B
Il

behdvs det N multiplikationer for varje komponent (f % g)(n) och saledes
totalt N2 multiplikationer for att berdikna f * g. Om vi istillet utnyttjar att

(f % 9)(n) = FF(f* g)(n) = —(f - §)(=n),

kan vi beriikna f * g genom att forst beriikna fouriertransformerna f och g,
vilket totalt kréver hogst 2u(N) multiplikationer, sedan multiplicera ihop
transformerna f och g, vilket krédver ytterligare N multiplikationer, sedan

berdkna fouriertransformen ( f- g), vilket kréver ytterligare u(N) multiplika-
tioner, och slutligen dividera med NN. Den avslutande divisionen med heltalet
N gar snabbt, i synnerhet om N dr en potens av 2, s& den bortser vi ifran i
var komplexitetsberdkning. Totalt atgar saledes hogst 3u(N) + N komplexa
multiplikationer. For heltalspotenser av N far vi darfor foljande korollarium
till foregaende sats.

Sats 11.6.3. Om N dr en potens av 2, kan faltningen av tva funktioner i

3N
(%(Zy) beriknas med hogst N + 5 logy N komplexa multiplikationer.
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Ovningar

11.13 a) Bestdm fouriertransformerna till a = (1,4, 1,2) och b = (1,2, 3,4)
i 02(Zy).
b) Utnyttja resultaten i a) och den snabba Fouriertransformen for att

berdkna fouriertransformen till funktionen f = (1,1,4,2,1,3,2,4) i
*(Zs).

Historiska notiser

Den diskreta fouriertransformen férekommer forsta gangen i ett arbete av CARL
FRIEDRICH GAUSS (1777-1855), publicerat posthumt 1866 i tredje volymen av hans
samlade verk men skrivet 1805, tva ar fore Fouriers forsta arbete om virmeled-
ningsproblemet och fourierserier. Med utgangspunkt fran problemet att bestdmma
en asteroids bana utifran ett &ndligt antal observationer leds Gauss till problemet
att bestdmma koefficienterna ay och by i serien

[N/2] LV/2]
fx) = Z ay, cos 2mkx + Z by, sin 2nka
k=0 k=1
nér funktionsvirdena f(n/N) dr kidnda for n = 0,1,..., N — 1, och han visar att

koefficienterna ges av de nu vilkdnda formlerna for den diskreta fouriertransformen.
Gauss utvecklar dven en effektiv algoritm, identisk med den snabba fouriertrans-
formen, for att bestimma koefficienterna da talet N dr sammansatt.

Gauss arbete ronte féga uppmiérksamhet, och den snabba fouriertransformen
blev kind som en mycket effektiv algoritm for att bestdmma den diskreta fourier-
transformen forst genom en uppsats 1965 av JAMES COOLEY (1926-) och JOHN T'U-
KEY (1915-2000). Eftersom den diskreta fouriertransformen anvénds inom manga
omraden av digital signal- och bildbehandling, kom publiceringen av algoritmen att
revolutionera utvecklingen inom dessa omraden. Den snabba fouriertransformen ar
en av de mest anvinda numeriska algoritmerna.



Kapitel 12

Utblickar mot abstrakt
harmonisk analys

Lasaren kan knappast ha undgatt att mérka de stora likheterna i resul-
taten for fourierserier och fouriertransformer. Detta &r naturligtvis ingen
tillfallighet utan det finns en bakomliggande generell teori. En grundlig ge-
nomgang av denna forutsidtter kunskaper i funktionalanalys, méatt- och in-
tegrationsteori och topologi, sa diskussionen i detta kapitel blir dérfér nod-
viandigtvis skissartad.

12.1 Lokalt kompakta abelska grupper

Abelska grupper

Gemensamt for T, Z, R och Zy, som varit vara spelplaner for fourierana-
lysen, ar att de ar abelska grupper.

En abelsk eller kommutativ grupp G r en méngd som &r forsedd med en
binér operation 4+, dvs. en operation som till varje par a, b av element i G
tillordnar ett element a 4+ b i G, som uppfyller foljande fyra gruppaxiom:

(i) a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢ for alla element a,b,c € G. (Associativitet)
(ii) a+b="0b+ a for alla element a,b € G. (Kommutativitet)
(iii) Det finns ett unikt neutralt element 0 i G sadant att a +0 = a for alla
a €.
(iv) For varje element a € G finns det ett unikt inverst element —a sadant
att a + (—a) = 0.

T, Z, R och Zy ar som redan ndmnts abelska grupper; gruppoperationen
dr for dessa grupper addition modulo 27, addition av heltal, addition av
reella tal resp. addition av heltal modulo N. Gruppen T kan ocksa som
méangd identifieras med enhetscirkeln i komplexa talplanet via avbildningen
t — €', och gruppoperationen i T svarar da mot multiplikation.

253



254 12 Utblickar mot abstrakt harmonisk analys

Andra exempel pa naturliga abelska grupper dr R™ och T", dir grupp-
operationen dr komponentvis addition i R resp. i T.

Begreppet translation har en naturlig definition i abelska grupper G.
Om X é&r en delméngd till gruppen och a &r ett gruppelement, sa kallas
méngden a + X = {a + x | v € X} ett translat till X. Och om f &r en
funktion som &r definierad pa hela gruppen, kallas funktionen f,, definierad
av att fy(x) = f(x — a) for alla z € G, ett translat till f.

Topologiska grupper

Vara grundliggande objekt T, Z, R och Zy bér inte bara pa en algebra-
isk struktur, utan de har ocksa en topologisk struktur som gor det mojligt
att tala om kontinuitet for funktioner som &r definierade pa grupperna och
for sjélva gruppoperationerna addition (+) och inversbildning (—). Topo-
login definieras av att man specificerar vad som skall menas med (éppna)
omgivningar till gruppelementen.

En grupp med ett omgivningsbegrepp som uppfyller vissa naturliga vill-
kor som vi inte specificerar hiar och som gor att gruppoperationerna blir
kontinuerliga, kallas en topologisk grupp. Det récker hiarvidlag att precisera
omgivningarna till gruppens neutrala element, ty omgivningarna till 6vriga
gruppelement fas som translat.

I grupperna R och T ar de 6ppna omgivningarna av 0 6ppna intervall
Ja,b[ med a < 0 < b. Aven i grupperna Z och Zy har vi ett omgivnings-
begrepp, fast av det mer triviala slaget; varje delméngd av Z resp. av Zy
innehallande 0 &r en 6ppen omgivning till 0, och speciellt dr saledes en-
punktsméngden {0} en 6ppen omgivning.

Grupperna T och R ar tydligen kontinuerliga topologiska grupper i den
meningen att det i varje 6ppen omgivning av ett godtyckligt element finns
andra gruppelement. Grupperna Z och Zy &r didremot diskreta grupper,
vilket innebér att alla enpunktsméngder {a} &r 6ppna omgivningar.

Haarmattet

For att man skall kunna utveckla nagon slags motsvarighet till fourierana-
lysen pa en grupp behdver man forstas ett anvindbart integralbegrepp, och
for att kunna definiera ett sddant behtver man kunna méta ”storleken”
hos delméngder till gruppen. For grupperna Z och Zpy &ar detta enkelt;
en delmingds matt ar helt enkelt lika med antalet element i delméngden.
En #dndlig delméngds matt blir dirigenom ett icke-negativt heltal, medan
odndliga delméngder av Z far matt +ooc.

Mattet for ett intervall i T eller R &r lika med intervallingden, och mattet
for en mingd som ar en disjunkt union av intervall &r lika med summan av
intervallingderna. Man kan sedan utvidga definitionen sa att varje ”vettig”
méngd blir métbar, och det matt man far pa detta vis kallas Lebesguemattet.
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En viktig egenskap hos Lebesguemattet och hos de diskreta matten pa
grupperna Z och Zy #r att de dr translationsinvarianta, dvs. alla translat
a+ X av en méangd X har samma matt.

Det finns en viktig klass av topologiska grupper for vilka man kan kon-
struera en motsvarighet till det translationsinvarianta Lebesgueméattet pa
R, och det &r grupper i vilka nollelementet har en 6ppen omgivning vars
slutna holje dr kompakt. Sadana grupper kallas lokalt kompakta. Grupperna
T, R, Z och Zy &r uppenbarligen lokalt kompakta.

Varje lokalt kompakt abelsk grupp G har saledes ett translationsinvariant
matt m, och detta matt d&r unikt i den bemérkelsen att om mq och mqy &r
tva translationsinvarianta matt, sa finns det en positiv konstant c sa att
m1(X) = ema(X) for alla (métbara) delméangder X . Translationsinvarianta
matt kallas Haarmdtt.!

I grupperna R och T &r Haarmattet det vanliga Lebesguemattet. Det kan
vara praktiskt att normalisera Haarmaéattet i gruppen T sa att hela gruppen
far matt 1, vilket forklarar forekomsten av faktorn 1/2n i var definition av
L'(T)-normen och fourierkoefficienterna f(n).

I diskreta grupper, som Z och Zy, far man ett Haarmatt m genom att
lata m(X) vara lika med antalet element i méngden X.

For varje givet matt, och da speciellt for Haarmattet m, kan man pa
ett naturligt satt definiera ett integralbegrepp. Definitionen av integralen
J. o J dm for komplexvirda funktioner f som &r definierade pa hela gruppen
gar i stora drag till sa hér:

(i) Lat oss kalla en funktion f pa G for enkel om den bara antar upprikne-
ligt manga funktionsvirden, dvs. om man kan skriva G som en disjunkt
union |2 | X;, av uppriikneligt manga (métbara) delméngder och det
finns tal ¢, sa att f(z) = ¢, for alla x € X,,. For reella, icke-negativa
sadana enkla funktioner sdtter man

/ fdm = i cnm(Xy,).
G n=1

(ii) Om f: G — R4 #r en godtycklig (métbar) funktion sétter man

/fdm:sup/gdm,
G G

dér supremum tas over alla enkla reellviarda funktioner g som uppfyller
0<g(z) < f(z) for alla x € G.

(iii) En godtycklig reell funktion f kan skrivas som en differens f = f; — fo
av tva icke-negativa funktioner, och man sitter

/Gfdmz/(;fldm—/szdm,

!Efter den ungerske matematikern Alfréd Haar, 1885-1933, som introducerade mattet.
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forutsatt att minst en av integralerna i hogerledet ar dndlig. I 6vriga
fall lamnas integralen odefinierad.

(iv) Komplexvérda funktioner delas upp i real- och imaginérdel, varpa in-
tegralen definieras pa ett uppenbart sétt.

I fortséttningen anvénder vi den traditionella beteckningen for integraler
och skriver [, o f(x) dz istéllet for fG fdm, da m dr Haarmattet.

Translationsinvariansen hos Haarmattet 6versitts omedelbart i féljande
translationsinvariansegenskap hos integralen: For alla a € G och alla inte-
grerbara funktioner f &r

/Gf(x—a)dw—/Gf(a?)d:c.

I de bada diskreta grupperna Z och Zy, dir Haarmattet for en en-
punktsméngd &r 1, blir integralen en summa. For en funktion (dvs. {6ljd)
f=(f(n))>, definierad pa Z dr med andra ord

/Z fayde =3 fn).

n=—oo

LY(G) och L?*(G)

Med L'(G) menas mingden av alla (métbara) komplexvirda funktioner f
pa gruppen G som uppfyller

Iflli = /G |f(x)| dz < oo.

Med den vanliga definitionen av addition av funktioner och multiplikation
med skaliirer blir L' (G) ett normerat vektorrum. Rummet r vidare fullstéin-
digt i den meningen att varje Cauchyfoljd av funktioner i rummet har ett
grinsvarde som ocksa tillhor rummet. Fullstdndiga normerade vektorrum
kallas Banachrum, s L'(G) &r ett Banachrum.

For L'(G)-funktioner f och g kan man vidare definiera faltning f * g
genom formeln

fg(x) = /G f(@ - 1)g(y) dy.

och den si erhallna funktionen f % g ligger ocksa i L'(G), och uppfyller
normolikheten | f « gl[x < || fll1/lg]l1-

P4 rummet L!'(G) av funktioner har vi nu tre intressanta operationer
— multiplikation med skalér, addition av funktioner och faltning — med ett
antal egenskaper, exempelvis (f+g)«xh = fxh+gxh, fx(gxh) = (f*g)*h
och f*g = g*f. Rummet L'(G) #r kort sagt en kommutativ Banachalgebra.
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Ett annat mycket viktigt rum &r inre produktrummet L?(G), som bestar
av alla (métbara) funktioner f pa gruppen som uppfyller

I = ([ 1P ) < o0

och med

mmzlj@mmm

som inre produkt. Aven rummet L?(G) #r fullstéindigt, dvs. varje Cauchfsljd
av funktioner i rummet har ett gransviarde som tillhor rummet, sa rummet
ar ett s. k. Hilbertrum.

12.2 Fouriertransformen

I fortsdattningen antas G wara en godtycklig lokalt kompakt abelsk grupp.
Generaliseringen av fourieranalysen till sadana grupper kallas harmonisk
analys.

Det forsta steget i en sadan abstrakt analys &r att finna motsvarigheterna
till de harmoniska svingningarna, som i fallet G = T ér funktionerna el™*. De
tva egenskaper hos dessa funktioner som later sig generaliseras till allménna
grupper #r att [e| = 1 och el . gint = ei(m+n)t,

Karaktéirer och den duala gruppen

Med en karaktir x pa G menas en kontinuerlig funktion y: G — C med
foljande tva egenskaper:

(i) |x(a)| =1 for alla a € G;

(ii)) x(a+b) = x(a)- x(b) for alla a,b € G.

Direkt ur karaktédrsdefinitionen foljer att karaktéirerna pa en grupp G
har foljande egenskaper:
(a) Om x1 och y9 dr karaktérer, sa ar ocksa deras produkt y1-x2 en karaktér.
(b) Den konstanta funktionen 1 &r en karaktér.
(c) Om y &r en karaktér, sa &r funktionen y (= 1/x) ocksa en karaktér.

Vidare dr uppenbarligen x1-x2 = x2-x1 och x1-(x2-x3) = (x1°X2) X3,
eftersom detta dr egenskaper som alla funktioner har.

Karaktédrerna till en lokalt kompakt abelsk grupp G bildar med andra
ord en abelsk grupp med 1 som neutralt element, om vi anvénder oss av
multiplikation av funktioner som gruppoperation. Denna grupp kallas den
duala gruppen till G och brukar betecknas G.
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Fouriertransformen

For f € LY(G) och x € G sitter man

- /G F@)x(—

vilket dr vildefinierat eftersom |x(—z)| = 1, och déirigenom definieras en
komplexvird funktion f med den duala gruppen G som definitionsméngd.
Funktionen f : G — C kallas fouriertransformen till f.

Triangelolikheten for integraler ger med en gang att

(12.1) SOOI < 111

for alla x € G. Fouriertransformen till en L!-funktion &r med andra ord en
begriansad funktion pa G.

Kan man siga mer — &r fouriertransformen f en kontinuerlig funktion?
For att besvara den fragan maste man forst precisera topologin pa den du-
ala gruppen — &n sa lidnge har vi bara sagt att G #r en grupp och inte
nidmnt nagonting om dess topologi. Vi infér nu en sddan genom att som
omgivningar i G ta med precis sa manga méngder som behovs for att fouri-
ertransformerna till samtliga L'(G)-funktioner skall bli kontinuerliga. Man
kan visa att detta definierar en topologi pa den duala gruppen som gér den
till en lokalt kompakt abelsk grupp, och i denna topologi blir fouriertrans-
formen per definition kontinuerlig. Fouriertransformen f tillhér med andra
ord rummet C(G) av alla kontinuerliga funktioner pa G.

Man kan visa mer, nidmligen att f (x) gar mot 0 i odndligheten, vilket
svarar mot Riemann—Lebesgues lemma i fallet G = R. I det allménna ab-
strakta fallet siger man att en funktion ¢ € C (CA?) gar mot 0 i odndligheten
om det for varje € > 0 finns en kompakt delméingd K av G si att |¢(x )| <e
for alla x som inte tillhér K, och rummet av alla kontinuerliga funktioner
som gar mot 0 i oéindligheten betecknas Co(G). (For kompakta grupper G
blir per definition Co(G) = C(G).)

Rummet Co(G) #r en algebra med addition av funktioner, multiplikation
med skaldr och multiplikation av funktioner som algebraoperationer, och
med normen

9] = max[4(x)]
xX€G

blir rummet en fullstéindig normerad algebra, dvs. en Banachalgebra.
Eftersom fouriertransformen f till en LY(G)-funktion ligger i Co(G), far
man en operator F: L1(G) — Co(G) genom att siitta

De viktigaste egenskaperna hos operatorn F ar sammanfattade i f6ljande
sats.



12.2 Fouriertransformen 259

Sats 12.2.1. Fouriertransformeringsoperatorn F: LY(G) — Cg(@) har fol-
jande egenskaper:

(i) Den dr linjir, dvs. F(af + Bg) = aF(f) + BF(g).
(ii) Den dr multiplikativ, dvs. F(f *g) = Ff - Fg.
(i1i) Den dr begrdnsad, dvs. || F(f)|] < fl1-
(iv) Den dr injektiv, dvs. F(f)=F(g9) = f=g.
(v) Givet att Haarmdtt/e\t dr pa G dr fizerat finns det en normalisering av

Haarmattet dx pa G sa att foljande inversionsformel gdller:
For alla L' (G)-funktioner f med fouriertransform f i LY(G) dr

f(z) = /Gf(x)x(ﬂv) ax,

dir likheten skall tolkas som likhet for L'(G)-funktioner, dvs. nistan
overallt. Speciellt rader likhet dverallt om funktionen f dr kontinuerlig.

Anmdrkning. Daremot ar operatorn F i allménhet inte surjektiv, dvs. det

~

finns Cy(G)-funktioner som inte dr fouriertransformer.

Bevis. Linearitetsegenskapen, dvs. att (af + fg)" = af + B3, foljer av att
integralen &r linjir, och multiplikativiteten, dvs. att m = f - g, foljer
genom omkastning av integrationsordningen precis som i fallet G = R. Be-
grinsningen dr en omedelbar konsekvens olikheten (12.1).

Beviset for injektivitet och for inversionsformeln maste vi utelamna hér.

O

Ovningar

12.1 Lat G = {0,a,b,c} vara en grupp med fyra element och fsljande ad-
ditionsregler (utover regeln z +0 =0+ z = x):

at+a=b+b=c+c=0,
a+b=b+a=c,
a+c=c+a=0b,
b+c=c+b=a.

Bestam gruppens karaktéirer och karakterisera den duala gruppen.

(G och Z4 ér de enda grupperna med fyra element, och en konkret
realisering av gruppen G far man genom att betrakta en kvadrat med
hérn A, B, C, D, lata a beteckna spegling i diagonalen AC', b spegling i
diagonalen BD och c rotation 180 grader kring kvadratens mittpunkt,
samt lata + betyda att operationerna utfors efter varandra.)

12.2 Visa att alla karaktérer x pa gruppen R (resp. T) har formen x(t) =
e™ med w € R (resp. w € Z).
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12.3 De klassiska grupperna

Lat oss nu ga igenom vara fyra klassiska grupper for att se vad de abstrakta
begreppen blir i dessa fall.

Gruppen T

Karaktiirerna pa gruppen T utgérs av funktionerna x, (t) = €™ dir n ir ett
godtyckligt heltal. Eftersom x,,(t) Xm (t) = Xn+m(t) dr vidare den avbildning
o7 — ’i‘, som fas genom att sétta ¢(n) = x,, en 1-l-avbildning som
respekterar gruppoperationerna i respektive grupper. Sadana avbildningar
kallas (grupp)isomorfier.

Isomorfin ¢ innebér att man ”réknar med” T som man riknar med Z
och gor att man kan identifiera den duala gruppen till T med just gruppen
Z och skriva T = Z.

Om man normaliserar Haarmattet pa T sa att ett intervall av ldngd £
far matt ¢/2n, sa blir fouriertransformen

R 1 2n

FOm)=o- [ f)e ™ dt,

2750

dir dt &r det vanliga (Lebesgue-)mattet pa T. Genom att skriva f(n) istéillet
for f (xn) har vi saledes aterfatt var ursprungliga definition av fouriertrans-
formen till en L!(T)-funktion.
Inversionsformeln
1ty =3 fnpent

neZ

for L'(T)-funktioner med absolutkonvergent fourierserie (sats 4.5.5) visar
att den korrekta normaliseringen av Haarmattet pa den duala gruppen Z
bestar i att ge varje punkt mattet 1.

Gruppen Z

For varje reellt tal ¢ dr funktionen x;(n) = €' en karaktir pa Z, och al-

la karaktdrer pa Z har den formen. Eftersom x;, = x¢, om t; — ta &r en
multipel av 2n, maste vi emellertid begrénsa t-vérdena till T =]—=, ] for
att avbildningen ¢: T — Z, definierad av att o(t) = x¢, skall vara bijektiv.
Avbildningen bevarar vidare gruppoperationerna och dr darfér en gruppiso-
morfi, vilket innebér att vi kan identifiera karaktarsgruppen Z med T.

En L!-funktion f pa Z dr detsamma som en foljd (f(n))S_ . med ab-
solutkonvergent summa, och med Haarmattet pa Z normaliserat pa det na-
turliga séttet, dvs. sa att varje enpunktsméngd far matt 1, blir

) = Fox) = 3 Flnyen.

neZ
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Eftersom serien é&r likformigt konvergent, ér fouriertransformen f en konti-
nuerlig funktion, och genom att kasta om ordningen mellan summation och
integration far vi som resultat

1 2n )
fn)= o [ f(t)e™dt,

:2750

vilket &r den konkreta versionen av inversionsformeln fér gruppen Z.

Gruppen R

For varje reellt tal w dr funktionen y,, () = ¢! en karaktir pa R, och alla
karaktédrer har den formen. Genom att sétta ¢(w) = x. erhaller man en
isomorfi ¢: R — f{, som gor att man kan identifiera den duala gruppen R
med gruppen R sjilv.

Fouriertransformen

fl)= [ roeia
och inversionsformeln
10 =5 | Fw)e
Con

for funktioner med fouriertransform tillhérande L'(R) visar att om man
viljer det vanliga Lebesguemattet dt som Haarmatt pa R, sa maste man
vélja normaliseringsfaktorn 1/2n for att fa "rétt” Haarmatt pa den duala
gruppen. (Om man dndrade definitionen av Fouriertransformen genom att
multiplicera integralen med 1/+/2m, s& skulle man fa samma normaliserings-
faktor i inversionsformeln.)

Gruppen Zy

Karaktérerna pa den #ndliga gruppen Zpy bestar av de N funktionerna
xk(n) = /N — 0,1, ..., N — 1, och eftersom yx(n) - xm(n) =
Xk+m(n), dir additionen k+m sker i Zy, definierar avbildningen k — xj en
isomorfi mellan Zy och den duala gruppen Z/]\V Detta innebér att Z/]\V =7Zn.
Fouriertransformen till en funktion f = (f (n))nN;01 pa Zy &r

N-1
Fk)y =" fn)e 2mkn/N,
n=0

vilket dr den diskreta fouriertransformen som vi studerade i kapitel 11. In-
versionsformeln for den diskreta fouriertransformen har formen

N

f(n) :% — f(k_)e%tikn/N'
k=0

[y
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Faktorn 1/N visar att om man normaliserar Haarmattet pa Zy sa att varje
enpunktsméngd far matt 1, sa skall man normalisera Haarmattet pa den
duala gruppen Zy = Zy sa att hela gruppen far matt 1 for att inversions-
formeln skall bli korrekt.

Dualitet

Den duala gruppen G till en lokalt kompakt abelsk grupp G ér sjilv en
lokalt kompakt abelsk grupp och har som sadan i sin tur ocksa en dual
grupp. Karakteriseringen ovan av de duala grupperna till vara fyra klassiska
grupper T, R, Z och Zy visar att i samtliga dessa fall &r den duala gruppen
till den duala gruppen av en grupp G gruppen G sjalv. Detta dr en egenskap
som géller generellt — for alla lokalt kompakta abelska grupper G giller att
G=aG.

Vidare dr den duala gruppen till en kompakt grupp (som exempelvis
grupperna T och Zy) alltid diskret, och den duala gruppen till en diskret
grupp (som Z och Zy) alltid kompakt.

12.4 L2-teorin

Rummet L?(G) #r (for icke-kompakta grupper G) inte en delmingd till
LY(G), s dérfor &r fouriertransformen f inte apriori definierad for L?-funk-
tioner. Daremot ar naturligtvis fouriertransformen definierad for alla funk-
tioner f som ligger i snittet L*(G)NL?(G), eftersom detta éir en delméingd av
L'(G), och man kan visa att det finns en entydig linjdr utvidgning av fouri-
ertransformen till hela L?(G). Den precisa formuleringen ges av Plancherels
sats, som kan formuleras pa féljande vis.

Sats 12.4.1. Det finns en unik bijektiv linjir operator
F: L*(G) — L*(G)

med egenskapen att F(f) = fAfO'r alla f € LY(G) N L2(G). Om Haarmdtten
pa G och den duala gruppen G normaliseras sa att inversionsformeln i sats
12.2.1 gdller, sa dr operatorn F en isometri, dvs.

(12.2) IF(A)ll2 = 11112
for alla f € L*(G).

Parsevals formel for grupperna T och Zpy och Plancherels formel for
gruppen R &r forstas specialfall av den generella formeln (12.2).



Formler

Fourierserier

Funktioner med period 2x:

£ — o [ fear

Allméinna regler
af(t)+ By(t) af(n)+ Bg(n)

el £ (t) f(n —m)

f(t —to) e7iton f(n)

F(=t) f(=n)

f(t) f(=n)
() inf(n)
Fratt) =5 [ fge—wdu | Fwam)

Trigonometrisk form

o0
f(t) ~ % + Z(an cosnt + by, sinnt),

n=1

= i/n f(t)cosntdt = f(n)+f(_”)

= i/if(t)sinntdt = 1(f(n

Parsevals formel:

il 2 2 \00’2
: S rR dt = Z f(n

n=—oo
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)= f(=n).

1 o0
5 2 onl” + ).
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Funktioner med period P:

S inQt _ ag . :
f(t) ~ nz_:oo Cne =3 + z_:l(an cos n§2t + by, sin n€dt),
déar
Q' =2n/P,
P/2 .
_ / met dt,

P2
P/2

— / ) cos nSt dt,
P/2
P/2

— / ) sin nQt dt.
P/2

Parsevals formel:

[e.9]

)2 2 ]a0| 2 2
dt = Cn anl® =+ |bn|7).
P/m R D L

n=—00 n=1
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Fouriertransformen

F(t) f@y= [ foea

Allm&nna regler
af(t) + Bgy(t) af(w)+ Bg(w)
el f(t) flw=-a)
f(t —to) e~ itow f(w)
f(=1) f(=w)
flat) (a#0) la| =1 f(w/a)
f(t) f(=w)
tf(t) F(w)
() 1wf(w)
Fratt) = [ fwat - ) du F@)i(w)
f(t) %ﬂ w)
f()g(t) f*MW)
Speciella funktioner

2 sin aw
X[~a,d] (t) (CL > O) w

4 21
(@ = IthXi-aa® (@>0) —

_ 2
et 1+ w?

_ 1
eH() I +iw
(1 H(1)) ——

e I!sgn(t) l_fi:))?
L el
1+12

eft2/2 \/ﬁe w?/2
WA (0> 0) B[ ()

t
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Plancherels formler:
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Laplacetransformen

f(t)

F@%=ﬁﬂ@%=lmﬂﬂe“ﬁ

Allméinna regler
af(t) + Bg(t)

e f(t)

flat), a >0
ft—a)H(t—a),a>0
()

f'#)

£ (1)

/ﬂmm

0 t
fw@zﬁfwm—wm

Speciella funktioner

1

t". n=20,1,2,...
t* a>—1

eﬁ

the® n=0,1,2,...
t%d, o> —1

cos at

sin at

tcosat

tsin at

aF(s)+ BG(s)

F(s—a)

a"'F(s/a)

e~ F(s)

(—1) F ) s)

SF(s) — £(0)
1

[V

n!
Sn+1
Ia+1)
Sa+1

B
MNa+1)

52 4 qa?

52 4+ a?
§2 g2
(s2 + a2)2
2as

(s2 +a?)?
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sint 1
- arctan —
t s
1
logt _logsTy
s
ebt - eat , (S . a)
— o)
t & s—b

F(l‘) — / tx_le_t dt, T > O F(IL‘ + ]_) = xF(x)
0

n
~ = Eulers konstant = nh_{EO (I;

—log n) ~ 0.5772156.

T =
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Z-transformen

an, A(z) = Zld](z) = Z anz™ "
n=0
Allm&nna regler
aay, + Bby, aA(z) + BB(z)
A'ay, A(z/X)
Qp—p, ddr k > 1 och 2R A(2)
a_1=--=a_p=0
k—1
Apak, dir k >1 FA(z) — Zajzk_]
§=0
nay, —zA(2)
(a*b)n =Y arbp_ A(2)B(z)
k=0
Speciella foljder
5, = 1 omn=0, 1
0 omn>1
1 z
z—1
z
" (-1
9 22+ 2
n ‘
(z—1)3
n z
k (Z — 1)k+1
z
)\n
z—A
Az
)\’ﬂ
! (z = A)?
n z
)\n—k
(+) s
cosam 22 — zcos
22 —2zcosa+1
. zsin «
sin an

22 —2zcosa+1
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Diskreta fouriertransformen

Grupp: Zn
Karaktirer: x(n) = e /N (k€ Zy)

Karaktérsrelationer: xx(n) = xn(k), xx(n) = xx(—n) = 1/xx(n)

f(k) fn)y="Y" f(k)xn(k)

k€Zn

Allménna regler

af(k)+ Bg(k) af(n) + Bg(n)

Xm (k) f (k) f(n—m)

f(k—m) Xm(n) f(n)

f(k) Nf(—n)

frglky= > fm)glk—m)|  f(n)j(n)
meZn

Parsevals formel: Z If (k) = % Z ‘f(”)|2

k?EZN nEZN

Snabba fouriertransformen
Lat N vara jimnt och sitt for f = (f(k))iv:_ol:
N/2—1 N/2—1
u:(f(2k:))k:/0 och vz(f(?k-i—l))kz/o .
D3 ar
F(k) = a(k) + e 27k Np(k)
FIN/2+ k) = a(k) — e 2 /N (k)

for k=0,1,...,N/2—1.
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2.3

2.5
2.8
2.9
3.1
3.2
3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.10

3.11

a) fe LN(0.1]), Ifli=2  b) f¢L'([0,1])
c) f € LX[0.1]), |flh =1

Foljden i b) ligger i £2 och har norm 3~
a) f¢L*(I)  b) feL*(),[Ifla=1 ¢ feL?1), |fllz2=1
T. ex. f(t) = [t|"Y2(1 +|t|)~" och g(t) = (1 + [¢|)~".

1/2

1/3
Varje rationellt tal 4r en period.

Lat P vara en godtycklig period och skriv den pa formen P = nPy+r
dir n ar ett heltal och 0 < r < Fy. Da &r ocksa r en period, sa det
foljer att r = 0 eftersom Py &r den minsta positiva perioden

Om P, &r lika med infimum &ver alla positiva perioder, sa dr Py inte en
period eftersom det inte finns nagon minsta positiv period. Definitio-
nen av infimum innebér att det finns perioder P > Py godtyckligt nira
Py. Eftersom P — Py ocksa ar en period, finns det ddrmed godtyckligt
sma positiva perioder.

Om den kontinuerliga periodiska funktionen f inte &r konstant, sa
finns det tva tal a och b dir f(a) < f(b). Kontinuiteten medfor att
f(a) < f(t) for alla ¢ i en liten omgivning av b. Eftersom funktionen
har godtyckligt sma perioder finns det ett tal ¢ i denna omgivning dér
f(e) = f(a). Detta dr en motsigelse.

8/3
2 : 2 :
3:lf(1 o 1)62115 + 3?{(1 + i)e—21t

1 3
;s + g) + S sin(t + g)

1 . 1 . 3 1 ) 1 ; 1 1 3
—etit D2t B Zem2 o pegp, g o8 At — 5 cos 2t + S

16 4 8 4 16
271
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N
312 1+2) cosnt
n=1
3.13 2N stycken
3.14 2i resp. 1.
3.15 =2
3.16 a) 2sint +3cos2t +4sin3t  b) 1+ 1 cos6t
m’ 2-(=D" st ef—e " (="
il d int
2 3+Z nz ) 27 Zl—ine
n#0 nez
1 . 1 2. cos?2nt
SRR By
n=1
8 nsin 2nt
A7 —
317 T Z:: 4n? — 1
2 4 cos 2nt
A8 — —
518 A 4n? —1
n
3.19 a) §(n) = e f(n)  b)g(n) = f(n—m)
c) g(n) = (=1)""'n?f(n)
3.20 §(n) = e 3 if(n — 2)
3.22 f(t) = Ce?t
3.26 a) och b) Fourierserien konvergerar med summa f(t) for alla ¢
3.27 a) —n?/12 (Vilj ¢t =0 i serien i 3.26 a)
b) n2/6  (Vilj t = n i serien i 3.26 a)
c)1/2 (Valj t =0 i serien i 3.26 b)
L.
3.28 —sint — —cost
2 T
sin am (="
3.30 ~ nt
fO)~=———=> ——e
nez
2
3.31 —
sin” am
nt 1
3.32 — b) — — =
Voo Y16
41 =
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4.3
4.4

4.7

5.1

5.2

5.3

5.4

9.5

5.6

5.7

6.1

6.2

6.3

6.4

For |a| <1 utom o = 1 med abelsumma (1 — )~ 1.

For |a| < 1 utom o = 1 med abelsumma a(1 — a)~2.

™ | sin(N + $)t ™| sin(N + $)t
b) Visa forst att / M dt = 2/ M dt+0(1) =
0 sin 5t 0 t

NT | sin ul
2/ du+ O(1). Utnyttja sedan att for k > 3 &r

0 u
2/*+1mL 2 /%“ | sin ul 2 2/*—1ml
- — < —< du < ——— < = —.
T Js u ~ kn (k—)x U (k—1rn ~n )9 u

1 8 — 1
U(fB,t) = isin2tsin2x+ ;Zm
n=0

(cos(2n + 1)t sin(2n + 1)z)

oo .
2 sinna . .
— g sin ntsin nx
T n
n=1
1

m e_(2n+1)2t Sin(2n + 1)3}'

4 [e.9]
— ot =
u(z,t) =e "sinx + - Z
n=0
u(z,t) =1+ 3e 0 cos 4

e}

1 2
—(2n+1)t
E o © cos(2n + 1)z
o (2n+1)

4

T
u(:v,t):§+1—n

o0

8 1 —(2n+1)%t
a) u(x,t) = - HZ:O Gty e~ D% gin(2n + 1)

e 2t & 1
T (2n+1)3

n=0

b) u(z,t) = e*(2n+1)2tsin(2n + 1)z

2 o (—1)"
u(zx,t) = T\ sing —etsing + - Z ue_”% sin nx
T nison

(1+iw)e @ —1 —4iw 1 +e i

e W _1)i
(e —1)i b) 5 c) 15w 12

w w

(e7% — 1)i 2i sin mw w? +2

b 2—F
w ) w?—1 ¢) wh+4

a) f(w) = f(w)

L wCoSw — sinw 4iw

R RANENEIE
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6.6 ¢ ~ _ 1 . _ 1.t
6 flw)g(w) = Trod frg(t)=ge "
6.7 f(t) 4 ((1 H(t)) t + H(t) —t/2) %et omt < 0,
: =3((1- e e =
3 %e_t/z om t > 0.
[Ledning: Integralekvationen kan skrivas f(t) = eIt + 1k x f(¢), dar
k(t) = H(t)e™'. Fouriertransformera!|
6.8 a) fx f(t) = (L+[the T D) y(t) = —5(1 + [t])e”"
6.9 flw)= %e_bM. Integralens virde ar %e_“b (= f(a)).
6.10 &
6.11 f(w) =21 o=l
6.14 a) f( ) 4sin2u) b) 2n
. w) = —
w? 3
6.15 ©
- sinw — wcosw 2n
1 =4 -
6.16 a) f(w) 3 b) T
6.19 §(w) = [f(w)l’
6.20 a) f(w) =2 cosw —2cos 2w (: 4 sin? w — S;nz(W/2)>
in w w
b) ——
)35 i
c) 4arctan 2 — g —log 5 (Anvand Plancherels formel pa poldr form.)
B el—i—iw _ e—(l—i—iw) R 1
6 a) 2 ) g(w) (1 +iw)2 C) f(W) (1 +iw)2 ) 2
6.22 b) f(w) =mn(e™ —1)  ¢)nle—1)
t/Va 4 o—n/va
6.3 noe +e 1
2\/6 eTE/\/a — e—ﬂ/\/a 2
(e —1)i (1+iw)e ™ —1 —4iw 1+4e ™
dla-— b d
6.1 a) w ) w? °) (14 w?)? ) 1—w?
L wCeosw — sinw Cemibw _ g—iaw w242
6.2 a) IT b)lT C)2m
6.3 f(w) =2mn PINE o=l

w
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6.4 a) qgmg(w) = o inw—otw?/2
D) Gur.on * Pussos = Ppr+tps,o» dr 0 = /0?7 + 03. I sannolikhetsteore-
tiska termer betyder detta att summan av oberoende normalférdelade
stokastiska variabler dr normalférdelad och att summans medelvérde
resp. varians &r lika med summan av medelvérdena resp. varianserna
hos de i summan ingaende stokastiska variablerna.

6.5 a) f(w) = f()

6.6 §(w) = |f(w)[?

6.8 f(w) —’; bl Integralens viirde ir %e @ (= f(a)).
69w

6.10 fxg(t) = el

6.13 a) f# f(t) = (L+|the ) y(t) = —3(1+ e

(
6.14 f(z) = {

%e’” om z < 0,
%e—z/2 omz >0
P sin? w 2n
1 =4 — b) —
615 ) fl) =172 b) 3
6.16 w
P sinw — wcosw 2
1 =4 —b —
6.17 a) f(w) 3 b) T
; COS W — COS 2w sin? w — sin?(w/2)
6.18 a) flw) =2————— (=4 o2 )
4m
b) —
)3 i
c) 4arctan 2 — 5 —log 3 (Anvind Plancherels formel pa polédr form.)
- olHiw _ o~ (1+iw) R 1
1 = g(w) = e a— 1
6198) 5 b)) =rE—  9f@=groE 93

T eﬂ:/\/a + e_n/\/a 1

020 o T Ve —ova T 2

8.3 Puion * Bup,os = Puy+ps,cr d8r 0 = /o7 + 03. I sannolikhetsteoretis-
ka termer betyder detta att summan av oberoende normalférdelade
stokastiska variabler &r normalfordelad och att summans medelvirde
resp. varians ér lika med summan av medelvirdena resp. varianserna
hos de i summan ingaende stokastiska variablerna.
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2 1 1 1—e7*
1 — B S——
91 a) s3 b) (s —2)2 c) §2—2s+2 d) s
1—(s+1)e* e —1—s
f
°) 52 ) s2(es —1)
9.2 a) 312 b) §t* o)y —4t—1  d)txpq () +H(E—-1)
&) $2x0u(t) + (= $)H(t — 1)
3 s 5+ 2 e’
9.5 b d
2) 249 )32—1—9 °) (s+2)249 )3—2
RACEE e
9.6 a) 1—e™"  Db) te ?sinbt  ¢) (3t + 1)e* —e ' cost
d) 2(t—1)sin(t—1)-H(t —1) e) (21 —et"HYH(t - 1)
9.7 f(s) = arctan B
-2t _ -3t
9.8 f(t)= > °
t
9.9 f(t) =2cost —tsint
9.10 z(t) = —t+el —e™t, y(t)=—-1+e' +e7!
9.11 f(t) =4 —3cost
9.12 y(t) =t + 2+ (2t — 2)¢
< 1 C 0
9.14 f(s) = —%, dir C = — [ e tlogt dt.
Man kan visa att konstanten C &r lika med Eulers konstant ~.
9.15 x(t) = 2¢et +sint, y(t) = cost
9.16 y(t) = 2(t) = e
~ 1 1
9.17 f(s) = —log(1+ -)
s s
2s+1
9.19 K(s) = —————, k(t) = (3 —t)e”" — 3¢~ Stabilt.
(5= iR O = (et =3 . Suabi
1
9.20 K(s) = Eawl k(t) = 4 sin2t. Instabilt.
9.21 a) Instabil b) Stabil «c¢) Stabil d) Stabil
2T | gin t|
9.22 a) y(2nn) = —2nmT — —00 b) y(2nn) = — dt — —o0

0 t



Svar till 6vningsuppgifter 277

9.23

9.25

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

10.7
10.8

10.10

10.11

11.1

11.3

11.4

11.5
11.6

11.7
11.8

2e®
2e5 — 1

0 + 267 resp. 1+ 2e~%

z 3z 222 + 4z
Vo Pz 9 noop
1 1
2) 22 +1 b) (22 +1)
—zlog(l — 7)

0 omn #1,

¢) ap =n-2""143.(=1)".
1 omn=1

a) %(%)” b) an:{

ap=n+5-—3-2"

in_(_i)n
i

G = (P b= a3 (1)
5,

ap=n+1+ :n—I—l—i—singn

)a:o—l T =g 2" forn>1

b) x, = (2”—!—4005 In — 2sinZn)

Systemet #r instabilt. yor = 0 och yari1 = (—1)F(k + 1).
. 1
Systemet &r stabilt. Overféringsfunktion: (2% — z)log(1 — =) + 2.
z

a) f=(10,-2+2i,-2,-2-2i)  b) f=(2i,—4i,6,—2 + 2i)
f=

¢) f = (21,-3+3v/3i, -3 + V31, -3, -3 — V/31,—3 — 3v/31)
W Gohbh D 0L

f=(1,2,-1,0)

a) f=(c,c...,c)

b) Alla b med Z;{VZO br = 0. Losningen #r ej entydig.

Egenvérdena &r 8, —1 41, 2 och —1 —i.

a)
i -2-i 3 0
0 i -2-i 3
3 0 i -2

—2—1 3 0 i
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b) Egenvirden: 1, —2—1, 542i och —4+ 3i. Motsvarande egenvektorer:
(1,1,1,1), (1,i,—1,—1), (1,—1,1,—1) och (1, —i,—1,1).

11.12 b) v = ‘f(—l +v2,1,-1-+2,1)

11.13 a)&:(S —2i,—4,2i), b= (10,—2+ 2i, -2, -2 — 2i)
b) (18, (vV8—2)i, —4+2i, (V8+2)i, -2, —(v8+2)i, —4 — 2i, (2— V/8)i)

12.1 Den duala gruppen G bestar av fyra element x1, x4, xB och xc som
definieras av tabellen

T ‘ 0 a b c
xi(z) |1 1 1 1
xa(z) | 1 1 -1 -1
xp(x) |1 -1 1 -1
xc(z) |1 -1 -1 1

Avbildningen 0 — x1, a — x4, b= XB, ¢ = x¢ &r en isomorfi mellan
G och G, sa de bada grupperna G och G &r isomorfa.

12.2 Visa forst att om f: R — C &r en kontinuerlig icke-trivial multiplika-
tiv funktion, dvs. om f uppfyller

(1) fls+t)=f(s)f(t)  och  f(0)=1,
sa dr f automatiskt deriverbar med f'(t) = f’ ( ) f(t). Deriverbarhe-
ten foljer genom att vilja § > 0 sa litet att a(d fo s)ds # 0

(hdr anvéinds att f ar kontinuerlig och f(0) = 1) och sedan 1ntegrera
identiteten i (1) med avseende pa s 6ver intervallet [0, d], vilket efter

ett variabelbyte leder till
t+0

f(t)=a(d)™ f(u)du

t
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For dem som onskar fordjupa sig ytterligare inom omradet fourieranalys
foljer hér nagra forslag pa bocker.
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utgangspunkt fran vagekvationen behandlas forst fourierserien, olika konver-
gens- och summabilitetsbegrepp samt ett flertal tillimpningar. Den andra
delen av boken handlar om fouriertransformen med tillimpningar pa de klas-
siska partielladifferentialekvationerna och Radontransformen. Avslutnings-
vis diskuteras fourierteorin for dndligaabelska grupper med tillimpning pa
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Denna klassiker dr en avancerad bok som forutsétter kunskaper i funk-
tionalanalys och matteori. Boken startar med cirkelgruppen T och handlar
i de forsta fem kapitlen om klassiska fourierserier for att sedan dverga till
fourieranalys pa R i kapitel 6 och pa allménna lokalt kompakta grupper i
kapitel 7. Ett avslutande kapitel dgnas at kommutativa banachalgebror.

WALTER RUDIN, Real and Complex Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill, 1987.

En klassiker for den som lédst en grundldggande kurs i analys och vill ldra
sig mer om reell och komplex analys pa masterniva. Tio av bokens tjugo ka-
pitel dgnas at reell analys: matt och integrationsteori, LP-rum, fourieranalys,
elementér hilbertrumsteori och exempel pa banachrumsteknik.
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Sakregister

ABEL, 112

Abels summationssats, 93
abelsk grupp, 253
abelsummation, 93
absolutkonvergent, 21
additiv avbildning, 89
D’ALEMBERT, 80
aliasing, 168

amplitud, 50

analog signal, 4

autokorrelationsfunktion, 143

avbildning
additiv, 89
begransad, 89
positiv, 89
subadditiv, 89

avstand, 25

bandbegransad, 5, 165
bandbredd, 5, 165
begrénsad avbildning, 89
begynnelsevirdesregeln, 204
BERNOULLI, 80

BESSEL, 81

Bessels olikhet, 34, 103
betingat konvergent, 21
BIBO-stabilitet, 173, 225
BOREL, 185
Bromwichintegralen, 199

C(I),24

Ck(I), 24
Cp(I), 24

C(T), 54
Co(R), 131
CARLESON, 112

Cauchy—Schwarz olikhet, 30
Cauchys konvergensprincip, 20
centrala gransvérdessatsen, 180
CESARO, 112

CLAIRAUT, 80

COOLEY, 252

cyklisk matris, 243

delsumma, 20
delton, 2
diffusion, 8
Dint, 112
Dinis konvergenskriterium, 106
Diracmattet, 40
DIRICHLET, 80
Dirichletkérna, 151
Dirichlets
polynom, 52
problem, 124
diskret
fouriertransform 235
grupp, 254
signal, 4
divergent serie, 20
dominerad konvergens, 85
dual grupp, 257

£, 188, 213

entydighetssatsen, 100, 138, 150, 198,
214

EULER, 80

exponentiellt vixande, 188

faltning, 7, 68, 136, 162, 192, 223,
240, 256
fasvinkel, 50

281
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FEJER, 112 kontinuitetsprincipen, 89
Fick, 11 konvergens

Ficks lag, 9, 10

F1SCHER, 162

FOURIER, 80

fourierbasen, 234

fourierkoefficient, 3, 57

fourierserie, 3, 45, 57

fouriertransform, 5, 58, 128, 129, 156,
159, 161, 235, 258

frekvenssvar, 172

fullstandigt ON-system, 35

GAUSs, 252

Gausskédrnan, 147
generaliserad derivata, 107
GIBBS, 81

Gibbs fenomen, 73
GRANDI, 112

grundton, 2
grundvinkelfrekvens, 79

Haarmatt, 255
harmonisk

analys, 1

funktion, 124
Heavisidefunktionen, 42
Heisenbergs olikhet, 175
hogergréinsvarde, 69
Holderkontinuitet, 107

impuls, 6, 224

impulssvar, 6, 172, 206, 224
inre produkt, 30
inreproduktrum, 30

invers fouriertransform, 236
inversionsformeln, 128, 199
inversionssatsen, 139, 149, 236

JORDAN, 112

karaktér, 232, 257
kausal, 6, 174, 224
komplext vektorrum, 24
kontinuerlig, 14

betingad, 21

dominerad, 85

iL', 29

i normerat rum, 25

likformig, 26, 86
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