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Reell analys MN1, lésningar till valda problem (forts)

Kapitel 3 i Rudins bok (sidorna 78-82), samt Vretblad (sidan 16). Vx nedan
betyder uppgift x i Vretblad.

V2.14 Antag forst att limsup ay,4+1/a, < 1 —r, for nagot » > 0. Da finns, for
varje € > 0 ett N sadant att n > N = any1/a, <1 —17+¢e. Tag nu
e sadant att e < r. Da &r alltsa 0 < anpq1 < an(l —r + ) for varje
n > N. Vi far

0<pi1 <an(l—r+e)<---<ay(l—r+e)" Nl n>N.

Eftersom (1 —r +¢) < 1 &r hogerledet i olikheten ovan termer i en
konvergent geometrisk serie, och dérmed &r > ° \ an41 konvergent,
enligt jamforelsekriteriet. Av detta foljer forstas att dven > o7, an
konvergerar.

Om liminf a,41/a, > 147 for nagot r > 0, sa finns till varje € > 0 ett
N, sadant att ap1/an, > 1+7r—¢ for allan > N. Tag e < r. Analogt
med ovan fas

ant1 > an(l+7r— 5)"‘N+1, n > N.

Nu blir i stallet hogerledet termer i en divergent geometrisk serie,
eftersom 1 4+ 7 — e > 1, och darmed divergerar den givna serien enligt
jamforelsekriteriet.

V2.16 Talfoljden ar begransad sa —oo < limsup a,, < co. Antag att limsup a,, <
A. Da finns for varje € > 0 ett tal N sadant att a, < A+commn > N.
Vi far

a1+--'+aN—1+aN+-.-an<G1+--'+aN—1+(n—N+1)A
n n
ap+---+an-1 n—N+1

= + A
n n
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For fixt N konvergerar det sista utrycket mot A, da n — oo. Alltsa,
om vi tar limsup i olikheterna ovan, far vi
ai+---+an

limsup —— < limsup (
n

+A

n n

ai+---+an—1 n—N+1>

+A = A

= lim

<a1+"'+aN—1 n—N—i—l)
n

vilket visar den givna olikheten (syns bast om vi tar A = limsupay,).
Strikt olikhet fas till exempel for a,, = (—1)". Da blir véansterledet i
den givna olikheten = 0 och hogerledet blir 1.

Tag en foljd {z,}32, C A+ B, som konvergerar mot x € R™. Vi kan
skriva x,, = a,, + b,, dar a, € A och b, € B. Eftersom A ar kompakt,
sa finns en delfoljd {ay, }7°, som konvergerar mot a € A. Delf6ljden
{zn, 132, kommer da fortfarande att konvergera mot x forstas. Vi far
darfor att b,, = xpn, —an, — x—a, k — oco. Eftersom B ar sluten och
{bn, }32, C B,samastex —a=be B. Alltsaérx =a+b,dérac A
och b € B, sa A+ B ér sluten.

Antag att limsup a, < A. Analogt med 16sning till V2.15 far vi (med
lampligt val av V) att

0<any1 < CLN(A + €)n_N+1, n > N.

Ersidtt n + 1 med n (for tydlighetens skull). Vi far (observera att
Ye—1,n—o0oomcéeRy):

W< n aN(A+€)n_N — W(A_i_&.)(an)/n _

= an(A+e) V(A +e) = (A+e), n— oo

Alltsa ar limsup Va, < (A + ¢) for varje ¢ > 0, vilket medfor att
limsup {/a,, < A. Av detta foljer limsup {/a,, < limsup a,.

Den mellersta olikheten &r trivial och den vanstra visas analogt med
den hogra.

a) Om a, > 1 for odndligt manga n, sa konvergerar a,/(1 + ay)
ej mot 0, och da konvergerar den givna serien ej. Om a, < 1
sa far vi a, /(1 + apn) > an/2. Antag nu att detta géller for alla
utom &ndligt manga n, sig (efter en eventuell omnumrering) for
alla n > N. Da divergerar serien Y > v a,/(1 + ay), eftersom
Y onl N an gOr det, enligt jamforelsekriteriet.



b) Vénsterledet i olikheten &r storre &n eller lika med (ersétt alla
ndmnarna med den storsta, som ar syix):

an+1+ -+ antk aN+1+ -+ antk _
SN+k a1+ ---+ay+any1+ - Fantk

(a1 +---+anv+ant1+ - +anyk) — (a1 +---+an)
ai+---+ay+tany1 + -+ anNsk

_q_ ay+---+an _q_ SN
a1+ -+ an+k SN+k

Lat nu N vara fixt och sidtt A = a1 +---+ ay. Da blir

SN A
sNyk  Adanyrco+angk

Eftersom a,, > 0 och }_ a,, divergerar, sa maste

N+k
lim (a e = [ =
ot = i 3 e
n=N-+1
Ur detta foljer att limy_,o, =~ = 0, sa partialsummorna till se-

SN+k
rien > a, /s, bildar ingen Cauchyfoljd, eftersom skillnaden mel-

lan tva partialsummor blir

a a
aN+l o ONFR S

SN
SN+1 SN+k SN+k

och hogerledet i denna olikhet gar mot 1 da kK — oco. Alltsa ar
serien Y a, /sy, divergent.

R N M S P

Sn—1  Sn Sn—15n Sp—15n  S2

dar den sista olikheten foljer av

anp>0=>s, 1=a1+...0ap_1<a1+...0n_1+ ap = Sp.

(s)
+ - ) =
Sn—1 Sn

Vi far




1 1
= - — =0, n,m— 00
Sm—1 Sn

eftersom s; — oo da [ — oo. Alltsd utgdr partialsummorna till

serien 3" a,,/s2 en Cauchyfoljd, och dirmed &r serien konvergent.

d) Serien >-°°, a,,/(1+n%a,) blir konvergent, ty a, > 0 medfér att
Qan, 1 < 1

0< = —.
14 n2a, ai+n2_n2

Serien Y >° | an/(14na,), kan divergera eller konvergera, beroende
pa hur a, valjs. Om vi tar a, = 1 for alla n, sa blir den uppen-
barligen divergent, men om vi véljer

o — n2 omn#2P forallapeZ
" 1, om n = 2P for nagot p € Z

sa ser viatt YSan = 33071+ 37, Lop n~? #r divergent, s& ay
uppfyller férutsattningarna. Vidare &r

[o¢] a (o) 1 n
n —
ZHnan _Z_;Hzp+ 2 2l 4n-1=
p= n#2p

n=1
o0
1 1
—;1+2p+ Z n(n+1)

n#£2P

och bigge dessa serier dr konvergenta.

R21 Antag att FE,, C X &r slutna, icke-tomma delméngder sadana att
E.+1 C E,, och att X &r ett fullstindigt metriskt rum. Antag vi-
dare att diam(E,) — 0,n — oo. Valj, for varje n, ett =, € E,.
Om m,n > N, sa ar x,, 2, € En, eftersom foljden {E,}>°, avtar.
Alltsa blir d(xy, ;) < diam(Ey). Eftersom diam(Ey) — 0, N —
oo &r darfor {z,}5°; en Cauchyfoljd, och dérmed konvergent med
gransviarde x € X, eftersom X ar fullstandigt. Vidare ar x, € En
om n > N, och Ey ar sluten, sa x € Ey for alla N. Alltsa ar
reN B, Omaz,y € N0 Ey, sa x,y € E, for alla n, och ddrmed
d(z,y) < diam(F,) for alla n. Detta medfor att d(x,y) = 0, det vill
saga att x = y.

R22 Detta foljer ur 16sningen till R30 (sidan 46), som vi gjort pa foreldsningarna
for kompakta Hausdorff rum och fullstdndiga metriska rum, om man
later F,, = G¥.



R23
a)

R24

Anvéand ledningen:
d(pns qn) < d(pr, Pm) + d(Pms gm) + d(@m; gn) =

= d(pm QH) - d(pm7 Qm) < d(pnapm) + d(‘]rm Qn)-

Om man byter m mot n 6verallt i den sista olikheten fas a&ven d(py,, ¢m)—
d(pn, qn) < d(Pm, Prn)+d(qn, ¢m). Dessa bada olikheter ger tillsammans
att |d(pn, n) —d(Pms @m)| < d(Pns Pm) +d(Gm, qn). Eftersom hogerledet
i den sista olikheten kan fas mindre &n & genom att vélja n och m
tillréckligt stora, sa visar detta att {d(pn,qn)}o>, &r en Cauchyfoljd
och darmed konvergent.

a) Reflexivitet och symmetri foljer direkt ur definitionen av metrik.
Transitivitet foljer av triangelolikheten for metriken, samt att
d(z,y) > 0:

0< d(pm Qn) < d(pnarn) + d(Tan)

Det vill sdga, om {p,} ~ {rp,} och {r,} ~ {qn}, vilket innebér
att bégge termerna i olikheten ovan gar mot 0 da n — oo vilket
i sin tur medfor att vinsterledet gor det, sa ar {p,} ~ {qn}.

b) Tag {p,},{p,,} och {q,},{q¢,} som tva olika representanter i P
respektive Q. Eftersom

0 < d(pn,an) < d(pn,p},) + AP}, ap,) + d(qy,, qn)

och limd(pn, gn) = limd(pl,, q},) = 0, sa ser vi att limd(pn, gn) <
limd(q),, ). Genom att byta plats pa py,,q, och pl,,ql, 6verallt
far vi &ven den omvéanda olikheten.
Att A(P, Q) &r en metrik foljer darefter (tdmligen) direkt av att
d ar det.

c) Antag att {P,}5°; &r en Cauchyfoljd i X*. VAilj en representant
{plgn)}zil till P, for varje n. Vi har att det till varje € > 0 finns
ett tal N sadant att

n,m > N = A(P,, P,) = k]im d(p;n),pém)) <e
—00
Alltsa finns K (som apriori beror av n, m och ¢) sadant att

n,m>Nk>K= d(p,(cn),p,(cm)) < 2e.



Vidare ar en representant till £, en Cauchyfoljd i X, det vill sédga
for varje € > 0, finns K’ (som beror av n och ¢) sadant att

kg > K = dp”,p\") <e.

Vi kan anta att d(p,@l,p,(g")) < 27k for varje k och n. (Om detta

inte dr uppfyllt kan vi alltid vélja en delf6ljd av varje {p](gn)}zozl
for vilken detta galler. Varje sadan delféljd ar fortfarande en
representant for P, € X*.) Vi far da (med k <)

A, p?) < d pd) ) + -+ d? ) <
Speciellt fas (om m > n)
d(p, piy)) < 27 (1 =27 - 0, n — 0.

Detta visar att diagonalfoljden {p%n)}ff:l ar en Cauchyfoljd i X.
Lat P* beteckna dess ekvivalensklass i X*. Vi skall visa att P, —
P*, da n — oo. Vi har att

A(Po, P7) = lim A pt)y.
Men
aw” ) < del”p™) +de)" o) + (o 51,
For forsta och sista termen i hogerledet fas (med k < 1)
d(P;(gn),Pl(n)) < 9 kH1(1 _ 9-ltk)

och i i
d(pz( )’pl(~C )) < 2—k+1(1 - 2—l+k)_

Vilj nu k sa stort att dessa bégge blir < €. Eftersom
APy, Pr) = lim d(pf™, p]") <&

om k och n ar tillrackligt stora, blir d(pl(n), pl(k)) < & om dessutom

[ valjs tillrackligt stor. Sammanfattningsvis far vi
APy P < dim (d(p” p™) +d" pf”) + o p)) <

< 3¢ om n ar tillrackligt stort.

Detta visar att P, — P*, dd n — oo, det vill sdga att X* &r
fullstandigt.



d) Vi far, med P, och P, som i uppgiften,

e) Lat P € X*, {pn}>°2, en representant for P. Lat ¢ > 0 vara givet
och valj N sadant att n,m > N = d(pn,pm) < /2. Lat darefter
Q@ vara den foljd vars element alla &r lika med py. Vi far da

A(P,Q) = lim d(pn,pn) <e/2 < e.

Detta visar att det givet € > 0 och P € X* finns Q = ¢(q), q € X,
sadant att A(P,p(q)) < e, det vill sdgaatt o(X) ar tat i X*.
Om X é&r fullstdndigt, kan vi vilja @ som grénsvirdet (sidg p)
av Cauchyfoljden {p,} 2, och vi far da forstas att A(P,Q) =
limy, 00 d(pn, p) = 0, dvs P = Q = ¢(p), vilket visar att p(X) =
X* om X éar fullstdndigt.



