Uppsala Universitet 2003-04-03
Matematiska institutionen
Leif Abrahamsson

Reell analys MIN1, l6sningar till valda problem (forts)

Kapitel 4 i Rudins bok (sidorna 78-82), kapitel 3, 4 i Vretblad. Vx nedan
betyder uppgift x i Vretblad.

V3.4 Lat 6 > 0 vara givet. Vilj z,y sadana att 0 <y <z =46 < 1. Da blir
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Speciellt blir 1/y — 1/x > 1 om y véljs tillrickligt ndra 0. Alltsa ar
|t —y| < 6 och |1/y — 1/x| > 1, vilket visar att funktionen ej &r
likformigt kontinuerlig.

V3.7 Medelvardessatsen ger

(@) = f()] = f'(©)llz — yl, for nagot & mellan x och y.

Antag att |f'(z)| < M for alla x, och lat € > 0. Tag 6 < e/M. Da fas

)
[z =yl <3 = [f(@) = fW = f'©Ollr -yl < M3 =0 <e.
Alltsa ar f likformigt kontinuerlig.

V3.10 a) Om f &r kontinuerlig pa [0, 1] sa &r bilden av intervallet under
f kompakt. Alltsa finns ingen sadan kontinuerlig surjektion, da
10, 1[ ¢j &r kompakt.

b) Till exempel f(x) = arctan x &r en kontinuerlig surjektion fran R
(som &r sluten) till | — /2, 7/2[ (som &ar &ppen).

V3.14 Om f(x) = 0 for alla z € [a,b], sa blir gransvirdet = 0. Antag att
f(z) €j ar idententiskt = 0. Vi observerar forst att
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Lat max,<;<p(f(t))" = f(to) > 0. Ett sadant ty € [a, ] existerar, ty f
ar kontinuerlig och [a, b] & kompakt. Lat sedan € > 0 vara givet och
vélj 6 > 0 sadan att |z — to| < 26 = |f(z) — f(to)| < &, det vill séga
f(to) —e < f(z) < f(to) + €. Lat dessutom € > 0 vara sa litet att
f(to) —e > 0. Dela upp intervallet i tva delar: Iy = [to—d,to+9]N[a,b]

och I = [a,b] \ I1. Vi far
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dar |I;| betecknar langden av intervallet Is. Observera att |I1| > 4,
om odlitet. Sammantaget har vi alltsa att
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(f(to) — £)6'" < ( / <f<x>>"dx> < (b—a)/" f(to).

Om vi later n — oo 1 dessa olikheter far vi
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Da detta géller for alla e > 0 far vi att det sdkta gransvardet ar lika
med f(to) = max f(t).

Lat F C X, dar f : X — Y, och X och Y &r topologiska rum.
Tag x € E och 1&t W vara en omgivning av f(z) i Y. Eftersom f ir
kontinuerlig blir d& f~1(W) =V en omgivning av x i X. Alltsa finns
z € VN E sadant att z # x. Vidare ar f(z) € W. Om f(z) # f(z),
sa ser vi darfor att f(x) ar en granspunkt till f(E).

Antag nu att f(z) = f(z) for alla z € VN E. Da blir Wn f(E) =
fW)N f(E) = f(VNE)={f(z)}, det vill sdga f(z) &r en isolerad
punkt i f(E). Detta ger att f(E) C f(E).

Lat y € f(X) och vilj z € X sadant att y = f(x). Givet € > 0, finns
da 0 > 0 sadant att dx(z,p) < 6 = dy(f(x), f(p)) < e, eftersom f &r
kontinuerlig. (Héar betecknar dx och dy metrikerna pa X respektive
Y.) Eftersom E &r tat i X, sa finns p € E sadant att dx(z,p) < 0. Av
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detta foljer att f(p) € f(F) samt att dy (f(z), f(p)) < &, och ddrmed
att f(E) ar tat i f(X).

Antag att f och g ar sadana att f(p) = g(p) for alla x € E, samt att
f och g &r kontinuerliga. Lat x € X. Eftersom E &r tat i X, sa finns
en foljd {z,}72,; C E som konvergerar mot z. Vi far, pa grund av
kontinuiteten hos f och g, att

&y (/@) g(@) = lim_dy(f(z.). 9(z.)) =0,
det vill séga f(z) = g(x).

Héar antar man att X x X har produkttopologin, som ges av (till ex-
empel) metriken A((x, 2), (y,w)) = d(x,y)+d(z,w), dir d &r metriken
pa X. Lat nu E vara en kompakt delméangd av X och lat

Gy =A{(z, f(z)): z € E}

beteckna grafen till f.

Antag forst att f &r kontinuerlig. Da ar &ven f(FE) kompakt. For
att visa att Gy ar kompakt riacker det att visa att Gy ar sekventiellt
kompakt, enligt sats. Lat darfér {(z,, f(zn))}ne; C Gy. Eftersom
E &r kompakt och {x,}22,; C E, sa finns en delféljd {xy, }7°, som
konvergerar mot € E. Kontinuiteten hos f ger att f(z,,) — f(z) €
f(E), k — oo. Sammantaget ger detta att det finns en delfdljd av
{(zp, f(zn))}22, C Gy som konvergerar mot (x, f(x)) € Gy. Alltsa &r
Gy sekventiellt kompakt.

For att visa den omvéanda implikationen, antar vi att Gy kompakt
f och att ej ar kontinuerlig (sig i punkten x € E), och hérleder en
motsagelse. Att f ej ar kontinuerlig i © € E betyder att

Je>0,V0>0,3ye€ E: dz,y) <dochd(f(x),f(y)) >e.

Tag nu 6, = 1/n och y, € F sa att detta géller fér varje n € Z,;. Vi
har alltsa att d(z,y,) < 1/n och d(f(z), f(yn)) > € > 0 for alla n.
Om Gy ar kompakt, sa finns det en delfdljd av {(yn, f(yn))}re; som
konvergerar mot ett element (p,q) € Gy. Vi kan utan inskrdkning
anta att den ursprungliga f6ljden konvergerar. Eftersom (p,q) € Gy,
sa maste ¢ = f(p). Vidare ar x = p, ty d(z,y,) < 1/n for alla n, det
vill sdga y, — z. Alltsa maste f(y,) — ¢ = f(z). Men detta strider
mot antagandet att d(f(z), f(yn)) > € for alla n. Darmed maste f
vara kontinuerlig i x, och eftersom x var godtycklig foljer det att f ar
kontinuerlig pa FE.



R15 Lat f : R — R vara kontinuerlig och 6ppen. Lat a,b € R, a < b.
Lat W =]a, b[. Eftersom f &r 6ppen sa ar f(W) en 6ppen méngd, och
eftersom f ar kontinuerlig ar f(W) ett intervall (satsen om mellanlig-
gande varden). Alltsa ar f(W) =]c, d] for nagra ¢, d € R. Vidare antar
f ett storsta och ett minsta virde pa det slutna intervallet [a, b], sig
i punkterna x respektive y. Uppenbarligen ar ¢ = f(x) och d = f(y).
Eftersom c,d ¢]c,d[= f(]a,b], sa far vi att * = a och y = b (eller
omvént). Alltsa att f(a) < f(b) (eller omvént). Eftersom a och b var
godtyckligt valda, sa visar detta att f dr monoton.

R20 a) Antag forst att inf.cp d(z, 2) = 0, samt att x €j tillhér E. Givet
e > 0 finns da z = z(e) € F sadant att d(z,z) < e. Detta ger
att varje omgivning till  innehaller punkter i F, det vill sdga att
r€FE CE.

Antag omvint att € E. D4 finns, for varje € > 0, en punkt
z € E sadan att d(z, z) < e, vilket medfor att inf,cp d(z, z) = 0.

b) Lat z,y € X och zp € E. Da &r
pE(aj) = lIelgd(CL', Z) < d(l‘a ZU) < d(x’y) + d(ya ZO)'
z
Eftersom zg € E var godtycklig ger detta att

pe(z) < d(T,y) + pE(Y) < pE(T) — PE(Y) < d(T,Y).

Genom att byta plats pa x och y ovan far vi ven pg(y) —pp(x) <
d(y,x). Dessa bada olikheter ger att |pg(x) — pr(y)| < d(z,y),
vilket ger att pg(x) ar likformigt kontinuerlig pa X.

R21 Enligt uppgiften ovan ar pp(z) = inf,cpd(x,z) (likformigt) kontin-
uerlig pa X. Eftersom K &ar kompakt antar dérfor pp(z) ett minsta
varde pa K, sig for zp € K. Om pp(xo) = 0, sa finns {or varje n € Z
ett y, € F sadant att d(xo,y,) < 1/n. Men detta medfor att y, — zo,
n — 00, och eftersom F' &r sluten ger detta att zg € F. Men det
motsager K N F = (). Alltsa ar pp(xg) > 6 for nagot 6 > 0, vilket ger
att d(x,y) > pr(x) > pp(zg) > 6 > 0 for alla z € K och alla y € F.
Om vi later K = {(z,y) € R? : y > —1/x > 0} och F = {(z,y) € R?:
0 < 1/z < y} (rita figur!), sa & K och F slutna, icke-kompakta
delmiéngder av R%. Givet § > 0, kan vi finna (21,41) € K och
(x2,y2) € F sadana att |(x1,y1) — (z2,y2)| < 9, ty tag till exempel
xo=-—x1=x €Ry, || <I/2,0ochy; =y =1/z. Daér (x1,y1) € K
och (z2,92) € F, samt |(z1,91) — (22,9)| = |(—2,1/2) — (z,1/2)] =
2|z| < 0.



R22 (Detta resultat kallas Urysohns lemma och finns &ven visat i “Com-
ments...” for kompakta Hausdorff rum.)
Har ar po(z) = inf,cc d(z, 2), x € X. Observera vidare att |pc(x) —
pc(y)| < d(z,y) for alla x,y € X och alla icke-tomma delméngder C'
av X, enligt R20.
Forst visar vi att ndmnaren p4(p)+pp(p) # 0 for alla p € X. Eftersom
bagge termerna ar > 0 racker det att visa att de inte &r = 0 samtidigt.
Tag p € X sadant att p4(p) = 0. Da finns, {6r varje n € Zy, z, € A,
sadant att d(z,,p) < 1/n, det vill sdga =, € A och x,, — p. Men A
sluten medfor att p € A. Om nu dven pg(p) = 0, sa skulle vi pa samma
satt fa att p € B, vilket skulle strida mot antagandet att AN B = (.
Alltsa ar pp(p) > 0. Pa samma sitt fas pp(p) = 0 = pa(p) > 0.
Uppenbarligen blir nu f(p) = 0 om och endast om pa(p) = 0, vilket
i sin tur ar ekvivalent med p € A, enligt vad vi gjorde ovan. Vidare
ar f(p) = 1 om och endast om p4(p) = pa(p) + pu(p), det vill sdga
pp(p) = 0, vilket &r ekvivalent med att p € B. For p ¢ AU B ar
pa(p) + pe(p) > pa(p), pB(p), och dérmed &r 0 < f(p) < 1.
Eftersom f ar kvoten av tva kontinuerliga funktioner, dar ndmnaren
# 0, sa foljer det att f ar kontinuerlig.
Satt nu V = f~1([0,1/2]) och W = f~1(]1/2,1]). Eftersom f: X —
[0, 1] &r kontinuerlig, och [0,1/2[, ]1/2, 1] &r 6ppna delméngder av det
metriska rummet [0, 1], sa & V och W 6ppna delméngder av X. Vi-
dare ar det klart att A C V och B C W. Att VN W = ( foljer av
att f ar en funktion, ty antag motsatsen, det vill sdga att det finns
re€VNW. Dadraz= f1(t) = f~(s) for ndgra t € [0,1/2[ och
t €]1/2,1]. Men detta skulle innebéra att t,s € {f(x)} och ¢t # s,
vilket strider mot att f &ar en funktion.



