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1. L̊at X vara ett topologiskt rum och l̊at R vara försedd med den vanliga
topologin. Undersök om följande p̊ast̊aenden är sanna eller falska (ge
bevis eller motexempel):

a) Om X är försett med topologin U = {X, ∅} och f : X −→ R är
kontinuerlig, s̊a är f konstant.

b) Om varje funktion f : X −→ R är kontinuerlig, s̊a är alla delmängder
av X öppna.

2. L̊at C[0, 1] beteckna alla reellvärda, kontinuerliga funktioner p̊a in-
tervallet [0, 1] med metriken d(f, g) = max0≤x≤1 |f(x) − g(x)|. L̊at
D = {f ∈ C[0, 1] : d(f, 0) ≤ 1} (“0” st̊ar här för funktionen g(x) =
0, ∀x ∈ [0, 1]). Visa att D är sluten och punktvis kompakt, men ej
ekvikontinuerlig.
Ledtr̊ad: Om D vore ekvikontinuerlig, vad skulle man d̊a kunna säga
om en (godtycklig) följd {fn}∞n=1 ∈ D?

3. L̊at

α(x) =


x, −1 ≤ x ≤ 0
1, 0 < x < 1

x + 1, 1 ≤ x ≤ 2

Beräkna
∫ 2
−1 exdα.

4. L̊at X = C[0, 2].

a) Visa att d(f, g) =
∫ 2
0 |f(t)− g(t)|dt definierar en metrik p̊a X.

b) L̊at fn ∈ X, n ∈ Z+, vara

fn(x) =
{

xn, 0 ≤ x ≤ 1
1, 1 < x ≤ 2
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Visa att {fn}∞n=1 är en Cauchyföljd i X med avseende p̊a metriken
d ovan.

c) Visa att det inte finns n̊agon funktion f ∈ C[0, 2] s̊adan att
d(fn, f) → 0, n → ∞, det vill säga att X med metriken d ovan
ej är fullständigt.

Anmärkning: Kompletteringen av X med avseende p̊a denna metrik
ger de Lebesgue integrabla funktionerna.

5. L̊at X vara ett topologiskt rum med topologi U och förse X × X =
{(x, y) : x, y ∈ X} med topologin V, som best̊ar av alla delmängder
av X × X som kan skrivas som en union av mängder av typ U × V ,
där U, V ∈ U (det vill säga {U ×V : U, V ∈ U} är en bas för topologin
V). L̊at vidare ∆ var diagonalen i X ×X, det vill säga ∆ = {(x, x) :
x ∈ X} ⊂ X ×X. Visa att X är Hausdorff om och endast om ∆ är
en sluten delmängd av X ×X.
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