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1. Lat X vara ett topologiskt rum och lat R vara férsedd med den vanliga
topologin. Undersok om féljande pastaenden &r sanna eller falska (ge
bevis eller motexempel):

a) Om X &r forsett med topologin U = {X,0} och f: X — R &r
kontinuerlig, sa ar f konstant.

b) Om varje funktion f : X — R &r kontinuerlig, sa &r alla delméngder
av X Oppna.

2. Lat C]0,1] beteckna alla reellvirda, kontinuerliga funktioner pa in-
tervallet [0,1] med metriken d(f,g) = maxo<z<i1|f(z) — g(z)|. Lat
D ={f e Cl0,1] : d(f,0) < 1} (“0” star hér for funktionen g(z) =
0, Vz € [0,1]). Visa att D &ar sluten och punktvis kompakt, men ej
ekvikontinuerlig.

Ledtrad: Om D vore ekvikontinuerlig, vad skulle man da kunna siga
om en (godtycklig) foljd {f,}22, € D?
3. Lat
x, —1<z<0
alx) = 1, 0<z<l
T+ 1, 1<x<2

Berakna, f31 edao.
4. Lat X = C|0,2].

a) Visa att d(f,g) = f02 |f(t) — g(t)|dt definierar en metrik pa X.
b) Lat f, € X, n € Z,, vara

", 0<x<1
f"(x)_{ 1, l<z<?2
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Visa att {f,}72 ; ar en Cauchyf6ljd i X med avseende pa metriken
d ovan.

c) Visa att det inte finns nagon funktion f € C]0,2] sadan att
d(fn, f) — 0, n — oo, det vill sdga att X med metriken d ovan
ej ar fullstandigt.

Anmdrkning: Kompletteringen av X med avseende pa denna metrik
ger de Lebesgue integrabla funktionerna.

. Lat X vara ett topologiskt rum med topologi U och forse X x X =
{(z,y) : =,y € X} med topologin V, som bestar av alla delméngder
av X x X som kan skrivas som en union av mangder av typ U x V,
dar U,V e U (det vill siga {U xV : U,V € U} &r en bas for topologin
V). Lat vidare A var diagonalen i X x X, det vill siga A = {(x,z) :
x € X} C X x X. Visa att X ar Hausdorff om och endast om A &r
en sluten delméangd av X x X.



