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Hemtentamen i Reell analys MN1 —

forslag till 16sningar

Detta pastaende ar sant.

Bevis: Lat f : X — R vara kontinuerlig och antag att a € f(X),
och vilj p € X sadant att f(p) = a. Lat vidare V C R vara
en omgivning av a. D& ar p € f~1(V) # 0, vilket medfor att
V) =X. Omvilater V= {z € R: |z —a| < €}, sa far
vi alltsa att f(X) C V vilket ger att |f(q) — f(p)| < € for alla
q € X. Eftersom € > 0 kan véljas godtyckligt litet foljer det att
f ar konstant.

Detta pastaende ar ocksa sant.

Bevis: Lat ¢ € X vara givet och definiera f(zo) =1, f(z) =0
for 6vrigt. Lat vidare V ={a € R: |l —a| < 1/4}. Da ar V
oppen och f~1(V) = {x0}. Detta visar att alla enpunktsmiingder
i X ar oppna, vilket medfor att alla delméngder av X ar Oppna.

2. D ar sluten, ty om f, € D och f, — f € C]0,1] likformigt, sa

. Lat ag(z) = x om —1 < x < 0 och = 0 for ovrigt, as(z) =
0 <z < 1och =0 for dvrigt, samt ag(x) =2+ 1 om << z < 2 och
= 0 for ovrigt. Vi far

f(£,0) = limp 00 d(fn,0) < 1. Vidare &r D punktvis kompakt, ty
{f(z): f €D} =][-1,1] for varje fixt x € [0,1].

Om nu D ar sluten, punktvis kompakt och dessutom ekvikontinuerlig,
sa ar D kompakt i C[0,1], enligt Arzela—Ascolis sats. Varje foljd
{fn}>2, C D innehaller da en konvergent delfdljd. Tag fp(x) = 2",
n € Zy. Da ar f, € D, men ingen delfdljd av {f,}72, konvergerar
likformigt pa [0, 1].
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Det enda som kraver lite eftertanke for att visa att d ar en metrik
ar att d(f,g) = 0 endast om f = g. Antag darfor att d(f,g) = 0.
Eftersom |f(t)—g(t)| ar kontinuerlig pa [0, 2], sa finns (om | f (o) —

g(to)] # 0) ett & > 0 sadant att |f(¢t) — g(t)| > |f(to) — g(to)|/2
om |[t—tg| <0, t€[0,2]. Lat V ={t: |t—to| <9, t €]0,2]}. Da
blir
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> 6| f(to) — g(to)|/2 > 0.
Alltsa géller d(f,g) =0= f =g.
Lat e > 0 vara givet. Vi far (med n < m)
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Alltsa ar {f,}°°; en Cauchyfoljd.

Antag att f € C[0,2] och d(fn, f) — 0, n — oo. Punktvis géller
fa(x) = 0,0 <z < 1och fp(z) — 1,1 <z < 2. Lat g(x)
beteckna det punktvisa gréinsvardet. Vi far
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Alltsa géller d(fy,g9) — 0, n — co. Men

d(f,g) <d(f, fn) +d(fn,9) — 0, n — 0

vilket ger att f = g, som &r en motsagelse, eftersom g ej ar
kontinuerlig.



5. Antag att X &r Hausdorff och lat (z,y) ¢ A, det vill siga = # y. Da

finns 6ppna méngder U och V i X sadana att UNV =0, z € U och
y € V. Eftersom UNV = () sa giller (z,2) ¢ U x V for alla z € X,
det vill siga U x V &r en Oppen omgivning av (z,y) i X x X sadan
att (U x V)N A = (. Detta visar att A ar sluten.
Antag omvént att A &r sluten och valj z,y € X, x # y. Da é&r
(z,y) ¢ A, sa det finns en 6ppen méngd W C X x X som innehaller
(z,y) och WNA =0. W ar en union av méangder av typ U x V déar
U och V ar 6ppna i X, sa det finns U och V 6ppna i X sadana att
(x,y) € U xV och (U xV)NA =0. Detta ger att (z,2) ¢ U x V for
alla z € X, sa UNV = 0. Detta visar att X ar Hausdorff.



