Uppsala Universitet 2003-04-29
Matematiska institutionen
Leif Abrahamsson

Inlamningsuppgifter i Reell analys MN1, del C — Forslag till
I6sningar

1. a) Lat € > 0 vara givet. Da finns, om f &r likformigt kontinuerlig,
0 > 0 sadant att

dx(z,y) <6 = dy(f(2), f(y)) <e.

Vidare finns, om {z, }2° ; &r en Cauchyfoljd, N sadant att n,m >
N = dx(xp,xm) < 6. Alltsa far vi

n,m >N = dy(f(xn), f(zm)) <€

vilket visar att {f(xy)}52, ar en Cauchyfdljd.

b) Tag X =]0,1], Y = R, f(z) = 1/x och =, = 1/n. Da &ar f
kontinuerlig fran X till Y och {z,}72; &r en Cauchyfoljd, men
f(xy) =n, n € Z, ar ingen Cauchyfoljd i Y.

2. Definiera

F(z)= 1—|—/Oxf(t)dt—2x.

Da ar F : [0,1] — R kontinuerlig. Vidare &r F(0) = 1 > 0 och
F(1) = 1+ [] f()dt —2 = [} f()dt — 1 < 0, eftersom f(t) < 1
for alla ¢ € [0,1]. Satsen om mellanliggande virden ger att det finns
xo € [0,1] sadant att F(zp) = 0. Dessutom ar F'(z) = f(z)—2 < 0 for
alla z €]0,1[, sa F &r striangt avtagande, vilket visar att xo ar unikt.
Alltsa har den givna ekvationen unik 16sning i [0, 1].

3. a)Llata < s <t <wu<b Dafinns A\ € (0,1) sadant att ¢ =
As + (1 — A)u. Vi observerar foljande:

(7)
t—s=Xs+(1—=-Nu—s=(1-X)(u—2s),



u—t=u—As— (1 —=XNu=Au-s).

Fran (7) far vi att

f@)=f(s) _ f{t) = f(s)
t—s (1=XN(u—2s)

och fran (ii) att

Fw) = £0) _ J) = f(2)

u—t AMu — s)
Alltsa,
f) = f(s) _ fw) = f@) . f@O=Ff(s) _ flu) = f(D)
t—s = u—t ﬁ(l—/\)(u—s)g AMu — s) <

S Af)—f(s) < A=A (f(w)=f (1) & f(t) < Af(s)+(1-A)f(u)
det vill sdga, om och endast om f(As+ (1 — Au) < Af(s) +
(1= A)f(w).
b) Lata < s <t < u < boch antag att f ar deriverbar. Medelvardessatsen
ger att

f(t) = f(s)

t—s

f(u) = ()

= (¢) och T — p(r)

for nagot £ € (s,t) och nagot 7 € (¢,u). Alltsa,

£t~ £(s) _ fw) — 1)

t—s - u—t

fE<fin)=

Det vill saga olikheten galler om f’ ar viaxande.
Omvéant: antag att olikheten ar uppfylld. Vi far, med a < s <
1 < a9 < u <b,

Fan) = () _ fls) = f@n) _ f(w) = f(2)

xr1— S - To — X1 - U — T2

Lat s — x1 och uw — xo i vénstra respektive hogra uttrycket i
olikheterna ovan. Detta ger f/(x1) < f'(x2), det vill sdga f’ ar
vaxande.



c) Antag att f dr konvex. Om n = 2 sa A; + Ay = 1 det vill séga
)\2 =1- )\1, sa

F(Azr 4+ Aewa) < A f(x) + Ao f(x2)

per definition. Antag nu att pastaendet har visats for k <n — 1
och lat A\; > 0 och x;, 1 < < n, vara givna sadana att > . | \; =
1. Forst observerar vi att

n—1
Z N=1-\,.
=1

Om A, = 1, sa4 maste 6vriga A\; = 0, och olikheten &r trivial. Vi
antar darfor att A\, # 1. Definiera

n—1

. i
y= Z/Mfz‘, dar p; = 1 Z)\n
=1
och notera att
n—1 1 n—1
;= No=1
Z 27 1— A, i
k=1 k=1

sa

n—1
FOnrn+(1=A)y) < Anf(20)+(1=A0) f(y) = A f (20) +(1=2n) f (Z Nz‘%‘) <
k=1

n—1
< (enligt induktionsantagandet) < A, f(x,)+(1—=Ap) Z wif (x;) =
k=1

n—1 n—1
= )+ (1= A0) Y 25 F ) = Aaf ) + 30 Aef ) =
k=1 n k=1

= )\1f($1) + )\Qf(.TUz) + -+ )\nf(-%'n)
Alltsa galler olikheten for alla n > 2.
d) Lat y; = Inz;, 1 < i < n (detta gar bra, ty x; > 0)och antag att
talen o ar som i formuleringen av uppgiften. Vi far

o 02 On _ gO1YL , o02V2 . ..., Onln
A Tt =e e e =

—_ €a1y1+a2y2+~~+anyn < aleyl 4 a2€y2 NI Ozney" —_
= 1T1 + T2 + -+ QpTy,

eftersom f(x) = e® ar konvex (att f ar konvex f6ljer av b) ovan,
eftersom f’(z) = e” ar vixande).



