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1. Lat X vara ett metriskt rum och F,, C X, n € N, en foljd icke-tomma delméngder sadan
att F,41 C F, for alla n. Avgor huruvida nedanstaende pastaenden &r sanna/falska (ge
bevis respektive motexempel).

a) Om varje F), &r en sluten delméngd av X, sa &r NyenF), icke-tom.

b) Om varje F), ar en kompakt delméngd av X, sa ar NyenF), icke-tom. (5)
Losning: a) ér falskt. Tag t ex X = R och F), = [n, o0].
b) ar sant. Lat x,, € F,. Da géller att x,, € F for alla n och eftersom F) dr kompakt finns

dérmed en konvergent delfdljd {z,, }7—; med gransvérde y ség. Det foljer att y € F,, for
alla n och dérmed att y € NpenFr.

2. Bevisa att om X &ar ett metriskt rum och om F' C K, dar K C X ar kompakt och F' ar
sluten, sa ar F' kompakt. (5)
Losning: Lat {U,}aca vara en 6ppen 6vertackning av F'. Da &r {Ug}aca U{X \ F'} en
Oppen Overtdckning av K och dérmed finns en dndlig delovertackning av K. Denna maste
ocksa tacka F', eftersom F' C K, sa genom att eventuellt slinga bort X \ F' ur denna har
vi fatt en dndlig delévertdackning av F' ur den ursprungliga 6vertackningen.
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3. Lat f: [0,1] — R vara kontinuerlig och antag att / f(x)x"dx = 0 for alla heltal n > 0.
0

Visa att f(z) =0 for alla z € [0, 1]. (6)
Losning: Weierstrass sats ger att det finns en f6ljd {px}7=; av polynom som konverg-

1
erar likformigt mot f pa [0,1]. Uppenbarligen &r / f(x)pg(z)dx = 0 for alla k, pga
0

antagandet. Den likformiga konvergensen ger att
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k—o0
vilket medfor att f(z) = 0, eftersom f(x)* > 0 pa [0, 1].

4. Lat X = C[0, 1], forsett med metriken

d(f,9) = supf[f(z) — g(x)[ - = € [0,1]}.



Lat vidare F' C [0,1]. Visa att Y = {f € X : f(z) = 0 for allax € F} &r en sluten
delméngd av X. (6)
Loésning: Lat {f,},=; C Y vara en konvergent f6ljd i X med gransvirde f sidg. Tag
x € F. Da ar

[f(@)| = |f(2) = fu(z)] < max |f(t) = fu(t)] = 0, n — oo

0<t<1
Alltsa &r f(z) = 0 for = € F vilket visar att Y &r sluten i X.

. Lat X beteckna méngden av alla deriverbara funktioner fran R till R och definiera en
avbildning F' : X — R genom F(¢) = ¢(¢(1)), ¢ € X. Berdkna riktningsderivatan av
F i en punkt ¢ € X och en given riktning v € X. (6)
Losning: Vi far:

Flp+tv) — F(p)  (¢+tw)(p(1) + to(1)) — o(p(1))

t t
_ @(W(l) + tv(tl)) - (p(gp(l)) + U((p(l) + tU(l)) _ (om U(l) ?é 0) _
_ oy W) = W) | o1y 4 tu(1)) — o (p(1))0(1) + v(p(1), £ — 0.

tv(1)

Allsta #r riktningsderivatan av F' i punkten ¢ och riktningen v lika med ¢'(p(1))v(1) +
v(p(1)) omv(1) # 0. Om v(1) = 0 ser vi ur ovanstaende berdkningar att riktningsderivatan
blir v(¢(1). Alltsa ér den lika med ¢'(¢(1))v(1) 4+ v(p(1)) dven i detta fall.

. Lat X = L(R",R") vara rummet av linjara operatorer pa R". Pa X definieras en norm

||B|| = max |Bz|, B € X,
|z|=1

dér |z| &r den vanliga normen pa R". Visa att A={B € X : ||B|| < M}, dar M € R ar
fixt, ar en ekvikontinuerlig delméngd av X. (6) Losning: Forst observerar vi att, for
z € R"\ {0} och B € A, giller

z
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|Bz| = |z[\B 7 )| < 2Bl ty || =1
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Lat € > 0 vara givet. Vi far
|Bz — By| = [B(z —y)| < ||Blllx —y| < M|z —y[ <e
om |x —y| < § =¢/M, vilket visar att A &r ekvikontinuerlig.

. Lat X vara ett metriskt rum och A C X en icke-tom delméngd. Lat vidare pa(z) =
inf{d(z,a) : a € A}, dér d &r metriken pa X. Visa att p4 : X — R éar likformigt
kontinuerlig. (6)
Losning: Lat zg € X vara godtycklig, men fix. For a € A géller da att

pa(xo) = inf{d(xo, z) : z € A} < d(x0,a) < d(xo,y) + d(y,a)



for alla y € X, enligt triangelolikheten. Tag sedan infimum av béigge led da a € A. Detta
ger

pa(ro) < d(xo,y) + pay) = pa(xo) — paly) < d(zo,y).
Genom att byta plats pa xg och y 6verallt ovan fas dven olikheten

pA(y) — pa(wo) < d(zo,y).

Sammanfattningsvis ar alltsa |pa(y) — pa(zo)| < d(zo,y) vilket visar att pa dr likformigt
kontinuerlig.



