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1. INTRODUKTION

Lat n vara ett heltal. Med R™ kommer vi att beteckna méngden vars element
ar alla n-tipplar av reella tal (a1, ag, ..., an),

R™ = { (a1, az, ..., ap) ‘ a1,a2,...,an € R}.

Sadana n-tipplar @ = (a1, as, ..., a,) € R™ kommer vi att kalla fér vektorer i R™.
Om @ = (a1, a2, ..., ay) och b = (by, ba,..., b,) &r vektorer ur R™ och A &r ett
reellt tal definieras vektorernas summa @ + b € R™ genom komponentvis addition
d+5:(a1+b1,a2+b2,..., CLn—l—bn)ERn. (11)

Produkten MA@ € R™ definieras genom komponentvis multiplikation
Ad = (Aaq, Aag, ..., Aa,) € R™. (1.2)
Vektorn (0,0,...,0) € R™ betecknas med 0 och kallas for nollvektorn i R™.
Given en vektor @ = (uq, ug, ..., up) € R™ betecknar vi med —@ vektorn —u =
(—u1, —u2,..., —up) = (—1)@. Addition av vektorer och multiplikation av vektorer

med reella tal uppfyller féljande

Sats 1.1. Egenskaper av vektorer i R”
Om @ = (u1, Uz, ..., Up), T = (v1, V2,..., Uy) och W = (w1, wa,..., wy,) dar vek-
torer i R™ och A och p dr reella tal, gdller foljande:

(1) @+7=70+1, (5) A(pit) = M)
(2) @+ (T+ @) = (@ +7) + &, (6) A+ 0) = M + A7,
(3) a+0=4a, (7) (A4 p)id = \@ + pi,
(4) @+ (—a@) =0, (8) li=1

Bevis. Egenskaperna (1)-(8) foljer direkt fran definitionerna (1.1) och (1.2) och
lamnas at ldsaren att kontrollera. O

Observera att om man har valt ett koordinatsystem i rummet representeras varje
rymdvektor med sina tre koordinater (ai, as, az). Pa sa sitt identifieras varje
rymdvektor med ett element ur R?® och méngden av alla rymdvektorer med hela
R3. Additionen av rymdvektorer och deras produkter med reella tal motsvarar da
operationerna (1.1) respektive (1.2). Pa samma sétt ett val av ett koordinatsystem
i planet tillater oss att identifiera méngden av alla vektorer i planet med R2. !

IFsrfattaren tackar Jorgen Ostensson for spraklig hjalp vid forberedelsen av detta manuskript.
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2. LINJART BEROENDE OCH OBEROENDE

Lat 4, Us,..., Uy vara vektorer i R™ och lat ¢, co,...,cp vara reella tal. En
vektor i R™ pa formen

Clﬂl + CQ'L_I:Q + ...+ Ck'L_l:k (21)

kallas en linjarkombination av vektorerna w1, s, ..., U .

Definition 2.1. En uppsdttning av vektorer iy, Us,...,Ur ¢ R™ kallas linjart
oberoende om

c1U1 + cotly + ... + cpily =0 = cpo=c=..=c¢ =0.

I motsatt fall kallas vektorerna y, Us, ..., Uy linjart beroende.

Det finns en enkel metod for att avgéra om en godtycklig uppsattning av vektorer
i R™ ar linjart beroende eller oberoende. Denna metod demonstreras i exempelet
nedan.

Exempel 2.1: Avgor om @y = (1,1,—-1,1), 4o = (1,2,-1,3), 43 = (2,—1,1,1)
ar linjart beroende eller linjért oberoende vektorer i R*.

Lésning: For reella tal cq,ca,c3 € R ar villkoret

C1U1 + cotly + c3iiz = 0 (2.2)
detsamma som
1 1 2 0
1 2 -1 0
Cc1 _1 + c2 1 + c3 1 = 0 (23)
1 3 1 0

Detta innebéar att talen c1, ca, cs uppfyller likheten (2.2) om och endast om (c1, co, ¢3)
ar en losning till det homogena linjara ekvationssystemet med totalmatrisen

1 1 210
1 2 -1]0

-1 -1 110 (2:4)
1 3 110

(Observera att koefficientmatrisens kolonner dr lika med vektorerna iy, @s, s -
Detta &r en omedelbar f5ljd av (2.3).)
Vi 16ser ekvationssystemet (2.4) med Gausselimination:
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[1]-5[3]
[2]+33]
53]

10 510 10 00
. 01 -3|0 ’__) 0 1 0|0
0 0 110 0 0 1|0
0 0 5|0 0 0 0]0

Den sista matrisen visar att ekvationssystemet (2.4) har enbart den triviala
losningen (c1,c2,¢3) = (0,0,0). Enligt (2.2) betyder det att den linjira kombi-
nationen c1i; + coils + cyils ar lika med nollvektorn 0 enbart da ¢ = 0, cog =
0, cs = 0. Enligt Definitionen 2.1 innebér det att vektorerna uy, s, us ar linjart
oberoende. O

Den metod som vi anvidnde i Exempel 2.1 kan tillampas i varje R™ och foér en
godtycklig uppsattning av vektorer uq, ..., u, € R™.

Anmarkning 2.2. Vektorerna y, ..., U € R™ dr linjart beroende om och endast
om nagon av dessa vektorer kan uttryckas som en linjdrkombination av de dvriga.

Bevis. (=) Om vektorerna 7, ..., @ € R™ &r linjirt beroende finns det koefficien-
ter ci,...,cx € R, ej alla lika med noll, sadana att

C1U1 + cotls + ... + cpily, = 0.

Om t.ex. ¢; # 0 kan vi skriva om det till —c¢yty = cotia + ... + cxtiy . Det foljer att

N Co C3. Ck\
U = (——=)ts + (—=)Us + ... + (—— )y,
C1 C1 C1
vilket visar att «7 ar en linjirkombination av de ovriga vektorerna us, us, ...., U .

(<) Antag nu att nagon av vektorerna s, ..., Uk, t.ex. @y ar en linjarkombination
av de ovriga,

Uy = botls + ... + by, bo, ..., b € R.
Detta kan skrivas om som (—1)iy + botia + ... + by il = 0, vilket visar att det finns
en linjarkombination av vektorerna @y, ..., @, som ger nollvektorn 0 fast inte alla
koefficienterna &r lika med noll. Det innebér, enligt Definition 2.1, att vektorerna
U1, ..., U, ar linjart beroende. O

Exempel 2.2: Geometrisk tolkning. Lat oss analysera den geometriska in-
neborden av de nya begreppen “linjart beroende” och “linjart oberoende” av vek-
torer i rummet R3.

(i) Lat @, och iy vara tva vektorer i R3.

Enligt Anmérkning 2.2 &r vektorerna 1, @y linjirt beroende om och endast om
en av dem ar en linjirkombination av den andra, t.ex. iy = c1; (eller tvéirt om).
Detta innebér att vektorerna iy, iy &r parallella. (Se Figur 2.1.)



Slutsats: tva vektorer i, s &ar linjart beroende om och endast om de &r
parallella.

Det foljer att
(i) tva icke-parallella vektorer i1, @ &r linjart oberoende (Figur 2.2)

uz

Fig. 2.2
(iii) Lat iy, @2 och i3 vara tre vektorer i R?.

Enligt Anméarkning 2.2 ar vektorerna w7, us, U3 linjart beroende om och endast
om en av dem &ar en linjairkombination av dem Ovriga, t.ex. Uz = c1u1 + catls . Det
betyder att w3 ligger i det plan som spanns upp av vektorerna u; och s och att
alla tre vektorerna ligger i detta plan. (Figur 2.3)

Fig. 2.3

Slutsats: tre vektorer uy, s, Uz ar linjart beroende om och endast om de
ligger i ett och samma plan.

Det foljer att
(iv) tre vektorer i, Uz, U3 som inte ligger i ett och samma plan ar linjart
oberoende. (Figur 2.4)

Fig. 2.4
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(v) Varje uppsittning av fyra eller fler vektorer i R? ir linjirt beroende.
Detta ar ett speciellt fall av ett mer generellt resultat, se Sats 2.3 nedan.

Darvid avslutar vi diskutionen av den geometriska tolkningen av begreppen
“linjart beroende och oberoende” av vektorer i R och R3.

Sats 2.3. Om uy, Us,...,U dr vektorer ur R™ och k > n, sa dr vektorerna
U1, Us, ..., U linjart beroende.

Bevis. Vektorerna 1, s, ..., Uy ar linjart beroende omm det finns reella tal c1, ca, ...
.., cr € R, ej alla lika med noll, sadana att ¢yt + catis + ... + cpily, = 0. Detta ar
ekvivalent med likheten

| | | |
Cc1 11"1 + co 11"2 + ...+ Uy, = 6 (2.5)

Vi betraktar nu (2.5) som ett homogent linjart ekvationssystem i k obekanta
c1,C2,...,c och med n ekvationer. Notera att eftersom enligt antagandet k > n,
ar antalet obekanta k storre dn antalet ekvationer n. Enligt en tidigare
bevisad sats foljer det att det homogena ekvationssystemet (2.5) har nagon icke-
trivial 16sning (¢1, ¢, ...,ck) # (0,0,...,0). Enligt Definition 2.1 betyder det att
vektorerna i, s, ..., Uy ar linjart beroende. O

3. DET LINJARA HOLJET

Lat i, s, ..., Uy vara vektorer i R™.

Definition 3.1. Det linjira holjet span{ts, s, ..., 4} C R™ dr mdangden av dessa
vektorer © R™ som kan framstdllas som linjara kombinationer av vektorerna
ﬁla ﬁ?a 71_1:16 )

span{ty, Uz, ..., U} = {c1U1 + cotla + ... + ci Uy ‘ c1,..cr ER}CR™

—

Exempel 3.1: Avgor om vektorn ¢ = (2,8,—5,9) tillhor det linjara holjet av
vektorerna ii; = (1,1,—1,1), @i = (1,2, —1,3) och i3 = (2,—1,1,1) i R*.

Lésning. Enligt Definitionen 3.1 tillhor vektorn ¢ = (2,8,—5,9) det linjara holjet
span{iy, Uz, s} om och endast om ¢ = (2,8,—5,9) &r en linjdr kombination av
vektorerna iy, Uy, U3 dvs. om det finns reella tal c¢1,co,c3 € R sadana att

c1U1 + cotls + c3ti3 = . (31)

Detta ar ekvivalent med kravet att det linjdra ekvationssystemet i obekanta c1, co
och c3,

1 1 2 2
1 2 1 8

c1 1 + c2 1 +cs3 1 = _5 (3.2)
1 3 1 9

har nagon I6sning.



Vi 16ser ekvationssystemet (3.2) med Gausselimination.

2]
1

2]
1122+11
12—18; 01 -3| 6 i3
1 -1 1]-5 00 3|-3
1 3 1| 9 02 —1| 7
1]-53]
1o 5l-4a\ 214331 /1 0 0] 1
H01—36;5 01 0] 3
00 1]|-1 00 1]—1
00 5|5 00 0| 0

Det foljer att ekvationssystemet (3.2) har en unik l6sning (c1,co,c3) = (1,3, —1).
(Kontroll: 1d; + 3@, + (—1)@3 = 1-(1,1,—1,1)+3-(1,2,-1,3) — (2, —1,1,1) =
(2,8,—5,9) = ¢. Det stdmmer!)
Eftersom @ = 1y + 3y + (—1)ds far vi att ¢ &r en linjdrkombination av
vektorerna wy, Uz, Uz och ddrmed att ¢ tillhor det linjara holjet av s, us, Us,

¥ € span{iy, i, Us} -

(Vi rekommenderar att lasaren, med hjélp av samma metod, visar att vektorn
w = (2,8,—5,10) inte tillhor span{iy, s, iz} .) O
Exempel 3.2: Geometrisk tolkning. Vi skall nu geometriskt beskriva linjara
holjet av olika uppséttningar av vektorer i R .

(i) Om @ # 0 &r en vektor i R® bestar span{i;} av alla vektorer pa formen
ciuy, dar ¢ € R ar ett godtyckligt reellt tal. Lat [ vara den réta linje genom
origo som har #; som riktningsvektor. Det linjara holjet span{w;} bestar av alla
vektorer parallella med linjen [. (Figur 3.1)

-
oy
-

Fig. 3.1

(ii) Om i1, @, ar tva parallella vektorer i R?® har vi iy = bi; for nagot b € R
(eller tvart om). Varje element ¢ ur span{y, @z} ar pa formen @ = ¢yt +cotis =
1l + co(biy) = (c1 + c2b)iln med c¢1,c2 € R. Detta visar att alla element ur
span{iy, Uz} &r parallella med den linje ! som spéanns upp av 4 (forutsétt att
iy #0.) (Figur 3.2)



Uy u,

Fig. 3.2

(iii) Lat 1, ila vara tva icke-parallella vektorer i R®. Alla element @ ur
span{iy, Us} ar pa formen ¥ = cjiy + cotiz med c1,co € R. Vektorerna wy, iy
spanner upp ett plan 7 genom origo i R® och, som vi vet fran kursens geome-
triavsnitt, utgor de en bas i detta plan. Varje vektor parallell med =« kan skrivas
pa formen ¢yt + cotic med c¢1,co € R och varje vektor skriven pa denna form &r
parallell med 7. Det féljer att span{ii, @2} bestar av alla vektorer i R?® parallella
med planet 7.

uz
s
Uy

0

Fig. 3.3

(iv) Lat iy, i, i3 vara tre vektorer i R som inte ligger i ett och samma plan.
Som vi vet fran kursens geometriavsnitt kan dessa vektorer véljas som en bas i
R? och, féljaktligen, kan varje vektor ¢ ur R? skrivas som en linjirkombination
U = ¢ty + cotis + coti3 med ¢1,cq,c3 € R. Detta visar att span{w, ts, U3z} ar
lika med hela R3.

Slutligen

(v) 14t 1y, 1o, i3 vara tre vektorer i R® som ligger i ett och samma plan.
Om alla dessa vektorer r parallella (och inte alla lika med () visar man pa samma
satt som i del (ii) att span{iy, s, @3} bestar av alla vektorer parallella med den
linje genom origo som w1, Ua, Us ar riktningsvektorer till. Om daremot t.ex.
och s inte &r parallella, spdnner de upp ett plan m genom origo och alla tre
vektorer w1, s, U3 ligger i detta plan. (Figur 3.4)

us
Usg

Fig. 3.4



Vektorerna i, och wy kan véljas som en bas for planet @ och w3 = byuy + botlo
fér nagra by,by € R. Det foljer att varje linjirkombination av iy, s, W3 &r pa
formen
c1ii1 + colly + 3tz = 1ty + catlla + c3(bitiy + batla) =
= (¢1 + cgbr)tr + (c2 + c3b2) iz

dvs. ar en linjarkombination av vektorerna u; och s .

Detta visar att span{uy, i, s} = span{uy, >} vilken enligt del (iii) bestar av
alla vektorer parallella med planet 7. 0

4. BAS

Lat 4, s, ..., Uy vara vektorer i R™.

Definition 4.1. Vektorerna i, s, ..., U utgor en bas i R™ om
1) Wy, U, ..., Uy ar linjdrt oberoende och
2) span{iy, da, ..., Uk} = R™.

Exempel 4.1: Vektorerna

e = (1,0,0,...,0), & = (0,1,0,...,0), &5 = (0,0, 1, ...0), ..., €, = (0,0,0,...,1)
utgor en bas i R™. (Varje vektor &€ har 1 som j-te komponenten och alla andra
komponenter lika med 0.) Denna bas kallas for standardbasen i R™.
Bevis. For varje vektor @ = (as,az,...,a,) € R™ har vi

a= (a1,a2,....,an) = a1(1,0,0,...,0) + a=2(0,1,0,...,0) + ... + a,(0,0,0, ..., 1) =

= a1€] + a2es + ... + anéy, .
(4.1)

Detta visar att varje vektor @ € R™ &r en linjirkombination av vektorerna
€1, €3, ...,En och didrmed &r span{€y, €s, ...,€x} = R™. Dessutom visar (4.1) att
likheten a1&) +a2€s+...+ané, =0 = (0,0,0,...,0) medfoér a1 =az =...=a, =0,
vilket visar att vektorerna €1, €5, ..., €, ar linjart oberoende.

Déarmed utgor vektorerna €7, €3, ..., €, en basi R™. O

Vi har en grundlaggande
Sats 4.2. Varje bas i R™ innehaller n vektorer.

Bevis. Ett fullstiandigt bevis for satsen (i ett storre sammanhang) kommer att
genomforas i en senare kurs. Tillsvidare vill vi bara papeka foljande: om en
uppséttning vektorer uy, uo, ..., U utgor en bas i R™, &r dessa vektorer linjart
oberoende. Det foljer da fran sats 2.3 att k < n. O

Anmarkning 4.3. Vektorerna i, U, ..., U, € R™ utgor en bas i R < For
varje vektor ¥ € R™ finns det unika reella tal ¢y, co, ...,c, € R sadana att

U= c1iy + cotlg + ... + Ccpily, . (*)

Den unika n-tippeln av talen (c1,c,...,cn) kallas for U:s koordinater i basen
(U1, Uy ory Up) -



Bevis. (=) Lat oss anta att vektorerna iy, @s, ..., 4, utgdr en bas i R™. Lat
v € R™. Eftersom span{iy, wa, ..., 4, } = R™ finns det reella tal ¢, ca,...,c,, € R
sadana att

c1Uy + ¢cotia + ... +cpt, = U. (1)
For att visa att dessa tal cq,co,...,c, € R &r unika lat oss anta att dven reella tal
di,ds,...,d, € R uppfyller

d1ty + dotia + ... + dpti, = 0. (2)
Om vi subtraherar likheten (2) fran (1) far vi
(Cl — dl)ﬁl + (CQ — dg)ﬁg + ...+ (Cn — dn)ﬁn = 6 (3)
Eftersom vektorerna s, U, ..., %, ar linjirt oberoende (som basvektorer i en bas)
medfor (3) att ¢ —dy = co—do = ... = ¢, —d, = 0. Vifar ¢ = di, co =
da, ...,cn, = dy, vilket visar att talen cq,ca, ..., ¢, som uppfyller (1) &r unika.
(<) Lat oss anta nu att en uppséttning vektorer s, s, ..., U, € R™ uppfyller

villkoret (*). Eftersom for varje vektor o € R™ géller
U= ciuy + cotls + ... + cptln

far vi att span{ds, s, ...,Un} = R™.

Eftersom for varje vektor ¢ ar likheten (*) uppfylld med en unik uppséttning av
koefficienterna ¢y, ca, ..., ¢, géller det i synnerhet for nollvektorn 0. Det betyder
att likheten

6 = c1tly + cotls + ... + Cplly , (4)
kan vara uppfylld med endast en uppséattning av koefficienter ¢y, cs, ..., ¢, . Eftersom
(4) ar uppfylld med koefficienterna ¢; = ¢a = ... = ¢, = 0, &ar det den enda
mojligheten. Vi far da

181 4 Colly + oo+ Cpiin =0 = 1 =co= .=cp, =0,
vilket innebéar att vektorerna i, s, ..., U, ar linjart oberoende.
Dérmed utgor vektorerna iy, s, ..., U, en basi R™. O

Exempel 4.1 (igen) Lat €, ..., &, varastandardbaseni R”, dvs. &; = (1,0,0,...,0),
é> = (0,1,0,...,0) osv.
Som vi har sett tidigare, for varje vektor ¥ = (v1,va,...,v,) € R™ har vi
U= (’Ul, V2, ...,Un) = v1€1 + V2€s + ... +v,€p .

Det betyder att n-tippeln (v1,ve, ..., v,) samtidigt utgér vektorn ¥:s koordinater
i standardbasen. 0

Exempel 4.2: Visa att vektorerna @y = (1,2, —1), 42 = (1,1,0), 43 = (—1,—1,1)

utgor en bas i R? och finn koordinaterna for o = (1,—3,1) i denna bas.

Losning. Vi skall anvinda Anmérkning 4.3 for att 16sa uppgiften.
Lat @ = (b1,b2,b3) vara en godtycklig vektor i R3. Finns det reella tal
c1,C2,c3 € R sadana att

1ty + cotip +c3tis=w 7 (4.2)

Ar en sddan uppsittning av reella tal (c1,c2,c3) unik?
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Likheten (4.2) kan skrivas som

1 1 -1 by
C1 2 + co 1 + c3 -1 = bo . (43)
-1 0 1 b3

Vi betraktar (4.3) som ett linjart ekvationssystem i obekanta ¢y, ca,c3 med ett
givet hogerled (b1,bs,b3) (givet av vektorn ). Ekvationsystemet loses med

Gausselimination:
— 21 -
1 1 —-11b 3]+[1 1 1 —-11|b 2]+[3
2 1 —1]bs |—> 0 -1 1| —2by + by ..
-1 0 1|bs 0 1 0| b1+ bs

[1]+[2]
—1 | —bs (2] [3]
AR

1 0
0 0 1| —by+by+bs
0 1 0| by +bs

Den sista matrisen visar att ekvationssystemet (4.3) har en unik 16sning (cq, ¢z, c3) =
(=b1 + ba, by + b, —by + by + b3) for varje val av hogerled @ = (b, be, b3) .

Detta betyder i sin tur att for varje vektor @ = (b1, b, b3) € R3 finns det en
unik uppsattning av reella tal (c1,ca,c3) som uppfyller (4.2). Enligt Anmérkning
4.3 innebér det att vektorerna iy, o, i3 utgdr en bas i R och att (c1,c2,c3) =
(=b1 + ba, by + b3, —by + by + bs) &r i:s koordinater i denna bas.

Lat oss beteckna denna bas med u = (@1, U2, @3). Det foljer att for vektorn
U= (1,-3,1) = (b1,b2,b3) &r ¥:s koordinater i basen u lika med (c1,ca,c3) =
(—bl + ba, by + b3, —b1 +bs + bg) = (—4, 2, —3) .

Vi skriver 0= (—4,2,—3)u  (“ ¥U:s koordinater i basen u”).

(Kontroll: —4uy + 2uy — 3us = —4(1,2,-1) + 2(1,1,0) — 3(-1,-1,1) =
(1,-3,1) = 7. Det stammer!) O

1 0 0 —=by+b
0 1 0]|by+bs
0 0 1| —by+by+0bs

5. ETT EXEMPEL

Exempel 5.1: Lat @ = (1,1,0,—1,1), @ = (2,1,—1,0,2), @3 = (1,0, 1,1, 1),
iy = (1,-1,1,0,1), @5 = (1,2,—2,0,1) vara vektorer i R®. Visa att vektorerna
U1, Usg, Us, Uy, Us ar linjart beroende. Finn bland dem en uppsattning av linjart
oberoende vektorer som spanner upp samma linjara holje som w1, s, Us, U, Us .

Lésning. Vi borjar med att undersoka for vilka reella tal ci,c2,c3,c4,05 € R det
galler att

1y + cafly + 3tz + ¢4ty + csils = 0. (5.1)
Detta ar ekvivalent med
1 2 1 1 1 0
1 1 0 —1 2 0
c1 0 +c2 -1 +c3 -1 + 4 1 +c5 -2 = 0
-1 0 0 0 0
1 2 1 1 1 0

(5.2)
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Vi betraktar (5.2) som ett linjart ekvationssystem i obekanta cy,...,c5 och 18ser
systemet med Gausselimination:

2] -[1]

1 2 1 1 1|0 A+ /1 2 1t 1 1o\ [3]-[2]
1 1 0 -1 2|0 51_[7 0 -1 -1 -2 110 nEn
0 -1 -1 1 —-210 H 0 -1 -1 1 —-210 L
-1 0 1 0 o0]0 0 2 2 1 110
1 2 1 1 1/0 0 0 0 0 00
[1]+2[2]
12111o+101330
—1)[2 -1 - 1]+33
0 -1 -1 -2 110 (;) 01 1 2 —-1]0 2|- 23]
0o 0 0 3 -3|o0 | *+ 00 0 1 —1]0 —
0 0 0 -3 3|0 00 0O 0 010
0 0 0 0 00 00 0O 0 010
10 =10 o]0
01 10 110
—|l oo 01 —-1]0]|. (5.3)
00 00 010
00 00 010

Den sista matrisen &r en radkanonisk matris och har pivotelement i kolonn 1,2
och 4. Vi véljer ¢3 = s, ¢c5 =t som parametrar (kolonner utan pivotelement!) och
far 16sningarna

(c1,c2,c3,¢4,05) = (8, —s —t,8,t,t), s,tER. (5.4)

Detta visar att det finns reella tal c¢q, ..., c5, €] alla lika med 0, som uppfyller (5.1).
Det innebéar att vektorerna wy, us, U3, Uy, Us ar linjart beroende.

Om vii (54) véljer t = 1 och s = 0 far vi l6sningen (c1,co,c3,¢4,05) =
(0,—1,0,1,1) vilket visar att

—

— Gy + Uy + U5 =0
och darmed
Uy = Ug — Uy .
Eftersom 5 &r en linjarkombination av de 6vriga vektorerna far vi
span{ﬁl, 122, 123, 114, 115} = span{d’l, 112, 113, 124} (55)
Omvii(5.4) valjer t = 0 och s =1 far vilosningen (¢, ¢, c3,c¢4,¢5) = (1,—1,1,0,0)
vilket visar att
U] — Uy + U3 = 6
och darmed
ﬂg = —ﬂl + ﬂg .

Fran detta foljer att

span{ i, U, U3, Uy} = span{iy, s, Us}. (5.6)
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Till slut, om vi sétter ¢c3 =0 och ¢5 =0 dvs. s =t =0 far vi enbart l6sningen
c1 =0,c9 =0,c4 =0 vilket visar att det enda fallet nér

C1U1 + Cotly + c4tig = 0

arda ¢y = co = ¢4 = 0. Det visar att vektorerna iy, s, @y ar linjart oberoende.
Vi har dessutom

Spa’n{ﬁlv 1227 123) ﬁ4) ﬁ5} = Span{ﬂ"la ﬁQ; ﬁ37 ﬂ"4} = Span{ﬂ"la ﬁQv ﬂ"4}

Svar: span{i, Us, Us, U4, Us} = span{iy, Uz, U4} och vektorerna iy, i, Uy
ar linjart oberoende.

Obs 1: Detta ar inte den enda mdjliga losningen till uppgiften. Ett annat val
av parametrar i Gausseliminationen skulle ha givit en annan 16sning.

Obs 2: De linjart oberoende vektorerna iy, s, U4 i var 16sning motsvarar de
kolonner i den radkanoniska matrisen (5.3) som innehaller pivotelement (kolonnerna
1,2 och 4). Den l6sningsmetod som vi har valt fungerar alltid pa detta sitt (och
leder alltid till en 16sning). O
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Blandade 6vningar i Linjar Algebra: linjart oberoende, linjart
hoélje, bas.

1. Lat @ = (1,-1,0,2), @2 = (2,1,-3,1), 43 = (—1,—-2,3,1), 4y = (—1,0,2,1)
vara vektorer i R%.

(a) Avgor om vektorerna iy, @s, U3, U4 ar linjirt beroende eller oberoende.

(b) Avgor om vektorerna ¥ = (1,3,—1,4) och @ = (2,—1,1,2) tillhor det
linjara holjet span{wy, @, U3, ts}. Om vektorn ¢ resp. « tillhor det linjara
holjet, framstéll den som en linjadrkombination av vektorerna w1, is, Us, iUy .

2. For vilka vérden av konstanten a € R tillhér vektorn @ = (1,a,4,1 — a)
det linjara holjet av vektorerna iy = (1,—1,1,-1), @y = (2,1,—2,1) och i3 =
(—1,3,1,1) i R*?

3. Avgor om vektorerna iy = (1,0,2), s = (1,—1,1), @3 = (1,—2,0) i R? &r
linjart beroende eller oberoende. I fall de ar linjart beroende, finn bland w4, ws, U3
en uppsattning vektorer som ar linjart oberoende och som spanner samma linjara
holje som w7, Us, Us .

4. Visa att vektorerna o7 = (1,0,2,1), vo = (1,-1,1,2), 75 = (1,-2,0,3), ¥4 =
(2,1,1,3) ar linjart beroende. Uttryck en av de som en linjar kombination av de
ovriga. Finn bland dem en uppséattning av linjart oberoende vektorer som har
samma linjara holje som vektorerna oy, va, U3, Uy .

5. Lat i = (1,2,1), @le = (—1,0,1) vara tva vektorer i R3. Finn en ekvation
som komponenterna 1, T2, zo maste uppfylla for att vektorn v = (21, 29, x3) € R?
skall tillhora det linjara holjet span{i;, ds} . Tolka resultatet geometriskt. For vek-
torer ¥ som uppfyller ekvationen finn en framstéllning av ¥ som en linjarkombina-
tion av W, och s .

6. (a) Avgor om vektorerna @ = (1,2), %2 = (2,—1) utgdr en bas i R*. Om
sé ér fallet finn koordinaterna i denna bas for vektorn F = (1,1) och fér vektorn
W= (:Cl, :Kg) . .

(b) Anvind resultaten i del (a) for att dela upp kraftvektorn F = (1,1) i R?
i komposanter parallella med vektorerna ¥; och @5 (dvs. finn ﬁl, ﬁg sadana att
ﬁ=ﬁ1+ﬁ2 med ﬁl || U1 och ﬁg H 172)

7. (a) Avgor om vektorerna w; = (1,—1,1), 4y = (2,0,1), 435 = (1,-1,2)
utgdér en bas i R3. Om sa #r fallet finn koordinaterna i denna bas for vektorn
F= (1,1,1) och for vektorn @ = (1, z2, x3) .

(b) Vektorerna s = (2,0,1), @s = (1,—1,2) spanner upp ett plan 7 genom
origoi R?. Anviind resultaten i del (a) av uppglften for att framstélla kraftvektorn
F = (1,1,1) som summa av tva komposanter F, och Fg, F=TF+ Fg, dar
komposanten Fy #r parallell med vektorn @ = (1,—1,1) och komposanten Fy &r
parallell med planet .

8. Avgor om vektorerna ;= (1,0,1,1), @y = (1,1,—1,0), 45 = (1,-1,1,1,1),
ity = (2,—1,3,3) utgor en bas i R*. Om sa #r fallet finn koordinaterna i denna bas
for vektorn F = (1,1,2,1) och for vektorn @ = (1, zo, 3, 24) .
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Facit:

1. (a) Vektorerna 1, g, Us, s ar linjirt beroende.

(b) ¥ € span{iy, U, U3, s}, U= (—2)id1+ 2+ 0- U3 + 3,
w ¢ span{ﬁl, 122, 123, 124}

2. a=2.

3. Vektorerna wy, s, i3 ar linjart beroende. Vidare ar t.ex. span{uy, s, s} =

= span{us, U2} och @, @z &r linjart oberoende.

4. T.ex. U3 = —U; + 205 span{ﬁl, U, 174} = span{ﬁl, Ua, Us, 174}

5. Ekvationen dr x7; — x2 + z3 = 0. Geometrisk tolkning: vektorerna iy, s
spanner upp ett plan 7 genom origoi R?. Planet 7 har ekvationen 1 —zo+2x3 =
0. Vektorn ¢ = (21, x2,x3) tillhor det linjara holjet span{wy, @2} omm ¥ ligger i
(= ar parallell med) detta plan.

Om ¢ = (z1,22,23) med x; —x2 + 23 = 0 blir ¥ = ¢1@; + cotlz med ¢ =
%xg, o= —x1+ %xg .

= (z1,22) = (%xl + %xg)ﬁl + (%xl - %xg)'l}g .
(b) Fy =23 = £(1,2) och Fy = id = 1(2,-1).
7. (a) Ja, iy, i, i3 utgor en basi R3.
F = (=2)ily + @y + 3.
@ = (331 — 3w — x3)U1 + (521 + 332)T2 + (—571 + 322 + 23)Ts.
(b) Fy = —2i; = (—2,2,-2) och Fy =iy 4 i3 = (3,—1,3).

8. Ja, iy, i, U3, iy utgdr en basi R*,
F =5ty — @ty — i3 — Uy,
W= (221 + @2 + 3x3 — dxy) U1 + (—x3 + z4)Ua+
—l—(ml — T2 — {E4)'L_l:3 + (—(El — X3+ 2%4)1_1:4 .



