Tentamen Flervariabelanalys, allmén kurs, 1IMA017, 20 oktober 2011 med losningar

1. Finn och klassificera samtliga kritiska punkter till funktionen

fla,y) = " (y° + zy).

Losning: De partiella derivatorna ar

U = (P +ay) +ey=e" (Y2 +ay+y) =ey(y +z+1)

och

g—i =e"(2y + ).

Vi soker kritiska punkter, d.v.s. nollstéllen for de partiella derivatorna. Eftersom e* > 0 ges
dessa av ekvationssystemet

yy+x+1)=0
2u+x =0.

Vi ser direkt att y = 0 medfor att = 0. Antag déarfor att y # 0. Vi far da ekvationssystemet

y+x+1=0
2u+x2 =0

T = —2
y =1

De kritiska punkterna ar alltsa (0,0) och (—2,1). Vi rdknar nu ut de partiella derivatorna av
agldra ordningen och far
l=c"(Pray+y) +ey=e"(y*+ay+2y) =eyly+a+2),

med losningen

SL—er(2y+a) et =2y +a+1)
o;:h
?97]; = 2¢e”.

I (0,0) &r hessianen

H(0,0):((l) ;)

Eftersom Dy = —1 < 0 & H(0,0) indefinit och foljaktligen ar (0,0) en sadelpunkt.

I (-2,1) &r hessianen
e? e?
H(-2,1) = < 62 9e2 ) :

Eftersom D; = ¢72 > 0 och Dy = e™* > 0 #ér H(—2,1) positivt definit och féljaktligen r
(-2,1) en lokal minimipunkt.

SVAR: De enda kritiska punkterna ar (0,0) och (—2,1). (0,0) &r en sadelpunkt. (—2,1) &r
en lokal minimipunkt.

2. Kurvan C kan pa parameterform skrivas som r(t) = (v/1—t,+/1+¢,arcsin(t)), dar

0 <t <T. Konstanten T" uppfyller olikheterna 0 < T" < 1. Bagldngdsparametrisera kurvan
C.

Losning: Vi har v(t) = € = 4 (/1 — ¢, /1 +t,arcsin(t)) = (_2\/11Tt> 2\/11?’ \/117152)‘
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Detta medfor att |v(t)]* = (_2\/11?)2 + (3 11+t)2 + (\/11_752)2 = 4(11—t) + 4(11+t) + 1—1t2 =

1+t+1—t+4 3
a(1—2)  — 2(1—2)"
Darfor r |v(t )| = VIVIOP = 52

SIS

Det foljer att s(t) = [ [v(a)|da = [ f\/ﬁda =Y V3 arcsin(t).
Foljaktligen galler det att t = sm(gs).
SVAR: Baglingdsparametriseringen av kurvan ges av
r(s) = (\/1 — sin (%s) : \/1 + sin (%s) , arcsin (sin ( s)))
= <\/1 — sin (%3) , \/1 + sin (%s), g ) dar 0 < s < \\f arcsin(7").
3. Bestim samtliga l6sningar f € C? till den partiella differentialekvationen
2 (O°F _OF\ _Of
0xr? Ox Oy?

= 12(e" +y)?,
genom att infora variablerna

u=e"—y

v =e"+1y.
Variablerna w och v far inte forekomma i svaret.

Losning: Enligt kedjeregeln géller att

af _ Ofou | dfow _ @ f of x af | of

oz 8u8x+8vax 6 _'_ 6 —6( + v)

och att

of _ 0fdu 4 0fdv _ _Of 4 Of

oy Oou Oy ov Jy :

Genom att ateranvinda formlerna for fi')rstaderivatorna och att anvinda produktregeln far vi

92 d c(0f | 9 d ©d (0f L0 d )
?x];a: a%%jg%@ (86_12+8_£)) 88%(68)(6£+ )+ fi:(g§+a£) € (a£+ ) et (e (g5 +
00+ Gt + ) = G )+ (G 2 + 5D
oc
?f _ 90f _ o 9f | 8 0f 8 9f | 8 0f 2f . 9%
6_1,/2_6_1/8_3/__( 8u6u+8v3u)+< 8u6v+6v8v) 6u2 28u8v+8v2
Om vi sétter in uttrycken for de2part1ella derivatorna far vi , . . ;
2z ( (0 d z(d ) d 0 d d ) 0
e (e (a£ + %)+ ¢ (au]; + 25, + av2) (55 + 55) — (55 — 25 + 5f) = douy =
12(e” + y)* = 1202
Darfor giller o~ i f = 3%
Om vi 1ntegrerar over u far vi
% = 3uv? + g(v).
Om vi integrerar 6ver v far vi
f=uw®+G)+ H(u), dir G, H € C? (G(v) dr en primitiv funktion till g(v)).
SVAR: f = (e —y)(e" +y)* + G(e* +y) + H(e* —y), dir G, H € C*.

4. Funktionen f(z,y) ér differentierbar i (0,1) och f(0,1) = 3. I punkten (0,1) géller fljande:

e Riktningsderivatan #r v/2 i riktningen som i polira koordinater beskrivs av vinkeln
6 = 3",
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e Riktningsderivatan ér —1iriktningen (£, —2). Detta innebér att riktningen ar (cos(6), sin(f)) =

(cos(2F),sin(21)).

Bestéam tangentplanet till z = f(z,y) i punkten (0,1,3).

Losning: Eftersom funktionen ér differentierbar i (0,1) géller det att Dy, f(0,1) = ueV f(0,1) =

u1 f1(0,1) + ua f2(0,1).
Vinkeln 6 = 2% motsvaras av enhetsvektorn u = (cos(¥r), sin(2r)) = (—\%, ).
Dérfor har vi foljande ekvationssystem

_\/Lgfl(oa 1) + \/LifQ(Oa 1) = \/§
$1(0,1) = ££(0,1) = ~1

w
Sl
()

som har 16sningen
f1(0,1) = =3
f2(0,1) = —1.

Tangentplanet har dérfor ekvationen z =3+ (=3)(x —0) + (—1)(y — 1) =4 — 3z — y.
SVAR: Tangentplanet har ekvationen z =4 — 3x — y.

5. Lat K vara den begrinsade kropp som begrinsas av ytorna z = /22 + y2 och z = 22+
Densiteten i kroppen ér ¢ = z. Berdkna momenten M,—o = [[ [, x0dV, My—o = [[[, yodV
och M.—o = [[[, 20dV. Ledning: Beakta symmetrier.

Losning: Av symmetriskél ar M,—o = M,—o = 0.
Kroppen beskrivs enklast med cylinderkoordinater. Vi har r = (/x2? 4+ y2. Det géller att
r2>romr >1ochr?<romr <1. Eftersom K #r begrinsad har vi alltsa r < 1 och
r2<z<r.
M.—g = [[[; 20dV = fozw f01 [ ZPrdzdrdd = 2 fol[é]zzr rdr = 28 f01 (rt —r")dr

r811 2T

z=r2
_ 27 [7“5 8 5 ™

5 5h=55 1) = %

3
SVAR: My—g = My—g = 0. M._q = &.

6. Parabeln z = y? delar omridet mellan parablerna y = 2% och 2y = 22 i tva delar i
forsta kvadranten. Berdkna den generaliserade dubbelintegralen

2
// e v/ sin (E) dA,
D 3y
dar D &r den del som ar inte ar begransad.
u=a?/y
v=1y?/x.

8(u,v):‘ 2v/y  —x?/y?
I(z,y) —y?/2®  2y/x

Losning: Vi gor variabelbytet

Da géller
=4—-1=3.




Det foljer att

3 8 u,v
S| = 18| = |1/3] = 1/3.
Vi ser nu att integranden &r positiv och att

fhrrm e = [ [om( ()
wlenE-(-2) -

SVAR: [[,e7¥ e 81n(3—)dA =1,

7. Berdkna linjeintegralen

32 2 4a3y
3 tan(z?) — —~_\d TR R
i(y an(z’) <1+y2>2) ”(xe +<1+y?>3> Y

dér C &r triangeln med horn i (0,0), (1,1) och (—1,1) genomlépt ett varv moturs.

Losning: Lat T Vara omradet pa och 1nnanfor triangeln. Greens teorem medf{or att

$o(y® tan(z?) — (1+y 7)dx + ( eV’ + 1+y )dy

= Jf( e + 22) = &0 tan(a) — im))aA

= [f(e” + d23 — 3y tan(a®) — 22%)dA = [[(e" — 3y’ tan(a?))dA = [[e’dA =
fol fily eV drdy = fol 2ye¥’ dy = [ey2]0 = e—1, dér vi har utnyttjat att ffT —3y*tan(z3)dA =0
av symmetriskal.

SVAR: §,.(y* tan(a?) —

(1+y2)2)dx + (ze¥” + (4x $5)dy = e — 1.

8. Lat omradet Q C R? definieras av

Q. —?2 4?4222 =1
222 -2+ 2 <L

Bestédm storsta och minsta virde av funktionen f(z,y,2) = bx + 3y i 2 om de existerar.
Motivera noggrant.

Losning: Om vi adderar likheten —x? + y* + 222 = 1 och olikheten 222 — y? + 22 < 1
far vi 22 + 322 < 2. Projektionen av detta omrade pa xz-planet dr omradet pa och innanfor
en ellips. Darfor ar x och z begrinsade. Enligt likheten méaste da &ven y vara begrénsad. Det
foljer att ) ar begransad. Eftersom () &ven ar sluten och f ar kontinuerlig antar f storsta
och minsta virde. Vi delar in €2 i omradena

—?+y?+222 =1
Qli
227 —y* + 22 < 1.
och
—? -y 227 =1
Qgi
20 —y? + 22 = 1.
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Definiera nu g(z,y, z) = —2% + y* + 222 — 1 och h(x,y,2) = 22% — y* + 2% — 1.

I Q, géller att ¢ = 0 och h < 0. I lokala extrempunkter galler dven att Vf = (5,3,0) och
Vg = (—2x,2y,4z) &r linjért beroende Alltsa méste z vara noll och =2 = 2y Sy=—1z
Detta medfor att g = —a2 + ( r)24+0-1= 16 2?2 —1 # 0, vilket &r omOJllgt Alltsa ﬁnns
inga lokala extrempunkter i Ql

I Qy géller att ¢ = 0 och h = 0. I lokala extrempunkter géller dven att Vf, Vg och Vh ar
linjart beroende. Vi har linjért beroende om och endast om

Vf 5 3 0
0=| Vg |=| 2z 2y 4z |=60z(x+y).
Vh 4o -2y 2z

Alltsa géller z = 0 eller y = —x. Om vi sétter in z =01 g = h =0 far vi
—?+y*—1=0
202 — > —1=0.

r=+V2
y==V3,
dér tecknen kan viljas oberoende av varandra. Det storsta virde som f antar i dessa fyra

punkter ar 5v/2 4+ 3v/3 och det minsta dr —5v/2 — 3/3.

Om vi sdtter iny = —z i g =h =0 far vi

222 —-1=0
2+ 22-1=0.

med losningen

r=-1 rT=——1
Foljaktligen géller ‘/51 eller n V2
Yy=—x Y=1
Eftersom f(\%, ,2) = V2 < 5v/2 + 3v/3 och f( \/5, z) = —V2 > —5v2 — 33 far

vl svaret:

SVAR: Storsta och minsta virdet av f i 2 ar 5v/2 +3v3 respektive —5v/2 — 3V/3.



