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1. Finn och klassificera samtliga kritiska punkter till funktionen
f(x7y7 Z) = 22(1:3 +ay — y) — 2z.

Tips: Téank pa att funktionens hessian ar symmetrisk.

2. Kurvan C kan pa parameterform skrivas som r(t) = (¢sin(t) + cos(t), t cos(t) — sin(t), t?),
diar 0 <t < T och T &r en positiv konstant. Baglangdsparametrisera kurvan C'.

3. Bestidm samtliga l6sningar f € C? till den partiella differentialekvationen

*f o f *f of
—4 4o?—= — 2" = 2(a?
Ox? I@x@y T Oy? Ay (@"+),
genom att inféra variablerna
u=x
v=a?+y.

Variablerna u och v far inte forekomma i svaret.

4. Den enkla, slutna, styckvis slidta och positivt orienterade kurvan C' beskrivs pa para-
meterform av r(t) = (cos(t),sin(2t)), dar —5 <t < 7. Berdkna med hjélp av en linjeintegral
arean av det omrade som C' ar randkurva till.

5. Finn varje punkt i R som bade ligger pa den elliptiska paraboloiden z = x? 4+ y? och
pé den hyperboliska cylindern x(y 4 2) = 1 och som uppfyller att varje normalvektor till den
elliptiska paraboloiden i punkten &r vinkelrdt (ortogonal) mot varje normalvektor till den
hyperboliska cylindern i punkten. Bestam &ven tangentplanet till den elliptiska paraboloiden
i varje sadan punkt.

6. Lat omradet Q C R? definieras av

Q:{x2+y2+x:2

2=z — >

Bestédm storsta och minsta virde av funktionen f(x,y,z) =z + 2 1 2 om de existerar. Mo-
tivera noggrant.

7. Lat D vara omradet mellan de horisontella linjerna y = 0 och y = 2 och utanfor cirkeln
22 + (y — 1)® = 1. Beriikna den generaliserade dubbelintegralen

y
dA.
//D 22 4 2




= 0
Ledning: Gor koordinatbytet ! TC_OS( ;
y = rsin(6).

8. Berdkna den generaliserade trippelintegralen

N A R
————dzdxd
/o/y /,,3322—2,23Z$y7

genom att forst integrera Gver y, sedan 6ver x och till sist 6ver z.

Nagra trigonometriska formler
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LOSNINGAR:
1. Losning: Vi har en kritisk punkt om och endast om Vf =0, d.v.s

2B +y) = 0 (8)
2x—-1) = 0 (9)
22(x* +ay—y)—2 = 0. (10)

Enligt ekvation (10) &r z # 0. Ekvation (9) medfor dérfor att = 1. Enligt ekvation (8)
dr nu y = —32z% = —3. Om vi sitter in x = 1 och y = —3 1 ekvation (10) far vi nu
22(1—3+3)—2=0<« z = 1. Den enda kritiska punkten &r alltsa (1, —3,1). Hessianen blir

6%z 22 22(32% +y)
H(z,y,z) = 22 0 2z(x — 1)
22322 +y) 2z(x—1) 2(x®+ 2y —v)

Om vi sétter in punkten (1,—3,1) blir hessianen

6 1
H(1,-3,1)=1] 1 0
0 0

N OO

Eftersom Dy = —1 < 0 och det(H(1,—3,1)) = —2 # 0 &r (1, —3,1) en sadelpunkt.
SVAR: Den enda kritiska punkten &r (1,—3,1). Det ar en sadelpunkt.

2. Losning:
v(t) = (% (t sin(t) + Cos(t)> : % (t cos(t) — sin(t)) : % (tQ) (11)
= (sin(¢) + tcos(t) — sin(t), cos(t) — tsin(t) — cos(t), 2t) = (tcos(t), —tsin(t), 2t).

Enligt (11) géller

Iv(t)] = /(tcos(t))+ (—tsin(t))2 + (2t)% = \/t2 cos?(t) + t2sin?(t) + 412

= \/tQ(COSQ(t) + sin?(t)) + 412 = V512 = V/5t,

ty t > 0. Darfor giller s(t) = [ |v(7)|dr = [, V/5rdr = V/5t2/2.

Det foljer att t = 1/2s/+/5, eftersom ¢ > 0. Foljaktligen har vi
SVAR: Bagliangdsparametriseringen av kurvan ges av

r(s) = (\/5;7:7§sin (\/5;7:7§>-+cos (\/23/\/5),1V/25/\/gcos (\/5;7:;E)~—sin (\/5;7:75),23/\/5),

dir 0 < s < /5T2/2.

3. Losning: Enligt kedjeregeln géller att

f _ 8fou , 9fdv _ Of of

9 = ouor T avar — oy T %5y

of _ 9f0ou 4 0f0v _ Of

Oy = Ou Oy ovdy — Ov’ )

Genom att ateranvanda formlerna for forstaderivatorna och att anvinda produktregeln far
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o%f _ 9 9f _ 8 (of of\ _ o0f a of 3 of a of 3 Ofy _ odf | O*f
927 = d00v = 000w T 205,) = 25, + gupu T 205,50 T 25(5u50 + 205,5,) = 25, tp
4'1'6(31(’;; +4x27£’

o%f 0 9f __ 9 9f 9 0f _ 9% o f

oy = 9z oy — duov T 2¥Bu oy = ouow T 2V 502

och

2f _ o%f

oy? — o

Om vi s,zéitter in gttrycken gér de pargiella derivatorna i ;iifferentialekvationen far 2yi

2‘3—5 + % + 4maauafy + 4x2% — 4x(8igv + 2.%‘37’;) + 4x2‘37£ — 2‘3—5 =2z +y) & % = 20.
Om vi integrerar en gang over u far vi

% = 2w + G(v).

Om vi integrerar en gang till 6ver u far vi

[ =v*v+uG) + H(v) =2?(2* +y) + 2G(2* + y) + H(2* + y), dir G, H € C*%.

SVAR: f=2*(2® + y) + 2G(2* +y) + H(z* + y), dir G, H € C.

4. Losning: dr = (& cos(t), 4 sin(2t))dt = (—sin(t), 2 cos(2t))dt.
Det géller att x = cos(t) och dy = 2 cos(2t)dt.
En formel for arean ér _
_ _ [z _ [z
Arean—§,, xdy = ff% cos(t)2 cos(2t)dt = ff% 2 cos(2t) cos(t)dt.

Enligt den trigonometriska formeln (1) har vi

Wl

Arean:f_g%(cos(% —t) + cos(2t + t))dt = f_%% (cos(t) + cos(3t))dt = {sin(t) - w}

[VE]

=1-1/3—-(-1+1/3)=4/3 ae.
SVAR: Arean ar 4/3 a.e.

5. Losning: Den elliptiska paraboloiden kan skrivas som z? + 3% — z = 0.

En normalvektor till den dr n; = V(2 +y? — 2) = (2z,2y,—1) # 0.

Den hyperboliska cylindern kan skrivas som z(y +2) — 1 = 0.

En normalvektor till den dr ny = V(z(y+2) — 1) = (y + 2,2, 0). Pa den hyperboliska cylin-
dern géller ny # 0.

Ortogonalitetsvillkoret &r ekvivalent med ekvationen

neny,; =0

=

22,2y, —1) e (y +2,2,0) =0

=

20(y+2)+2yr =0 dz(y+1) =0 r=0Vy=—1.

Om x = 0 ligger dock inte motsvarande punkt pa den hyperboliska cylindern, sa y = —1.
Eftersom motsvarande punkt ligger pa den hyperboliska cylindern har vi
r(-14+2)—1=0&z=1.

Eftersom motsvarande punkt ligger pa den elliptiska paraboloiden har vi

P+ (-1 -—2=0&z2=2.

Punkten blir alltsa (1, -1, 2).

Det foljer att n; = (2z,2y,—1) = (2, -2, —1).

Tangentplanets ekvation blir darfor (2, -2, —1)e(z—1,y+1,2—2) =020 —2y—2—-2=10
SVAR: Den enda punkten som uppfyller villkoret &r (1, —1,2). Den elliptiska paraboloidens
tangentplan i punkten har ekvationen 2x — 2y — z — 2 = 0.

6. Losning: Projektionen av {(z,y,z) € R3|2® + y* + © = 2} p& xy-planet ir en cirkel.



Det foljer att o och y dr begrinsade och dirfér dven z = 22 — y2. Dirmed dr  begrinsad.
Eftersom () dven ar sluten och f ar kontinuerlig existerar storsta och minsta virde for f.
Definiera g(z,y, z) = 22 + y*> + x — 2 och h(x,y,2) = 2% — y* — 2.

Da giller Q = {(z,y,2) € R3|g(z,y,2) =0, h(z,y,z) = 0}.

Extrempunkter kan bara finnas déar

Vf 1 0 1
0=| Vg |=|2x+1 2y 0 |=—4y(l+2x).
Vh 20 =2y -1

Alltsa géller x = —1/2 eller y = 0.

Om vi séitter in x = —1/21 g(z,y,2) =0far viy? =2—a2? —z =2—-1/4+1/2 = 9/4. Detta
medfor att z = 2% —y?* =1/4—9/4 = —2. Det medfor i sin tur att f =z +2=-1/2—-2=
—5/2.

Om vi séitter iny = 01 g(x,y, z) = 0 far vi 22+ 2 —2 = 0. Foljaktligen géller v = 1\/ z = —2.
Omaz=1blirz=22—9y>=12-02=1. Det foljeratt f=a+2=1+1=2.

Om z = -2 blir z =22 —y?> = (-2)> =02 = 4. Det foljer att f =2 +2=-2+4=2.
Alternativt kan man lésa ut z ur z = 2% — y?. Vi far d ett problem i tva variabler.

SVAR: Storsta och minsta vérdet &r 2 respektive —5/2.

7. Losning: Eftersom y > 0 ar integranden aldrig negativ och vi kan rékna pa som van-
ligt. Vi inf6ér poldra koordinater
{x = rcos(f)

y = rsin(f).

Linjen y = 2 motsvarar rsin(f) = 2 < r = 2/sin(f). Detta blir en 6vre gréns for r.

Cirkeln 22+ (y— 1) =1 & 22+ y? =2y +1 = 1 & 2? +y* = 2y motsvarar r? = 2rsin(f) <
r = 2sin(f) om r > 0. Detta blir en undre gréns for r.

Eftersom y > 0 géller 0 < 6 < 7.

Variabelbytet medfor

y sin() 7 Sln sin(6) T . sm(@)
———dA = drdf = sin(0)drdf = sin (6 df
//D x? + y2 / /251n r / /251n ln ' /O Hl( )[ ]25111 @

- /(2—28111 (6))d0_/ 2 cos®(0)d. (12)

0 0

Om vi anvéander den trigonometriska formeln (4) i (12) far vi

J[ ta= [ costaman— o+ @L -

—ZL—dA = T.

SVAR: [[,) =

8. Losning: Eftersom 0 < z < 1 giller 22 > 2% = 322 > 223 si integranden ir aldrig

negativ och vi kan rdkna pa som vanligt med itererad integration. Vi har

0 < y<l1 (13)
y <2<y (14)
r < z2<1. (15)



Variabeln z ska nu vara ytterst. Variabeln far inte bero av andra variabler. Vi har z > x >
y > 0 fran (15), (14) och (13) och z < 1 fran (15). Darmed far vi integrationsintervallet
0<z<1.

Variabeln x ska vara i mitten. Variabeln far bara bero av den yttersta variabeln, d.v.s. z. Vi
har o < z fran (15) och >y > 0 fran (14) och (13). Darmed far vi integrationsintervallet
0<or <z

Variabeln y ska vara innerst. Den far bero av 6vriga variabler. Vi har y < och z < |/y &
y > 22 fran (14). Foljaktligen blir integrationsintervallet 22 < y < z.

Den generaliserade trippelintegralen blir

// /322 sdzdzdy = ///12 322_223dydxd2—/ / 322_2 3 y|s2dxdz
x x
= S Tr— —x%)dxdz = — | = d
/0322—2z3/0<x 7)dwds = /0322—223[2 3}02
1 z 2 3 1z 1 -1
= /—26_ 3 Lz dz = e—dz——[ ](1)26 .
0 924 —2z°\ 2 3 o O 6 6

dzdxdy = <=

SVAR: fol fyﬂ fx

322 223



