Oswald Fogelklou
Matematiska institutionen
Uppsala universitet

Kurslitteratur Robert A. Adams & Christopher Essex, Calculus, A complete course, 7th
edition
Lasanvisningar foljer nedan.

Kurshemsida http://www2.math.uu.se/~oswald/flervariabel11.html

Kontakt e-post: oswald@math.uu.se
Rum: A14102
Telefon: 018-4713286

Undervisning Undervisningen bestar av 20 foreldsningar och 10 lektioner. Jag dr ansvarig
for foreldsningarna. Vidare dr Jimmy Kungsman ansvarig for lektionerna for W2A, Justin
Pati for lektionerna for W2B, jag for lektionerna for ES2A och Max Isacson for lektionerna
for ES2B.

Tentamen Tentamen dger rum 20 oktober. Den bestar av 8 uppgifter pa 5 poédng vardera.
Betyg 3 motsvarar 18-24 poang, betyg 4 motsvarar 25-31 poang och betyg 5 motsvarar 32
poang eller mer.

Inldmningsuppgifter Tva frivilliga inlamningsuppgifter kommer att ldmnas ut pa 20 po-
ang vardera. Den som har sammanlagt minst 28 podng far 3 bonuspoéng pa ordinarie ten-
tamen. Den som har sammanlagt mellan 16 och 27 poéng far 2 bonuspodng pa ordinarie
tentamen. Inldmningsuppgifterna ska senast lamnas in 7 oktober respektive 18 oktober. En
student som vill ldmna in en inldmningsuppgift gor det till sin lektionsledare. Om man inte
har mojlighet att lamna 6ver den personligen finns det postfack pa vaning 4 till alla utom
Max. Dit kan man ta sig dygnet runt, t.ex. med hissen bredvid Jalla Jalla. Den som vill
lédmna in till Max kan ldmna in till mig och skriva att den ska till Max.

Innehall Foljande delkapitel och kapitel ingar helt eller delvis i kursen: 10.1-10.7, 11.1,
11.3, 12, 13.1-13.3, 14, 15.4, 16.3. Pa nésta sida finns en forteckning 6ver forelasningarnas och
lektionernas innehall. Dérefter foljer mer detaljerad information om kursens innehall och tips
for att ldasa boken och 16sa problem. Det finns &ven extraproblem i denna kursinformation.
Dessa markeras med bokstéver. Foreldsningarna innehaller mest teori men ocksa en del pro-
blemrakning. Lektionerna innehaller uteslutande problem. Ett urval av de rekommenderade
problemen kommer att rédknas pa lektionerna.



Forelasning | Innehall Delkapitel i boken
1-2 Introduktion 10.1-10.5

34 Gréansvarden, kontinuitet, partiella derivator | 12.1-12.3

5 Hogre derivator, differentierbarhet 12.4, 12.6

6 Taylorutveckling 12.9

7 Kedjeregeln 12.5

8 Gradienter, riktningsderivator 12.7

9 Extremvéarden, lokala extremvarden 13.1, 10.7

10 Extremvarden under bivillkor 13.2

11 Lagrangemultiplikatorer 13.3

12 Kurvor, bagléngder 11.1, 11.3

13 Dubbelintegraler, itererad integration 14.1-14.2

14 Generaliserade integraler, polidra koordinater | 14.3-14.4, 12.8
15-16 Trippelintegraler 14.5-14.7, 10.6

17 Linjeintegraler av vektorfalt 15.4

18 Greens formel 16.3

19-20 Reserv, repetition

Lektion | Innehall Delkapitel i boken
1 Introduktion 10.1-10.5

2 Gransvarden, kontinuitet, partiella derivator 12.1-12.3

3 Hogre derivator, differentierbarhet, Taylorutveckling | 12.4, 12.6, 12.9
4 Kedjeregeln, gradienter, riktningsderivator 12.5, 12.7

5) Extremvéarden, lokala extremvarden 13.1, 10.7

6 Extremvarden med bivillkor, Lagrangemultiplikatorer | 13.2-13.3

7 Kurvor, baglangder, reserv, repetition 11.1, 11.3

8 Dubbelintegraler 14.1-14.4, 12.8
9 Trippelintegraler 14.5-14.7, 10.6
10 Linjeintegraler av vektorfalt, Greens formel 15.4, 16.3

Lasanvisningar, tips och ovrig information

Lektion 1, forelasning 1-2

e Delkapitel 10.1-10.5

Det mesta i delkapitlen 10.1-10.5 bér du kéinna igen fran algebrakursen. Jag kommer déarfor
inte att ga i genom detta i detalj utan satser och uttryck kan presenteras utan bevis pa
foreldsningarna. Det géller att forstd mingden R? och olika objekt i R3, t. ex. vektorer och

plan.

10.1 Hér giller det att bilda sig en uppfattning om hur olika delméngder av R? (t.ex. cy-
lindrar eller plan) ser ut och vilka ekvationer eller olikheter de motsvarar. Dessutom ingar
den viktiga avstandsformeln som helt enkelt &r Pythagoras sats i ett koordinatsystem. Del-
kapitlet avslutas med en teoretisk del om 6ppna och slutna mangder som kan vara ny for dig.
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Om man avlidgsnar randen fran en méngd kallas resten for det inre (interior pa engelska).
Rekommenderade problem: 3, 5, 13, 15, 18-21, 23-27, 33-35, 39

10.2 handlar om vektorer. Jag kommer att beteckna vektorn fran punkten P till () som
P@Q. Om P = O kallas en sadan vektor ortsvektor. I boken skrivs vektorer med fet stil,
typ v, men nir jag skriver for hand blir det 7. Om en vektor har lingd ett kallas den
enhetsvektor. Jag kommer att skriva sadana vektorer som v. Av nagon anledning skrivs inte
standardbasvektorerna pa detta sétt i boken men det kommer jag att gora. En vektor kan
uttryckas i sina komponenter pa atminstone tva sitt. v = ai + bj +ck = (a,b,c) ar tva sitt
att skriva samma sak. Viktiga begrepp har ar skalarprodukt, vektorers lingd, vinkeln mellan
tva vektorer och ortogonalitet. Den hédngande kabeln kan hoppas 6ver.
Rekommenderade problem: 1a), 1b), 3a)—e), 3g), 9, 13

Lés aven uppgifterna 10.1.6-7 med hjalp av vektorer.

10.3 Detta delkapitel handlar om kryssprodukten vilken vi kommer att anvinda for att
konstruera en vektor som ar ortogonal mot tva vektorer. Trippelprodukten &r mindre viktig
men kan anvindas for att ta reda pa om tre vektorer ar linjart beroende. Detta kan man
utnyttja i vissa optimeringsproblem i delkapitel 13.3.

Rekommenderade problem: 3, 5, 17

10.4 handlar om plan och linjer. Plan och linjer kan skrivas pa olika sédtt. For plan ar
det vanligaste séttet normalform och for linjer parameterform.Punktnormalformen ar ofta
lattast att utga ifran ndr man bestammer ett plans normalform. Formler for avstand mellan
punkt och plan, mellan punkt och linje och mellan tva ickeparallella linjer &r mindre viktigt.
Dessa problem gar namligen att 16sa med optimering som kommer senare i kursen. Vart att
notera ar dock att vill man ha avstandet mellan tva parallella plan kan man ta en punkt i
det ena planet och berékna dess avstand till det andra planet. Om en linje ar parallell med
ett plan eller en annan linje kan man ta en punkt pa den linjen och berdkna dess avstand
till planet eller den andra linjen.

Rekommenderade problem: 2, 4, 5 8 9, 15-18

10.5 handlar om andragradsytor. Det viktigaste namnen ar sfarer, cylindrar och ellipsoider.
Vad géller paraboloider och hyperboloider ar det viktigaste att bilda sig en uppfattning om
hur figuren som motsvarar en ekvation ser ut snarare dn att veta exakt vad den heter. Detta
gbr man enklast om man funderar pa vilka virden pa variablerna som &r mojliga. Om t.ex.
z = x%/a® + y?/b* t.ex. maste ju z > 0. Vill man ha en minnesregel fér en— och tviAmantlad
hyperboloid s&a kan man rédkna minustecken i formlerna pa sidan 595. Den enmantlade hy-
perboloidens ekvation har ett minustecken medan den tvamantlade hyperboloidens ekvation
har tva.

Rekommenderade problem: 4, 8, 15, 16

Lektion 2, forelasning 3—4

e Delkapitel 12.1-12.3



12.1 Har definieras ett antal begrepp:

e Funktioner av flera variabler, deras definitionsmangd D och deras vardemangd V.

e Mingden Gy = {(z,y, f(z,y))|(z,y) € Dy} kallas grafen till funktionen f(z,y). Grafen
ar normalt en yta i R® men kan #ven vara en kurva eller en punkt.

e Ett annat sitt att grafiskt beskriva en funktion &r med méngden Lo = {(z, y)|f(z,y) =
C}, dar C' € R. Denna méngd kallas en nivakurva. Normalt dr denna méngd en kurva i
R2, men den kan dven vara en punkt eller till och med tomma méangden, vilket intréffar

om C & V.

Rekommenderade problem: 1, 6, 7, 8, 13, 14, 15, 18-24, 27, 37-39

12.2 Har definieras gransviirden i R%. Den stora skillnaden om man jamfér med grinsvirden
i R ar att vi kan ndrma oss i en punkt i sa manga olika riktningar. Vi behover inte ens ndrma
oss en punkt ldngs en rit linje. Se exempel 4. For att rdkna med alla riktningar pa en gang
kan man anvéanda polara koordinater e C'OS(G)
y = rsin(0).
Exempel 5 gar att 16sa pa detta satt.
Rekommenderade problem: 3, 4, 6, 7, 9, 11, 13

12.3 Har definieras partiella derivator. Dessa kan beskrivas som en funktions lutning langs
koordinataxlarna. Daremot sédgs ingenting om &6vriga riktningar. Det ar fullt mojligt att en
funktion som har partiella derivator inte ar kontinuerlig. Daremot maste ju en deriverbar
funktion av en variabel vara kontinuerlig. Ibland kan dock en funktion av tva variabler
approximeras med ett tangentplan precis som en deriverbar funktion av en variabel kan
approximeras med en rat linje. I detta delkapitel rdknar vi ut tangentplan av funktioner,
i delkapitel 12.6 undersoker vi nar tangentplan existerar och i delkapitel 12.7 rdknar vi ut
tangentplan av ytor i allménhet.

A Lat funktionen f(z,y) vara definierad som

fay) = {0 L om (@) =00

xQ—JFyQ annars.

Har funktionen partiella derivator? Ar i sa fall de partiella derivatorna kontinuerliga?
Rekommenderade problem: 5, 9, 11, 12, 13, 19, 23, 26, 28, 36

Lektion 3, forelasning 5-6

e Delkapitel 12.4, 12.6, 12.9



12.4 Kan man derivera en gang partiellt dr det inte svart (bara kanske bokigare) att
derivera flera ganger partiellt. De finns olika skrivsétt for partiella derivator. Vi har t.ex.
fia(z,y) = a%% (x,y). Den partiella deriveringen som ligger ndrmast f &r den som utfors
forst. Ofta spelar dock deriveringsordningen ingen roll. Se teorem 1.

Rekommenderade problem: 1, 9, 15, 17

12.6 [ detta delkapitel definieras ett tillrdckligt villkor for att en funktion ska kunna ap-
proximeras med ett tangentplan, namligen differentierbarhet. Det ar fullt mojligt att en
kontinuerlig funktion som har partiella derivator 6verallt inte &r differentierbar. De partiella
derivatorna ger ju bara information om vad som hénder i koordinataxlarnas riktningar, inte
i andra riktningar. Om en funktions partiella derivator dr kontinuerliga &r funktionen emel-
lertid differentierbar. Avsnittet om funktioner fran R”™ till R™ &r mindre viktigt. Vi kommer
framst att studera determinanter av jacobimatriser nér vi berdknar dubbelintegraler senare
i kursen. De avslutande avsnitten om differentialer i tillimpningar och differentialer och le-
gendretransformationer ingar inte i kursen.

Rekommenderade problem: 1 och extraproblem C

B Visa att funktionen f som i R*\{(0,0)} definieras som f(z,y) = =V 1an utvidgas sa

x2+y2
att den blir differentierbar i R2.
C Lat funktionen f(z,y) vara definierad som

) = {O om (z,y) = (0,0)

2 3
zy’+y
2i,7 Annars.

Undersok var funktionen ér kontinuerlig, deriverbar (d.v.s. har partiella derivator) och dif-
ferentierbar.

12.9 Det gar alltid att fa ut Taylorpolynomet av grad n genom att berékna alla partiella
derivator upp till ordning n och anvinda formeln pa sida 736. I praktiken &r det ibland
enklare att stoppa in uttryck i kiinda Taylorutvecklingar fran envariabelanalysen.
Rekommenderade problem: 3, 8, 11

Lektion 4, forelasning 7—8

e Delkapitel 12.5, 12.7

12.5 Kedjeregeln kan upplevas som bokig men 6vning ger fardighet. Att derivera funktio-
nen f en gang med kedjeregeln kanske inte ér sa svart. Nér man deriverar andra gangen bor
man tanka pa tva saker. For det forsta forekommer produkter i uttrycket for forstaderivator-
na sa man maste ofta anvinda produktregeln. Fér det andra bér man ersiatta f med nagon
partiell derivata och ateranvéinda det sétt man deriverade pa forsta gangen. Om variablerna
beror av varandra pa ett komplicerat sétt kan det 16na sig att rita figurer som till exempel
figur 12.22. Ett viktigt exempel dr exempel 10. Daremot dr avsnittet om homogena funk-
tioner inte sa viktigt. En viktig tillampning for kedjeregeln ar forenkling av vissa partiella
differentialekvationer. Se extraproblemen.



Rekommenderade problem: 5, 13, 17, extraproblem E
D Bestidm samtliga 16sningar f € C? till den partiella differentialekvationen

02 f Pf *f of of
207 2 _ 95 ofF _
iy + 2xy8x3y +y oy? e yay L

dér x > 0 och y > 0 genom att inféra variablerna

u=1xy
v=y/x.
Variablerna u och v far inte forekomma i svaret.
E Bestim samtliga 16sningar f € C? till den partiella differentialekvationen

0% f  Of o*f  of
y(ZJ 2 22 2 T} 3y+2z
‘ <5x2 3%) ‘ (8y2 03/) 8¢

genom att infora variablerna
u=e*—eY
v =e"+ ev.
Variablerna v och v far inte forekomma 1 svaret.

12.7 De partiella derivatorna beskriver funktioners lutningar ldngs koordinataxlarna. Nar
riktningarna ar godtyckliga kallas lutningarna riktningsderivator. Om f &r differentierbar
kan den sa kallade gradienten anvéndas for att rdkna ut riktningsderivatorna. Gradienten ar
da en vektor vars riktning ar den riktning i vilken riktningsderivatan &r maximal och vars
lingd ar just denna maximala riktningsderivata. Den kan ocksa anvindas for att bestdmma
normalvektorer till nivakurvor och nivaytor och dyker dessutom upp i kapitel 13 och 15.
Rekommenderade problem: 1, 7, 13, 17, 19, 27, 37, extraproblem F

F Hyperboloiden z? + y? — 22 = a tangerar ytan z = 2%y i minst en punkt. Bestim a.

G Den hyperboliska cylindern zy = 1 skir ytan z = 22 + y ortogonalt i en punkt. Vilken?

Lektion 5, forelasning 9

e Delkapitel 13.1, 10.7

Héar undersoks om och i sa fall var en funktion har lokala minimipunkter och lokala maximi-

punkter. En funktion f(x1,...,z,) har en lokal minimipunkt (maximipunkt) (a4, ..., a,) om
det finns en omgivning till punkten sadan att f(z1,...,2,) > fla1,...,an) (f(21,...,2,) <
f(ay, ..., a,)) for alla punkter (z1,...,2,) som ligger i omgivningen och i definitionsméang-

den. Lokala minimipunkter och lokala maximipunkter kallas med ett gemensamt namn lokala
extrempunkter. Funktionsvirdena déar kallas lokala maximum (minimum) eller med ett ge-
mensamt ord lokala extremvirden. Lokala extrempunkter kan endast finnas i punkter dar
gradienten ar nollvektorn d.v.s. kritiska punkter, i punkter dér gradienten inte existerar d.v.s.
singulara punkter eller i punkter pa randen av funktionens definitionsméngd. Det finns fle-
ra sitt att ta reda pa om en kritisk punkt dr en lokal maximipunkt, lokal minimipunkt



eller ingetdera d.v.s. en sadelpunkt. Man kan ibland anvinda matrisen hessianen. Under
forutsattning att funktionens derivator upp till ordning 2 &dr kontinuerliga &r hessianen sym-
metrisk. Om den dessutom &r positivt (negativt) definit i den kritiska punkten &ar den kritiska
punkten en minimipunkt (maximipunkt). Annars ar den kritiska punkten en sadelpunkt un-
der forutsiattning att hessianen ar inverterbar. For att faststdlla matrisens “definithet” kan
man berékna egenvéirdena (teorem 10.7.7) eller vissa deldeterminanter till matrisen (teorem
10.7.8). Att ldra sig kommentaren éverst pa sida 748 utantill behovs déarfor egentligen inte.
Om hessianen inte ar positivt definit, negativt definit eller indefinit i en kritisk punkt maste
funktionen undersokas direkt i en omgivning till den kritiska punkten. Se t.ex. problem 9.
Om ett problem gar ut pa att hitta ett globalt minimum eller maximum, finn alla sadana
punkter och rdkna ut funktionsvirdet i dessa. Ddremot vinner man inget pa att bestamma
karaktdren av de kritiska punkterna. Istéllet maste man undersoka vad som hénder nar ab-
solutbeloppet av en eller flera variabler vaxer obegriansat. Se problem 19 och extraproblemen.
Rekommenderade problem: 3, 4, 9, 12, 17, 19, extraproblemen

H Begtéirzn, om de existerar, storsta och minsta virdet av funktionen f(x,y) = (22 + 2y* +
e = ~v",

I Visa att funktionen f(z,y) = 2*(1 + y)® + y* har en enda kritisk punkt och att denna
kritiska punkt &r en lokalt minimipunkt. Visa ocksa att funktionen antar alla reella varden.

Lektion 6, forelasning 10-11

e Delkapitel 13.2, 13.3

13.2 En kontinuerlig funktion antar alltid ett globalt extremvérde pa en sluten och be-
gransad méngd. Detta kan bara ske i de punkter dér funktionen har ett lokalt minimum eller
maximum, d.v.s. i kritiska eller singuldra punkter eller pa randen. Om méngden &r sluten,
dela upp mangden i rand och det inre. I det inre scker man efter kritiska och singulara
punkter. Randen ges ibland av ett enkelt samband mellan variablerna. Man kan da uttrycka
nagon eller nagra av variablerna i resterande variabler (exempel 2) eller uttrycka flera vari-
abler i en eller flera parametrar (exempel 1) si att dimensionen péa problemet reduceras. Det
avslutande avsnittet om linjarprogrammering kan hoppas over.

Rekommenderade problem: 3, 5, 7, 9, 10, 11, 16

13.3 I foregaende delkapitel utgick vi ifran att randen till mdngden vi optimerar funktio-
nen f Over ges av ett enkelt samband. Om vi inte kan eller vill utnyttja sambandet, ség
g = 0, ska vi soka efter punkter dar f eller ¢ &ar singuldra eller dir Vf och Vg ar linjart
beroende. Linjart beroende kan man undersoka pa flera sétt, t.ex. med determinanter. Under
forutsattning att g saknar bade kritiska och singuldra punkter kan man anvinda sa kallade
Lagrangemultiplikatorer A\ och optimera funktionen L = f + Ag istéllet. Det gar ocksa bra
att ha flera samband, sig g1 = 0,go = 0,...,g,, = 0. Man ska d& optimera L = f +> 7" \g;
eller alternativt undersoka var vektoruppséttningen Vf, Vgi,..., Vg, ar linjiart beroende
med hjéalp av determinanter. Det &r ofta speciellt bra om antalet variabler &r en mer &n
antalet samband och sambanden ges av likheter. Glom inte heller att metoden i féregaende



delkapitel ofta fungerar.
Rekommenderade problem: 5, 6, 11-14, 19, 22, 23

Lektion 7, forelasning 12

e Delkapitel 11.1, 11.3

11.1 I delkapitel 10.4 beskrevs linjer. Héar beskrivs kurvor. En partikel som ror sig langs en
kurva har ett visst momentant 1age och en viss momentan hastighetsvektor. Absolutbeloppet
av den sistndmnda vektorn kallas fart. Ett annat viktigt begrepp ar acceleration. Rékneregler
i teorem 1 kénns réatt naturliga.

Rekommenderade problem: 7, 11, 17, 19 och extraproblemet

x = cos(t) r=re"—1
J Visa att kurvorna ¢ y =0 och ¢ y=s skir varandra och bestam vinkeln
z=m/2—1 z2=0

mellan dem dar.

11.3 Precis som linjer kan kurvor parametriseras pa en massa olika sitt. Kurvors langd
kallas bagléngd och &r integralen av farten. Den parametrisering som i viss man kan sigas
vara den naturligaste far man fram genom baglangdsberakningar.

Rekommenderade problem: 5, 7, 9, 15, 20, 24

Pa denna lektion kan det dven finnas tid for fragor pa hela kursen hittills eller tid att borja
rakna pa dubbelintegraler.

Lektion 8, forelasning 13-14

e Delkapitel 14.1-14.4, 12.8

14.1 Pa samma sétt som arean mellan en positiv funktion och r—axeln ges av en integral
i envariabelanalys, ges volymen mellan en positiv funktion av x och y och xy—planet av en
dubbelintegral. Ar funktionen f = 1 ges denna integral av arean av integrationsomradet. I
de rekommenderade problemen géller det att utnyttja symmetrier och formler fér volymer
av koner och klot.

Rekommenderade problem: 14-17

14.2 I detta delkapitel definieras z—enkla och y—enkla omraden. Manga omraden &ar bada
r—enkla, y—enkla och begrédnsade. Da kan vi bestdmma integralen av kontinuerlig funktion
genom att forst integrera 6ver x och sedan y eller tvartom. Den integral som utfors forst
kallas den inre och den andra den yttre. Den yttersta integralen har alltid konstanta integ-
rationsgrinser medan den inre far ha integrationsgranser som beror pa den yttre variabeln.
Ibland &r det enklare att borja att integrera Over en viss variabel. Se exempel 3.
Rekommenderade problem: 3, 11, 13, 15, 17, 21



14.3 Liksom i envariabelfallet finns det tva typer av generaliserade integraler. Integra-
tionsomradet kan vara obegrénsat eller funktionen kan vara obegréansad pa omradet. For att
kunna utféra en generaliserad integration maste man forvissa sig om att integranden aldrig
ar negativ (alternativt aldrig &r positiv). Annars kan konstiga saker intriffa. Se problem 21.
I delkapitlets slut definieras medelvardet av en integrerbar funktion.

Rekommenderade problem: 4, 5, 9, 26, 27

14.4, 12.8 Om vissa uttryck forekommer flera ganger i integralen eller integrationsgranser-
na kan det ofta 16na sig att gora ett variabelbyte. Man beskriver da integrationsomradet i ett
plan med tva nya variabler u och v istéllet for x och y. I bésta fall blir omradet en rektangel.
Aven om omradet blir mer komplicerat kan det 16na sig om integranden blir enklare. De
viktigaste variabelbytena ar linjara variabelbyten samt byte till poldra koordinater. Polara
koordinater lonar sig ofta om integranden eller integrationsgranserna har cirkelsymmetri,
d.v.s. bara beror av z? + y2. Rita linjer och cirklar kan man ocksa ofta bemistra. Linjira
variabelbyten och variabelbyte till polédra koordinater kan ocksa kombineras. Se extrapro-
blem M. I det nya uttrycket fér areaelementet dA ingar férutom dudv absolutbeloppet av
en jacobian. Se sidan 730 i delkapitel 12.8. Om x och y uttrycks i w och v ska dudv multi-
pliceras med med absolutbeloppet av jacobianen. Om istéllet u och v uttrycks i x och y ska
dudv divideras med absolutbeloppet av jacobianen. Observera att varje punkt i det inre av
det ursprungliga omradet maste motsvaras av en punkt i det inre av det nya omradet och
tvartom. Annars kan det intriffa att man integrerar flera ganger 6ver nagon del av omradet.
Se exempel 11.

Rekommenderade problem: 11, 12, 23, 27, 33, 36, extraproblem L, M och N

K Berékna den generaliserade dubbelintegralen

[ s

déar T ar det obegrdnsade omrade som ligger under y = x och 6ver y = 1.
L Berdkna den generaliserade dubbelintegralen

// x2—|—y %’

dér S ar omradet som ligger innanfor cirkeln med radie 1 och medelpunkt i (0,1).

M Berikna dubbelintegralen
/ / 2xydA
S 21‘2 + y2 7

dér S dr den del av forsta kvadranten som ligger innanfor ellipsen 222 + 2 = 1.
N Berédkna den generaliserade dubbelintegralen

// (2% + y%)dA
4+ gzt — 20292 + 9’

déar Q ar det obegriansade omrade som ligger under y = x och y = 1/x och 6ver x—axeln.

= (2% —y?)/2

v =Y.

Ledning: Gor variabelbytet



O Beridkna den generaliserade dubbelintegralen

At

dér P &r parallellogrammen med hérn i (0,1), (2,—1), (1,1) och (-1, 3).

P Berékna dubbelintegralen
// arctan(y/x)dA
Q

dir Q #r omradet {(r,y) € R*1 <22 +¢y?> < 9,2/V3 <y < x}.

Lektion 9, forelasning 15-16

e Delkapitel 14.5-14.7, 10.6

14.5 Trippelintegraler ar en rétt naturlig utvidgning av dubbelintegraler. I stéllet for att
integrera over ett omrade i R? integrerar man 6ver ett omrade i R®. Om man integrerar funk-
tionen f = 1 far man volymen av omradet pa samma sédtt som man far arean av ett omrade i
R? om man integrerar funktionen f = 1 ver omradet. Liksom for dubbelintegraler giller det
att hitta eventuella symmetrier. Observera ocksa att integrationsgranserna for den yttersta
integrationen &ér konstanter, integrationsgranserna for den mellersta integrationen kan bero
pa den yttersta variabeln medan integrationsgrénserna for den innersta integrationen kan
bero pa de tva yttersta variablerna. En del véljer att rita upp omradet for att se granserna
(exempel 5) medan andra foredrar att bara analysera olikheter (exempel 6). Téank slutligen
pa att det ibland blir enklare att integrera i en viss ordning. Se exempel 28.
Rekommenderade problem: 3, 7, 9, 11, 23, 28

14.6, 10.6 Liksom for dubbelintegraler lonar det sig ofta att gora ett variabelbyte néir man
berdknar trippelintegraler. De viktigaste variabelbytena ar till cylinderkoordinater och till
sfariska koordinater. Cylinderkoordinater kan ses som polédra koordinater med tillagg av z.
Det séger sig sjéalv att ett variabelbyte till sfariska koordinater kan vara bra om det finns
cylindersymmetri, d.v.s. om integrationsgrianserna, integranden eller &nnu béattre bada bara
beror av 22 4y? eller z. Sfiriska koordinater ar forstas ideala pa att beskriva sfirer. Variabeln
p ar sfarens radie, variabeln ¢ beskriver “latituden” och variabeln 6 beskriver “longituden”.
Om vi beskriver jordens yta med ¢ och 6 sa motsvarar nordpolen ¢ = 0. Nér vi ror oss rakt
soderut 6kar ¢ sa den blir 7/2 pa ekvatorn och 7 pa sydpolen. Under férutséttning att vi inte
star pa nord— eller sydpolen kan vi &ven rora oss rakt Osterut eller viasterut. Da dndras bara
0. Ett varv runt jorden motsvaras forstas av en dndring med 27. Om integrationsgréinserna,
integranden eller dnnu béttre bada bara beror av 2 + y? + 2 kan det 16na sig att byta till
sfariska koordinater. Det ar av yttersta vikt att ldra sig vilka ytor och kurvor som uppstar
om vi sitter en eller tva av variablerna konstanta for cylindriska och sfariska koordinater.
Ga girna till delkapitel 10.6 for att trina mer. Annu viktigare #r att kinna till formlerna
for volymelementen for cylindriska och sfariska koordinater d.v.s. dV = rdrdfdz respektive
dV = p?sin(¢)dpdpdh, si att man inte slosar virdefull tentatid pa att rikna ut jacobianer.
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Rekommenderade problem: 2, 3, 7, 9, 13, 18, extraproblemen

Q Beridkna trippelintegralen
JJ[ e rav
Q

dir 0 = {(z.9,2) € R0 < = < 2 +y? < 2},
R Berikna volymen av det #ndliga omrade som begrinsas av paraboloiden z = 422 + 32 och
planet z — 6y + 5 = 0.

14.7 1 detta delkapitel ingar bara avsnittet om moment och masscentrum. Masscentrum
kan sidgas vara medelvirdet av en kropps lage viktat med densiteten. Om densiteten ar
konstant blir masscentret oberoende av densiteten och kallas da pa engelska for centroid.
Jag kommer beteckna dessa storheter som T = (T, Ym, 2m) respektive 7. = (ZTey Yoy 2¢) 1
handskrift. Var observant pa symmetrier i problem.

Rekommenderade problem: 18-21

Lektion 10, forelasning 17-18

e Delkapitel 15.4, 16.3

15.4 Har stoter vi pa ett nytt begrepp, ndmligen vektorféilt. Ett vektorfalt ar helt enkelt
en vektor vars komponenter ar funktioner av flera variabler. I denna kurs ingar bara plana
vektorfalt, d.v.s. vektorfalt som bara beror av x och y och vars riktningar ligger i zy—planet.
Du har sdkert hort uttrycket att arbete=kraft xvig. I sjilva verket &r arbetet linjeintegralen
av kraften. Man kan ténka sig att man delar upp végen i sma, sma bitar. Sedan tar man
skalarprodukten av kraften och véagbitarna och summerar for att berdkna linjeintegralen. Det
innebar att bara den del av kraften som ar parallell med végen bidrar till arbetet. Ibland &ar
linjeintegralen nér vi gar fran en punkt P till en punkt ) oberoende av vagen. Det intraffar
precis da det vektorfalt (t.ex. kraft) som vi integrerar 6ver ar en gradient. Sadana vektorfalt
kallas konservativa. Om vi lyckas hitta en funktion ® vars gradient just ar vektorféltet kan vi
mycket enkelt bestdmma integralen genom att subtrahera funktionens vérde i startpunkten
fran funktionens vérde i slutpunkten. Om vektorfiltet inte ar konservativt kan det lona
sig att dela upp det i en del som ar konservativ och en del som inte &r konservativ men
forhoppningsvis nagorlunda enkel. Se exempel 4. Om en vig startar och slutar i samma
punkt markeras det ofta med en ring pa integraltecknet. Det foljer att linjeintegralen Gver
ett konservativt falt da ar 0. Funktionens virde ar ju detsamma i start— och slutpunkten
eftersom det 4r samma punkt!

Rekommenderade problem: 1, 2, 8, 16, 19

S Berékna linjeintegralen

20y + 2? 1 ) )
/del’+ (m +3y arctan(x ) dy,

dir C ér kurvan y = z* fran (-1,1) till (0,0).
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16.3 Det avslutande delkapitlet beskriver Greens formel. Den omvandlar en linjeintegral
till en dubbelintegral. Se problem 1-4 och 7 och observera symmetrin i 7. Man kan ocksa
ga at andra hallet och férvandla en dubbelintegral till en linjeintegral. Se problem 5. Diver-
gensteoremet i planet ingar inte i kursen.

Rekommenderade problem: 1-5, 7, 15.4.8 med Greens formel

Svar till extraproblem

A Bada partiella derivatorna existerar men ingen av dem ar kontinuerlig.
B £(0,0) = 1.

C Funktionen #r kontinuerlig och deriverbar i R? och differentierbar i R?\{(0,0)}.
D f=—In(xy)/4 + 2yG(y/x) + H(y/x), dir G, H € C?.

E f=—4e¥/3+ G(e* —e¥) + H(e" + €¥), dir G, H € C*.

Fa=1/2

G (—2,—1/2,7/2).

H Storsta virdet dr 2/4/e. Det finns inget minsta vérde.

I—

J 2m/3.

K In(2)/2.

L 4/3.

M 1/4.

N 7/8.

O 87/3 4+ 44/3.

P 572/ 72.

Q m(e? —1).

R 47 vee.

S —m/4—1n(2)/4 —1/2.
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