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1.

Fran modallogiska problem till satslogiska problem. Lat M = (W, R,{V; }tew) vara en
modallogisk modell med en dndlig méngd mojliga varldar W = {1,2,...,m}.

(a) Visa hur man for en modallogisk formel A som innehéaller de satslogiska variablerna
P, ..., P, kan oversitta villkoret V;(A) till en satslogisk formel ¢4 ;. Lat de sat-
slogiska variabler i den senare formeln vara ¢;; = V;(P;). Undersék hur mycket
storre formeln ¢4 ; kan vara an A.

(b) Ge exempel pa en modallogisk modell med en odndlig méngd majliga varldar och
en formel A si att V3(A) inte ar ekvivalent med en satslogisk formel.

. Rita grafen svarande mot foljande 2-CNF formel, indikera starkt sammanhéngande

komponenter och avgor med hjilp av dessa om formeln ar satisfierbar:

(=AVB)A(BVA)A(CV=B)A(=CVA)A(~DV—=4A)A(BVD)A(CVE)A(-EV B).

. Lat L vara ett dndligt forsta ordningens sprak, och lat A vara en dndlig L-struktur.

Visa att om B ar en L-struktur sadan att B = A, sa giller A = B. (Ledning: konstruera
en L-formel som beskriver A fullstindigt.)

Heltalsprogrammering. Betrakta ett system av m olikheter:

anz + - +apzTy, > b

am1T1 + - + Ty > by,

dar a;;, b; alla ar heltal. Visa att det ar algoritmiskt avgorbart huruvida detta system
har en heltalslosning eller €j, genom att reducera problemet till Presburgeraritmetik.

. Avgorbarhetsegenskaper hos andliga automater. En andlig Mealy-automat M kan beskri-

vas av tre dndliga, icke-tomma, mangder 3, A, S och tva funktioner f : ¥ x § — A,
g:X xS — S. Har ar ¥ inalfabetet, A utalfabetet och S méngden av tillstand. f(a, s)
bestammer utsymbolen som matas ut nir en insymbol a och ett tillstand s ar givna,
medan g(a, s) anger nista tillstand. Lat M vara en Mealy-automat som ovan. Givet ett
starttillstand so € S, och en oédndlig foljd (a,)52, av insymboler, definiera sparningen
av automaten

b, = f(a'nasn),

Sp+l = g(ana Sn),



for n > 0. (by)92, ar alltsa foljden av utsymboler som uppstar ndr M matas med (ay,)
utgaende fran tillstandet sg. Vi betecknar denna f6ljd med M ((ay,), so)-

(a) Lat M vara en Mealy-automat med ¥ = {0,...,i}, A = {0,...,d} och § =
{0,...,s}. Visa att dvergangsfunktionerna f och g kan representeras som (kvan-
torfria) {0, S, +}-formler (z, s,y) och 7y(z,s,u) i Presburgeraritmetik. Dvs

fla,t) = b= (N,0,5,+) = »(a,1,b).
9(a,t) =v <= (N0, 5, +) E(a,t,v).
Héar dr m numeralen S(S(---S(0)---)) (m stycken S).
(b) Lat h : N — ¥ vara en “testsekvens” som representeras av formeln 6(¢,z) i

(N,0,S,+). (For exempel pa sadana sekvenser, se 5(b) nedan.) Visa att foljande
egenskaper hos automaten ar avgorbara:

(i) Tecknet k forekommer odndligt ofta i utsekvensen for M (h,0).
(ii) Vid exekvering av M (h,0) nas aldrig tillstandet j.

6. Vikallar en foljd f : N — T av element i T for slutligen periodisk om det finns naturliga
tal p > 0 och m sa att for &k > m: f(k+ p) = f(k).

(a) Lat M vara en Mealy-automat som ovan. Visa att om (a,) ar slutligen periodisk,
sa ar aven M ((ay), so) slutligen periodisk.

(b) Visa att om h : N — N &r en slutligen periodisk funktion sa kan kan den rep-
resenteras i Presburgeraritmetiken, i meningen att det finns en formel ¢(z,y) i
L ={0,+, S} med fria variabler z och y sa att for alla m, n:

(N,O, =+, S) ): <P(m, ﬂ) = h(m) =n.

7. évervakningsproblem for konstgallerier m.m. Lat S C R® vara en delmiingd definierad
aven L ={0,1,+,-, <}-formel ¢(z,y,z), dvs

S = {(pl,anp?)) € R3 : (Ra Oa 15 +, S) |: (p(plap%p?))}-

Denna betraktas som en samling ogenomskinliga, ickereflekterande objekt. En punkt
p = (p1, p2, p3) kallas algebraisk om {p} ir en L-definierbar miingd. Exempel: (1/2,4/5,0)
ar algebraisk och definieras av formeln 22 = 2Ax > 0A5y = 4Az = 0. Visa att foljande
problem ar avgorbara.

(a) Lat p,q € R3 vara algebraiska punkter. Ar punkten p &r synlig fran p?

(b) Samma fraga som i (a) men ljusstralen far brytas i fixerat antal punkter (punkter-
nas lage far variera).

(c) Givet observationsplatser pi,...,p,. Finns det for varje punkt (som inte ar en
observationsplats) alltid tva observationsplatser fran vilka punkten ar synlig.

(d) Att bestimma det minsta antalet observationsplatser som dr nédvandiga i (c).
(Antag att det racker med ett dndligt antal observationsplatser.)

8. Tidslogik pa reella tidslinjen. Hur skulle avgorbarhetsegenskapen for RCF kunna anvéindas
for att avgora sanning hos modallogiska formler i en modell dir mangden av mdjliga
varldar ar (R, <)? Vad behéver man anta om V;(P) som funktion av ¢ for satslogiska
variabler P?



