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Konstruktiv logik bygger pa den ledande principen att
(I) bevis ar program.
Denna har sedan utokats med principen att
(IT) pastaenden dar datatyper.

inom (konstruktiv) typteori. Den senare bendmns &ven pastaenden-som-typer principen
(engelska: propositions-as-types). Inneborden i dessa principer ar langt ifran sjalvklar.
Syftet med dessa forelasningar att stegvis forklara den och dess konsekvenser. Ett viktigt
mal ar att ge grundkunskaper for att kunna studera Martin-Lofs typteori och anvanda dess
implementerade versioner.

Bevis utforda inom konstruktiv logik kan exekveras som funktionella program (nérmast
att likna vid ML-program). Foérdelen med detta dr att man ur ett existensbevis (t.ex. av
att det finns godtyckligt stora primtal) kan utvinna dels ett program som hittar eller
konstruerar objektet, och dels en verifikation att programmet terminerar (hittar nagot tal)
och ar korrekt (hittar bara tillrdckligt stora primtal). Denna kombination av konstruktion
och verifikation av program har vackt stort intresse inom datalogisk forskning, och benamns
ibland integrerad programlogik. En avlaggare till denna idé ar den om bevisbarande kod
(eng. Proof-carrying code) dar programkod levereras med ett bevis for att programmet
inte gor nagot otillborligt nar det exekveras. Detta kan vara vésentligt for néatbaserad
programmering (t.ex. Java).

Den konstruktiva logiken har en historia langt fore datorernas tillkomst. Kring sekel-
skiftet 1900 uppkom tvivel pa de axiomatiska grundvalarna for den abstrakta matematik
som just hade borjat utvecklas framforallt med stod av mangdteorin. Betrand Russell
hade genom sin paradox visat att oinskrankt mangdbildning kan leda till en motsagelse.
(/Ir klassen av alla mdngder som inte tillhor sig sjilv en mdangd?) Aven andra principer,
sasom urvalsaxiomet, hade visat sig ha forbryllande och onaturliga konsekvenser, &ven om
det inte ledde till rena motsagelser. Ernst Zermelo visade exempelvis att de reella talen
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kan véalordnas. I denna tidsstamning inledde den framstaende hollindske matematikern
Luitzen E.J. Brouwer en kritik och omarbetning av grundvalarna for matematiken som gick
djupare an tidigare, till sjalva logiken snarare an axiomen. Genom sin s.k. intuitionistiska
matematik ville han stélla matematiken pa en tillforlitlig och intuitiv grund. Hans idé var
att varje bevis maste bygga pa en s.k. mental konstruktion. Vid denna tid (1910-talet)
fanns varken programmeringssprak, eller nagot exakt algoritmbegrepp, men det visade
sig senare att begreppet mental konstruktion kunde tolkas som algoritmisk konstruktion.
Detta krav ledde Brouwer till att avvisa en logisk princip som tagits for given sedan Aris-
toteles, namligen lagen om det uteslutna tredje. Denna utsager att for varje pastaende A
géller A eller icke-A. For konkreta, andligt verifierbara pastaenden fanns det inget skél
att betvivla denna lag. Det problematiska var enligt Brouwer nar A var ett pastaende som
innefattade kvantifikation over en oandlig méangd, t.ex. mangden av heltal. Brouwer visade
att det var mojligt att utveckla matematiska teorier dven utan antagande av denna lag.
Det skall ndmnas att Brouwer aldrig fick sarskilt manga anhéngare till sin konstruktiva
matematiska filosofi, men den utvecklas alltjamt (se Bishop-Bridges 1985, Bridges-Richman
1987). Déremot fick Brouwers filosofiska idéer stor betydelse inom logiken och via denna
aven en plats inom datalogin.

1 Icke-konstruktiva bevis

Vi skall har illustrera hur lagen om det uteslutna tredje anvands i nagra existensbevis, och
hur detta kan leda till att det algoritmiska innehallet forsvinner.

Sats 1.1 Det finns irrationella tal a och b sidana att a® dr ett rationellt tal.

Bevis. Som bekant #ir v/2 ett irrationellt tal. Betrakta talet \/5\/5 Enligt lagen om det
uteslutna tredje ar talet rationellt eller irrationellt. Om det &r rationellt, sa blir beviset

fardigt genom att sitta a = b = /2. Om det &r irrationellt, 1t a = \/5\/5 och b =+/2. Da
ar a’ rationellt, eftersom det till och med ar

ot = (V27 = (V2) = 2.m

I detta existensbevis sa har vi inte avgjort vilket av talen a = /2 eller a = \/5\/5 med

b = /2 som ger det avsedda exemplet. (Man kan faktiskt visa att \/5\/§ ar irrationellt
men detta kraver avsevart mer matematisk teori och beviset upptar ett par boksidor. Ett
alternativt exempel fas av talen a = e och b = In 2, men beviset for deras irrationalitet ar
svarare an det for v/2.)

Manga klassiska existensbevis borjar “Antag att det inte finns nagot objekt x sadant att
...7, och resten av beviset dgnas at att harleda en motsagelse. Har ar ett enkelt exempel.

Sats 1.2 Varje odndlig foljd (ar)5>, av naturliga tal har en minsta term, dvs. det finns
ett n sadant att ar, > a, for alla k.



Bevis. Lat (ax)3, vara en foljd av naturliga tal. Antag att det inte finns nagon minsta
term i foljden, dvs. att for varje k finns &' > k med ay, > a. Lat kg = 0. Enligt antagande
finns k; > ko med ag, > ay,. Igen, enligt antagandet, finns ky > k; sadant att ax, > ay,.
Fortsétter vi pa detta satt far vi en foljd kg < ky < ky < --- sadan att

Ao > Ay > Qfy > = °

Eftersom denna delf6ljd av (ay ), minskar atminstone med 1 for varje steg, har vi kg1 < 0.
Detta ar motsagelse, ty vi antog att talen i foljden var icke-negativa. B

Detta existensbevis ger ingen som helst information om var minimum antas. Denna typ
av informationslosa existensbevis ar inte ovanliga i matematisk analys. Exempelvis bygger
vissa resultat om existens av 16sningar till differentialekvationer pa sadana bevis (Cauchy-
Peanos existenssats). Det finns relativt enkla exempel pa ordinéra differentialekvationer
som ej har nagon effektivt berdknebar 16sning, men som dock har en teoretisk 16sning (se
Beeson 1985).

Konstruktiv matematik och logik bygger pa att existensbegreppet tas pa storre allvar
an i klassisk matematik: att bevisa att ett visst objekt existerar ar det samma som att ge
en metod for att konstruera det.

Ovningar

1.1. (For den som é&r bekant med algebraiska och transcendenta tal.) Talen e och w
dr transcendenta. Visa att e + 7 eller e — 7 &r transcendent. (Detta har ett klassiskt
enradsbevis, men det &ar inte ként vilket av talen som &r transcendent!)

2 Typad lambdakalkyl

Vi skall har ge en kort inledning till den lambdakalkyl som behovs for att precisera be-
greppet (mental) konstruktion. For en fullstdndig framstéllning av kalkylen, se Hindley
och Seldin 1986 eller Barendregt 1992.

Lambdakalkylen introducerades 1932 av den amerikanske logikern Alonzo Church, ur-
sprungligen for att ge en formalisering av matematiken. Den kom snart att fa en anvandning
for att precisera begreppet berdknebarhet. John McCarthy utgick fran denna kalkyl
nar han konstruerade programmeringspraket LISP, vilket kom att bli utgangspunkten for
senare generationer av funktionella programmeringssprak sasom (S)ML och Haskell.

Vi infér och studerar en typad version av lambdakalkyl. Forst definierar vi begreppet typ
induktivt.

Definition 2.1 Typer.

(i) N &r en typ (typen av naturliga tal).



(ii) Om A och B é&r typer, sa ér (A x B) en typ (produkttypen av A och B).
(iii) Om A och B &r typer, sa dr (A — B) en typ (typen av funktioner fran A till B).

(iv) Om A och B ér typer, sa ar (A + B) en typ (den disjunkta unionen av A och B).

Exempel pa typer éar
(N— (N xN)) (N+ (N xN)) — N).

For att nedbringa antalet parenteser infor vi konventionen att X binder starkare an +,
vilken i sin tur binder starkare &n —. Ovanstaende typer skrivs harmed

N—-NxN N+NxN— N.

Dessutom anvénder vi ibland konventionen att — associerar till hoger, sa att N — N — N
skall ldsas N — (N — N) och inte (N — N) — N.

Anmairkning 2.2 Typkonstruktionerna (i) — (iii) dr vélbekanta fran SML, men betecknas
dar nat, A * B respektive A -> B.

Vi skall nu definiera termerna, eller “programmen” i lambdakalkylen. De viktigaste kon-
struktionerna &ar abstraktion, \x — b, och applikation, apply(f,a). Abstraktionen bildar
fran b en ny funktion Az — b av en utvald variabel x. Om b har typen B och z har typen
A, sa far den nya funktionen typen A — B. I Axr — b ar x en bunden variabel. App-
likationen apply(f, a) tillampar en funktion f pa ett argument a. Sambandet mellan dessa
konstruktioner ges av (3-regeln

apply(Ar — b, a) = bla/z], (1)

dar hogerledet betyder att a har substituerats for x i b. En forutsattning for att regeln
skall fa tillimpas ar att inga variabler i a blir bundna vid substitutionen. Liksom i forsta
ordningens logik har de bundna variablernas namn har ingen betydelse. Detta uttrycks
med a-regeln:

A — b= Ay — bly/z], (2)

déar y ar en variabel som ej forekommer i b. Genom att anvinda denna regel kan vi alltid
tillse att S-regeln ar tillampbar. (I SML skrivs Az — b som (fn x => b). Observera
att standardbeteckning i de flesta framstallningar av lambdakalkylen ar A\z.b istéllet for
Az —b.)

En annan viktig konstruktion ar parbildning: om a har typ A och b har typ B, sa kan vi
bilda paret av dessa, (a,b), som har typ A x B. Det finns tva projektionsfunktioner, eller
selektorer, som plockar ut forsta och andra komponent ur detta par

#1<<&, b>) = a, #2(<CL, b)) =b. (3)



Den tredje typkonstruktionen ar disjunkt union A+ B av tva typer. Denna ar intuitivt av
unionen av A och B, men dar man markerar fran vilken av méngderna elementet kommit,
den vénstra eller den hogra. (Detta kan behovas om A = B.) Typen har tva konstruktorer,
inl och inr. Om a har typ A, sa har inl(a) typ A+ B. Om b har typ B, sa har inr(b) typ
A+ B. For att uttrycka att varje element har nagon av dessa former inl(a) eller inr(b),
infor vi en fallatskiljare when. Om f har typ A — C och g har typ B — C, sa galler att
when(d, f, g) har typ C'. Denna har berikningsreglerna

when(inl(a), f,g) = apply(f,a),  when(inr(b), f,g) = apply(g,b). (4)

I SML finns ingen primitiv typbildare som fungerar som +. Daremot kan man definiera en
ny typkonstruktion

datatype (’a,’b) sum = inl of ’a | inr of ’b

De naturliga talen representeras enklast med unéar notation: 0 har typ N, om n har typ N, sa
har det efterfoljande talet, S(n), typ N. Talet 3 representeras saledes av termen S(S(S(0))).
En sadan term benidmns numeral och betecknas 3. Vi introducerar en operator rec som
medger en generaliserad form av primitiv rekursion (jamfor Salling 1999): for f av typ A
ochgavtypN— A — A

rec(0, f,g) = f, (5)
rec(S(n), f,g) = g(n)(rec(n, f,g)). (6)

Vi definierar nu termerna formellt. Vi anvander forkortningen a : A for att a ar en term
av typ A.

Definition 2.3 Termer.

Till varje typ A hor odndligt manga variabler 24, y#, 24, ... som #r av typ A.
Om f:(A— B)ocha: A, saapply(f,a): B.

Om b : B och 2 ir en variabel, si A\x* — b: (A — B), och variabeln x4 binds.
Oma: Aochb: B,sa(a,b): (Ax B).

Om c: (A x B), sa #1(c) : A och #3(c) : B.

Om a: A och B ér en typ, sa inl(a) : (A+ B).

Om b: B och A ér en typ, sa inr(b) : (A+ B).

Omd:(A+B), f:(A—C)ochg:(B— C),sawhen(d, f,g):C.

Oma:N, f:Aochg:(N— (A— A)),sarec(a, f,g): A

Vi utelimnar ofta typinformationen A fran variabler z (eller andra termer) nir den kan
hérledas fran sammanhanget. Uttrycket apply(f,a) forkortas f(a). Pilen — binder svagast
varfor uttrycket Az — f(a) skall ldsas Az — apply(f,a), medan apply(Az — f,a) skrivs

Az — f)(a).



Lambdakalkylen ar en ekvationell teori, dvs. en teori dar bara likheter mellan termer
forekommer. “Formlerna” &ar saledes uttryck av formen s = t, dar s och ¢ ar termer av
samma typ. Som axiom antar vi alla instanser av likheterna (1), (2), (3), (4), (5), (6) och
t = t. Harledningsreglerna ar

t1 =12 b1 =1o 1o =13
o =1 ty =13
1 =1t 1 =t

tlt/a] =tolt/x]  tlt/y] = tlt2/y]
och syftar enbart till att administrera kalkyler i deluttryck. Med hjalp av dessa kan man
kalkylera som forvantat.

Exempel 2.4 Komposition av funktioner. Lat
comp =aes AfP7C = Ag?7F — hat — f(g()).

Denna term har typen (B — C) — (A — B) — A — C. Vi har comp(f)(g)(z) =
fg()).

Exempel 2.5 Foregangarfunktionen pd : N — N definieras av
pd =gef Ax — rec(x,0, A\n — Ay — n).

Vi har
pd(0) = rec(0,0,A\n — Ay — n) =0

och
pd(S(x)) = rec(S(z),0,A\n — Ay — n)
(An — Ay — n)(x)(rec(x,0, \n — Ay — n))

(A\y — x)(rec(z,0, A\n — Ay — n))

= X

Exempel 2.6 Multiplikation med 2. Definiera
double =g4¢f A — rec(x,0, \n — Ay — S(S(y))).
Vi har double(0) = 0 och double(S(x)) = S(S(double(x))).

Exempel 2.7 En representation av hela tal. Lat Z = N + N och lat inl(m) sta for det
negativa talet —(m + 1) medan inr(n) star for det icke-negativa talet n. Man verifierar
enkelt att denna term byter tecken pa ett heltal:

neg =gef Az — when(z, Au — inr(S(u)), Av — rec(v,inr(0), \n — Ay — inl(n))).
Dvs. att vi har neg(inl(m)) = inr(S(m)), neg(inr(0)) = inr(0) och neg(inr(S(m))) = inl(m).
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Exempel 2.8 Definiera en lambda-term I av typ (A — A) - N — (A — A) sadan att
nar den tillampas pa en numeral 77, som foljer, sa

I(f)(m) = Az — f(f(-- fz)--)))

dar antalet f i hogerledet ar n. Vi ser att hogerledet svarar mot att sammansatta f med
sig sjalv n ganger. For att gora detta anvander vi rekursionsoperatorn.

I =4t Af — An — rec(n, \x — x, A\m — Ag — comp(f, g))

Anmirkning 2.9 Det dr naturligt att betrakta likheterna (=) som berédkningsrelationer
riktade fran vanster till hoger, sa att exempelvis #;({a, b)) = a blir #;({a, b)) berdknar till
a. Pa sa sétt kan vi betrakta den typade lambda-kalkylen som ett programmeringssprak.
Den har den ovanliga egenskapen att alla program terminerar. Att visa detta ar my-
cket komplicerat, se exempelvis (Hindley och Seldin 1986) for ett bevis for en forenklad
kalkyl. Att alla program terminerar medfor ocksa att programmeringsspraket inte ar Tur-
ingfullstandigt, dvs. det finns en Turing-beraknebar funktion som inte kan representeras
som en lambdaterm. (JAmfor Ovning 2.5 nedan.) Dock innehaller det alla program som
kan bevisas terminera i teorin for Peano-aritmetik.

Anmirkning 2.10 I (ren) otypad lambdakalkyl anvénds endast abstraktion och app-
likation. Den har, som namnet anger, inte nagra typer sa varje term kan appliceras pa
vilken som helst term, till och med sig sjilv. Exempelvis ar (Ax — x(z))(Az — z(z)) en
valbildad term. Om man tillampar (-regeln far man tillbaka samma term! Detta innebar
att det finns icke-terminerande program i kalkylen. Trots den extrema enkelheten hos den
otypade kalkylen ar den Turingfullstandig. Det ar dock relativt komplicerat att visa detta,
och gjordes forst av Turing 1936, byggandes pa resultat av S.C. Kleene.

Ovningar

2.1 Verifiera likheterna i Exempel 2.6, 2.7, 2.8.

2.2 Konstruera en lambdaterm e : N — N — N sadan att

e(0)(0) = S(0)
e(0)(S(y)) = 0
e(S(x))(0) =

e(S(x))(S(y)) = e(@)(y)

Detta ar alltsa en funktion som kan anvandas for att avgora om tva tal ar lika.

2.3 Visa att varje primitivt rekursiv funktion kan simuleras av en lambdaterm.
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2.4 Det ar kiant att Ackermann-funktionen a : N x N — N, definierad av

a(0,n) = S(n)
a(S(m),0) = a(m,S(0))
a(S(m),S(

n)) = a(m,a(S(m),n)),

vaxer alltfor fort for att kunna vara en primitivt rekursiv funktion. Visa att den kan
definieras i den typade lambdkalkylen med hjélp av rekursionsoperatorn rec. [Ledning
1: expandera definitionen av a(S(m),n) i hogerledet. Ledning 2: definiera en funktion
b:N — N — Nsaatt a(m,n) = b(m)(n). Anvind eventuellt ocksa Exempel 2.8]

2.5 (a) Lat f: Nx N — N och lat g(n) = f(n,n) + 1. Visa att det inte finns nagot m sa
att f(m,n) = g(n) for alla n.

(b) Visa att g ar beréknebar, om f &r beréknebar.

(c) Antag att lambdatermerna innehaller tillracklig information for att bestdmma deras
typ pa ett entydigt satt. Detta kan goras genom forse apply, when, rec, inl, inr med typinfor-
mation: appIyAB7 wheny g ¢, recy,inly g, inry g (se Definition 2.3). Argumentera informellt
for att foljande funktion ar totalt definierad och beraknebar

k om m i basen 2 ar Ascii-kod for en lambdaterm ¢ av typ N — N,
f(m,n) = och k ar vérdet av t(m).
0 annars.

Anvénd det faktum att t(x) alltid terminerar med en numeral som virde da x &r en
numeral. (Vi férutsitter att specialtecknen \, — kodas pa lampligt sétt.)

(d) Visa med hjalp av (a) — (c) att det finns en berdknebar funktion som inte kan
beréknas av nagon term i den typade lambdakalkylen (som presenterats i detta kapitel).

3 Konstruktiv tolkning av de logiska konnektiven

Enligt Brouwer maste varje bevisat pastaende A bygga pa nagon (mental) konstruktion a.
Konstruktionen a kan betraktas som ett wvittne till A:s sanning. Vi skall anvanda de lamb-
datermer som introducerades i kapitel 2 som konstruktioner. Denna konstruktiva tolkning
fortydligades senare av Arend Heyting (en elev till Brouwer) och av A.N. Kolmogorov
(for 6vrigt den moderna sannolikhetsteorins grundare) och kallas darfor Brouwer-Heyting-
Kolmogorov-tolkningen (BHK-tolkningen).

Det skall papekas att klassen av konstruktioner inte &r begransad till de lambdatermer
vi inférde, utan kan behéva utvidgas ndr man upptécker nya konstruktionsmetoder (se
dock Anmérkning 3.5). Det finns emellertid begrdnsningar. Man skulle kunna tro att
detta ar en konstruktion

f(n) = 1 det finns n konsekutiva 7:or i decimalutveckligen av talet m,
| 0 annars.



Detta &r, a priori, inte en konstruktiv funktion eftersom ingen har (dnnu) astadkommit en
algoritm som kan avgora om det finns n 7:or i decimalutveckligen av 7. Fallvis definition
ar tillaten bara om vi kan effektivt avgora vilket fall som géller, for givna parametrar.

BHK-tolkningen. Vi forklarar vad det betyder att a ar ett wvittne till att pastaendet A
ar sant med induktion pa formen av A. Detta uttrycks kortare som att a vittne till A eller
att a bevittnar A.

e | har inget vittne.

p bevittnar s =t omm p = 0 och s och t berdknas till samma sak.

p bevittnar A A B omm p &r ett par (a,b) dir a bevittnar A och b bevittnar B.

p bevittnar A — B omm p ar en funktion som for varje vittne a till A ger ett vittne
p(a) till B.

p bevittnar AV B omm p har formen inl(a), i vilket fall a bevittnar A eller p har
formen inr(b), i vilket fall b bevittnar B

p bevittnar (Vx € S)A(z) omm p ar en funktion som till varje element d € S, ger ett
vittne p(d) till A(d).

p bevittnar (dx € S)A(x) omm p &r ett par (d,q) som bestar av d € S och vittne ¢
till A(d).

Mark att denna anvandning av ordet vittne generaliserar anvandningen i klassisk logik om
existenspastaenden: Man siger att 2 dr ett vittne till att (3x) 2? = 4 sann.

Ett pastaende A ar giltigt under BHK-tolkningen, eller konstruktivt sant, om man kan
finna en konstruktion p sadan att p bevittnar A. (Ofta séger man att p ar ett bevis for A,
men for att inte blanda ihop detta med formella harledningar anvénder vi har ordet vitine.
Konstruktionen p kallas i den alternativa terminologin bevisobjekt.)

Anmarkningar 3.1 I fallet for = kravs det att vi kan avgora om tva element &r lika.
Detta ar mojligt for naturliga tal, heltal, rationella tal och andliga datastrukturer som
listor och trad. Likhet for t.ex. funktioner kan definieras argumentvis. I V-fallet, indikerar
inl(a) eller inr(b) om det &r den vénstra eller hogra disjunkten vi har ett vittne till.

Har &r nagra exempel pa BHK-tolkningar. Vi anvénder konstruktioner fran typad lamb-
dakalkyl.

Exempel 3.2 1. p = Ax — x ar ett vittne till pastaendet A — A. Detta ar klart, ty om
a bevittnar A, sa p(a) = (Az — x)(a) = a och detta ar enligt antagande ett vittne till A.

2. Ett vittne till AN B — B A A ges av konstruktionen f = Az — (#2(x), #1(x)).



3. Betrakta pastaendet L — A. Ett vittne till detta &r en godtycklig funktion f sasom
f(z) = 42: Antag att a &r ett vittne till L. Men enligt BHK-tolkningen har L inget vittne,
sa vi har natt en motséagelse. Vad som helst foljer da, speciellt att 42 ar ett vittne till A.

Negation definieras genom —A =q4¢ (A — L). Att bevisa - A &r alltsa att bevisa att A kan
leda till en motségelse. Som vanligt definierar vi A «<» B att vara (A — B) A (B — A).

Exempel 3.3 Kontrapositionslagen (A — B) — (=B — —A) ér giltig under BHK-
tolkningen. Antag att f bevittnar A — B. Vi vill finna ett vittne till (=B — —A), dvs.
(B— 1) — (A — 1). Antag foljaktligen att g bevittnar =B och a bevittnar A. Dérmed ar
f(a) ett vittne till B, och saledes ar g(f(a)) ett vittne till L. Konstruktionen Aa — ¢(f(a))
bevittnar saledes =A. Abstraherar vi pa g ar det klart att A\g — Aa — ¢(f(a)) bevittnar
- B — —A. Konstruktionen

Af = Ag = da — g(f(a))

blir slutligen vittnet till kontrapositionslagen. R

Antag att vi har ett vittne p till pastaendet
(Ve e S)(3yeT)A(z,y). (7)

Da géller for varje a € S att p(a) bevittnar (Jy € T') A(a,y). Men p(a) &r ett par (c,q) sa
att ¢ bevittnar A(a, c). Det foljer att #2(p(a)) bevittnar A(a, #1(p(a))). Saledes definierar
f(z) = #1(p(x)) en funktion sadan att Az — #o(p(z)) bevittnar (Va € S) A(x, f(x)). Vi
har alltsa en metod att rakna ut y fran z.

Pastaenden av formen (7) kan exempelvis uttrycka en programspecifikation, dar S &r
typen for invéirdena, T &r typen for utvirdena och A(zx,y) beskriver de villkor programmet
skall uppfylla. Vittnet p ger nu ett program f som uppfyller specifikationen A.

Anmairkning 3.4 Lagen om det uteslutna tredje (LUT)
AV -A

har ingen en uppenbart giltig BHK-tolkning, eftersom vi maste finna en metod som givet
parametrarna i A avgér om A galler eller inte. Om man begrénsar konstruktionerna till
berdkningsbara funktioner kan man visa att (LUT) ej har en BHK-tolkning. Det &r ként
att det finns en primitivt rekursiv funktion 7" sadan att T'(e,z,t) = 1 om ¢ beskriver en
terminerande berékning (¢ en “programsparning”) for Turing maskinen e med input x, och
sadan T'(e,z,t) = 0 i annat fall. Man kan genom ldmplig kodning betrakta argumenten
till 7" som naturliga tal. Stopproblemet for e och z kan nu uttryckas med formeln

H(e,z) =qet (3t € N)T'(e,x,t) = 1.
Enligt lagen om det uteslutna tredje

(Ve € N)(Vx € N) H(e,z) V —H(e, x).
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Om detta pastaende skulle ha ett berdknebart vittne, sa skulle vi kunna avgora stopprob-
lemet, i strid med Turings resultat att detta ar algoritmiskt oavgorbart. Principen om
indirekta bevis, reductio ad absurdum (RAA) ——A — A kan visas vara ekvivalent med
LUT inom intutionistisk logik, sa denna saknar ocksa en BHK-tolkning. B

Vi har sett att ett vittne till ett pastaende kan betraktas som ett program, genom att lata
konstruktionerna vara lambda-termer. I nasta kapitel visas hur ett bevis av ett pastaende
A utfort med s.k. intuitionistisk logik ger upphov till ett vittne a till A.

Den andra ledande idéen, att betrakta pastaenden som datatyper, ar forverkligad i foljande
inskridnkta mening. Om vittnena till pastaendet A har typen S, och vittnena till pastaendet
B har typen T, sa géller

e vittnena till A A B har typen S x T,

e vittnena till A — B har typen S — T

e vittnena till AV B har typen S + T,

e vittnena till (Vo € N)A(z) har typen N — S
e vittnena till (3z € N)A(z) har typen N x S

Vittnena till s = ¢ har typen N. Eftersom L inte har nagra vittnen, kunde vi formellt lata
dessa ha typen N likasa. Det ar dock fordelaktigt att infora en sarskild tom typ. Utoka
Definition 2.1 med

() ar en typ.

Denna typ har inga konstruktorer. Eftersom vi ar sikra pa att sa ar fallet, infor vi for
varje typ A, och varje term ¢ av typ (), en term !4(c) av typ A.

I det ovanstaende ar det klart att pastaendet A:s motsvarande typ S kan innehalla termer
som inte ar vittnen till A. Exempelvis, for A; = (Vn € N)n = n? dr motsvarande typ
N — N. Denna innehaller termen Az — 0, vilken inte ar ett vittne till A;.

Det vore onskvért att kunna identifiera pastaenden med datatyper pa ett sadant satt
att ett pastaende A har ett vittne om, och endast om, den betraktad som datatyp ar
icketom. Logikern H.B. Curry insag att man for (intuitionistisk) satslogik kunde lata en
formel exakt svara mot en typ genom att infora typvariabler X som kan sta for godtyck-
liga typer, tomma eller icke-tomma (se Curry och Feys 1958). W.A. Howard utvidgade
1969 Currys idé till allkvantifierade pastaenden. Pastaende-som-typer principen kallas ib-
land &ven Curry-Howard isomorfin (sérskilt om ytterligare samband géller mellan bevisens
och programmens reduktionsrelationer; se Simmons (2000)). En fullfjaidrad version av
pastaenden-som-typer principen kom forst i och med den svenske logikern Per Martin-Lofs
typteori (1971). I detta och senare arbeten framgick hur denna princip kan generalis-
eras till manga andra logiska konstruktioner, till och med sadana som hor till den hogre
méangdteorin.
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For pastaenden innehallande individvariabler blir motsvarande typer betydligt mer
komplicerade. I exemplet A; ovan skall n = n? svara mot en tom typ S, = ) da n > 2 och
en typ innehallande 0, t.ex. S, = {0}, da n = 0,1. Detta krdver att man maste kunna
hantera s.k. beroende typer. Typen S,, beror pa n € N, ett element i en annan typ. Vi
aterkommer till typteorin i Kapitel 7.

Anmarkning 3.5 Det ar ocksa méjligt att anvanda otypade termer som konstruktioner.
En viktig metod ar Kleenes rekursiva realiserbarhetstolkning, dar konstruktionerna ar in-
dex for partiella rekursiva funktioner (se t.ex. Troelstra och van Dalen 1988). Dessa index
kan forstas som program for Turingmaskiner. Det kan havdas att inga ytterligare konstruk-
tionsmetoder ar nodvandiga om man godtar Church-Turing tesen. Emedan konstruktion-
erna i typad lambda-kalkyl, eller Martin-Lof typteori, kan forstas direkt och oberoende
av annan teori, med s.k. meningsforklaringar (Martin-Lof 1984), behéver de otypade kon-
struktionerna forstas inom nagon metateori.

évningar
3.1 Ge BHK-tolkningar for foljande pastaenden:
(a) ANB— Aoch ANB— B
(b) A— (B— AAB)
(c) A—- AvBoch B— AVB
d (A—-C)—(B—C)—(AvB—C())

(e) A= (B—4)

f) ( A-(B—-C))— ((A—=B)— (A—0C))
(g) L—A

() A(t) — (3 € D)A()

(i) (Vx € D)(A(z) — B) — ((3= € D)A(z) — B)), dér z ¢j forkommer fri i B

§

)
) A
)
)
) A
)
)
)
)
)
(k) (Vx € D)(B — A(z)) — (B — (Vx € D)A(z)), diir = ¢j forkommer fri i B.

)
(Vz € D)A(z) — A(t)
)

Dessa ar de logiska aziomen for (forsta ordningens) intuitionistisk logik. Dessutom tillkom-
mer modus ponens regeln och generaliseringsregeln: fran A, hérled (Vz € D)A.

3.2 Ge BHK-tolkningar for féljande pastaenden:
(a) —|—|—|A — —|A
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(b) —|<A V B) — —AN-B.
(¢) =(3x € D)A(z) « (Vz € D)-A(x)
3.3 Har nagon av foljande, klassiskt giltiga, formler BHK-tolkningar. Diskutera!
(a) =(Vx € D)A(z) — (Jz € D)-A(x).
(b) -(AANB) - =AV -B.

4 Intuitionistisk logik

Vi forutsitter att naturlig deduktion for predikatlogik dr vélbekant (se t.ex. van Dalen
(1997) eller Hansen (1997)). Ett system for naturlig deduktion ar foljande.

Harledningsregler:
A B ANB ANB
——— (AD 2 (AE1) "B AE2)
T
B A— B A
A" B™
A B AvB (C C
_Ah
1
% (LE) ——(RAAD)

Detta &ar den satslogiska delen av reglerna. Notera att ett avslutat antagande A betecknas
At harledningen, dar h ar en symbol som identifierar vilka antaganden som avslutas pa

samma gang. Symbolen noteras vid den regel som avslutar och maste vara unik.

A (Vz)A
(Vz)A (v1) Alt/x]

(VE)
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Zh

Alt/2] (An)A  C
(3z)A (D) C

(3E, h)

Reglerna for kvantifikatorerna har vissa begransningar. For (V1) géller att x ej far vara fri
i oavslutade antaganden ovanfor A. For (IF) géller att z ej far vara fri i C' eller i ostrukna
antaganden andra de markerade med h.

De ovanstaende reglerna utgor ett system for klassisk predikatlogik (utan likhet). Om regeln
RAA utesluts, fas ett system for intuitionistisk predikatlogik.

Giltighet under BHK-tolkningen. Vi visar att reglerna for det intuitionistiska sys-
temet ar giltiga under BHK-tolkningen, dvs att om vi har vittnen till pastaendena ovanfor
harledningsstrecket sa kan vi konstruera ett vittne till pastaendet under strecket. Notatio-
nen a : A anvands for uttrycka att a ar ett vittne till A. Vi forutsatter att kvantifikations-
doménen ar D. Att gora ett antagande A tolkas som att anta att nagon variabel x &r ett
vittne till A, dvs x : A.

a:A b: B c:ANB c:ANB
N —— (AF1 —— (AE2
(a,b):A/\B( ) #1(6):A( ) #g(c):B( )
z A"
b: B c:A— B a:A
1 E
)\:I:—>b:A—>B(_> ) apply(c,a) : B (= B)
a: b: B
@ ave Y wmiave V2
T A" y:Bh2
c:AvB d:C e:C VE b h
when(c, \e — d,\y —¢): C (VE. s o)
c: L
1FE
!(c):A( )
a:A c:(Vx)A
1 E
Axﬁa:(Vx)A(v) apply(c,t) : Alt/z] (VE)
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y:Ah

a: Alt/z] c:(dx)A d ::C’
d[#l(c>7#2(c>/x7y] : C

(3E, h)

Vi har visat

Sats 4.1 Reglerna for intuitionistisk logik ar giltiga under BHK-tolkningen.

Exempel 4.2 Vi harleder kontrapositionslagen i intuitionistisk logik och gor sedan BHK-
tolkningen:

f:A—>Bh3 a:A
fla): B
9(f(a)) : L
Aa— g(f(a)) : -
Ag — Aa — g(f(a)): =B — -A
Af = Ag = da—g(f(a)): (A= B) = (=B — -4)

g ~B"

(— E)
(—> I, hl)
<—> I, hg)

(—> I, hg)

Exempel 4.3 Vi hérleder och BHK-tolkar (3z) (AA B) — AA(3z) B, dér x ¢j &r frii A.

y: AN B"
yARD" w5 M
T (ABY L an
#aly) s A (@0} : G0)B
< Go(AnB)” (). @ fala) AN BB
(#1(#2(2). (#1(2). #alal2) : AN (o) B ot

Az = (#(#2(2)), (#11(2), #2(#2(2)))) - (Fz)(AAB) — AN (Fz)B

(Vad gor vittnet pa sista raden?)

Anmarkning 4.4 * For tydliggora vilka éppna antaganden som finns i en given position
i ett bevistrad brukar man anvanda en sarskild notation, ibland kallad sekventnotation.

Uttrycket
Al A B
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sdger att B ar bevisat under de Oppna antagandena A, ..., A,. Ordningen mellan an-
tagandena spelar ingen roll. Samma formel far forekomma flera ganger, men markdrerna
hi,...,h, maste vara distinkta. Se (Troelstra och Schwichtenberg 1996) for en formu-
lering av naturlig deduktion i denna notation. Under BHK-tolkningen blir markorerna
overflodiga och kan ersattas av variabler

x1: A, .. ., op Ay E b B. (8)

Modellteori for intuitionistisk logik.* Vi har sett att de intuitionistiska harlednings-
reglerna ar giltiga under BHK-tolkningen. Emellertid finns for denna typ av tolkning ingen
fullstdndighetssats (se van Dalen och Troelstra 1988). Den ar daremot fullstdndig for en
annan typ av semantik, s.k. Beth-Kripke-Joyal semantik. Den enklaste formen ar Kripke-
semantik, och vi hanvisar till (van Dalen 1997) for en introduktion till denna. Denna fyller
samma funktion som semantik for klassisk logik och ar mycket anvandbar for att bevisa
att ett logiskt pastaende ej kan bevisas med intuitionistisk logik. (Man kan exempelvis
enkelt ge negativa 1osningar till 6vningarna i 3.3.)

Ickelogiska axiom: induktion. BHK-tolkningar har ovan endast anvants for ren logik.
Det gar dven att verifiera vissa icke-logiska axiom med hjilp av BHK-tolkningen, t.ex.
induktionsschemat for naturliga tal. Det har vissa begreppsliga fordelar att skriva detta
schema som en eliminationsregel. Vi antar nu att kvantifikationsdoménen ar N. Induk-
tionsregeln

b: A(0) c: A(S(x)) (
rec(t,b, \x — Ay — ¢) : A(t)

induktion, h).

Ovningar

4.1 Hérled 3.1 (a) - (k) i intuitionistisk logik. (Genomfér gérna BHK-tolkningar av
hérledningarna och jamfér med konstruktionerna som erhélls i 3.1.)

4.2 Harled 3.2 i intuitionistisk logik.

4.3 Bevisa =——A < = A i intuitionistisk logik.
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5 Brouwerska motexempel™

I detta avsnitt diskuteras ett vanligt siatt att visa att ett pastaende ar konstruktivt obe-
visbart. Avsnittet kan med fordel forbigas vid en forsta genomlasning.

Det finns vissa enkla logiska principer, som ar trivialt sanna i klassisk logik, men som
inte kan bevisas konstruktivt. Dessa kallas allvetenhetsprinciper, (eng. principles of omni-
science) och uttrycks i regel i termer av odndliga bindra foljder. En odndlig binar f6ljd &r
en funktion o : N — {0,1}. Vi skall ge tva exempel pa sadana principer

(LPO) For alla odndliga bindra foljder « géller In oy, = 1 eller Vn a,, = 0.

(LLPO) Lat « vara en oéndlig bindr foljd med hogst en l:a. Da géller Vnas, = 0 eller
Vn Aopt1 = 0.

Det kan latt bevisas att foljande implikation galler
(LPO) = (LLPO).

Under en rekursiv realiserbarhetstolkning kan man visa att (LLPO) &r falsk, och saledes
dr dven (LPO) falsk (se t.ex. Troelstra och van Dalen 1988). Det gar ocksa att intuitivt
overtyga sig om att (LLPO) ej kan ha nagot konstruktivt bevis. Man kan lata a vara
en foljd som ar definierad av o, = 1 om n ar den forsta position i decimalutvecklingen
av m som inleder en svit av 100 7:or, och «, = 0 i annat fall. En konstruktivt bevis av
(LLPO) skulle omedelbart ge oss en metod att konstatera att sviten aldrig inleds pa en
udda position, eller att sviten aldrig inleds pa en jamn position.

Om P ar ett pastaende vars konstruktiva giltighet vi betvivlar, och man kan visa att
P medfér nagon av principerna LPO eller LLPO, sa kan vi upphora att leta efter ett
konstruktivt bevis for P.

Ovningar

5.1 Visa implikationen LPO = LLPO utan att anvanda LUT eller RAA.
5.2 Visa konstruktivt att Sats 1.2 implicerar LPO.

6 Klassiska och intuitionistiska bevis

Vi har sett att bevis i intuitionistisk logik har den intressanta egenskapen att program kan
extraheras ur dem. De flesta naturligt forekommande bevis (i larobocker eller matematiska
tidskrifter) anvénder klassisk logik. En naturlig fraga dr om det finns nagon systematisk
metod for att Oversitta klassiska bevis till konstruktiva bevis. Det &r klart att det maste
finnas begransningar i sadan metod med tanke pa motexemplen i foregaende kapitel. Kurt
Godel och Gerhard Gentzen visade att det finns en sadan metod for rent logiska bevis,
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och vissa enkla teorier, under forutsattning att utsagan A som bevisas far ersittas av en
(klassiskt) ekvivalent utsaga A*.

I klassisk logik dr de logiska konstanterna (konnektiv och kvantifikatorer) 3 och V egentligen
onodiga eftersom vi har foljande bevisbara ekvivalenser

AVB < —(-AA-B) (9)
(Fz)C — —=(Vx)-C (10)

for godtyckliga formler A, B,C. Faktum ar att om vi tar hogerleden som definitioner
av motsvarande logiska konstanter, och endast anvander RAA, (LFE) och introduktions-
och eliminationsreglerna for A, — och V, sa har vi ett fullstindigt system for klassisk
predikatlogik. En predikatlogisk formel dar de enda logiska konstanterna ar A, — och V
kallas A, —, V-formel.

Definiera Gddel-Gentzens negativa oversattning (-)* med rekursion pa A, —, V-formler:

o |"=1

Y

o R(ty,...,t,)" = —==R(t,...,t,) , om R ar en predikatsymbol,

e (ANDB) = A* A B,
e (A— B)"=A* — B*,
o ((Vz)CO)" = (Va)C*.

Det ar tydligt att det enda denna Gversattning astadkommer ar att satta in tva negation-
stecken framfor varje predikatsymbol. Uppenbarligen ar bevisbart A ekvivalent med A* i
klassisk logik.

Exempel 6.1 Lat R vara en binér predikatsymbol. En formel A = (Vx)(3y)(R(x,y) V
R(y,x)) ar klassiskt ekvivalent med B = (Vx)-(Vy)-—(-R(z,y) A =R(y,z)). Denna

formels Godel-Gentzen Gversattning B* ar

(V2)=(Vy) == (== R(z,y) A === R(y, ©))

Sats 6.2 Lat A vara en N\, —,V-formel. Om A kan bevisas 1 klassisk predikatlogik, sa kan
A* bevisas i intuitionistisk predikatlogik.

Bevis. Ett formellt bevis sker med induktion pa héarledningar. Eftersom bevisreglerna ér
identitiska, med undantag av RAA, behover man endast visa att

——A" — A* (11)
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kan bevisas i intuitionistisk predikatlogik, for varje A, —,V-formel A. Detta kan bevisas
med induktion pa formeln A. Man behover harleda foljande i intuitionistisk logik

F—o=l — 1,

F——==-B — =B,

-—A— A -—-B—BF-=(AANB) — AN B,

-—-B — B+ -=(A— B) — (A— B),

(Vz)(—=—A — A) F ——(Va)A — (Va)A.

Vi lamnar beviset av dessa som en ovning. R

En A, —, V-formel A kallas negativ om varje predikatsymbol i A féregas av en negation. I en
sadan formel kommer varje predikatsymbol i A* foregas av tre negationer. Intuitionistiskt,
galler =——=B < —B. Foljaktligen galler att en negativ formel ar ekvivalent med sin egen
Godel-Gentzen tolkning. Vi har

Korollarium 6.3 Lat A vara en negativ A, —,V-formel. Om A kan bevisas i klassisk
predikatlogik, sa kan den ocksa bevisas i intuitionistisk predikatlogik.

Sats 6.2 kan ibland utvidgas till vissa teorier T, sa att om A kan bevisas i klassisk predikat-
logik med axiomen fran 7', sa kan A* bevisas i intuitionistisk predikatlogik fran axiomen
T. Ett exempel ar nar T'= PA, forsta ordningens teori for aritmetik, Peano-aritmetiken,
med foljande axiom:

Vr)x =x
Vo)(Vy)lz =y —y=uz
Va)(Vy)(V2)[r =y Ay =2 — x = 2]
Va)(Vy)[z =y — S(z) = S(y)]
Vr)(Vy)(Vz)(Vu)[r =z Ay =u—x+y =2+ u
My)(V2)Vu)[r =zAy=u—x-y=2z-ul
(
)

A(0) A (Vo) [A(z) — A(S(x))] — (Vo) A(z),

dér A(z) ar en godtycklig formel i spraket {=,0,S,+,-}. For P kvantorfri géller till och
med att: om

A = (Va)(3y) P(z, y)
ar bevisbar fran axiomen i PA med klassisk logik, sa dr A redan bevisbar med intuition-
istisk logik fran axiomen (se Troelstra och van Dalen 1988). Eftersom A har formen av
en programspecifikation, kan man ibland anvénda detta, och liknande, resultat for att
extrahera program fran klassiska bevis (se Schwichtenberg 1999).
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ovningar
6.1 Lat P(z) vara en predikatsymbol. Lat A = (3Jz) P(z) V (Vx)-P(z). Eliminera

forekomster av V och 3 med hjilp av (9). Bevisa sedan Godel-Gentzen Gversidttningen
av den resulterande formeln i intuitionistisk logik.

7 Martin-Lofs Typteori

I Martin-Lofs typteori (Martin-Lof 1984) tillkommer flera nya begrepp sasom, beroende
typer, II— och >-typer, for att forverkliga pastaenden-som-typer principen.

7.1 Mangdteoretiska summor och produkter.

For att forklara II— och X-typer gar vi igenom ett par mindre valkanda méngdkonstruktioner.
Lat I vara en méngd, och lat A; vara en méngd for varje ¢ € I. Vi séger att A; (i € I) ar
en familj av mdngder. Den disjunkta unionen av denna familj &r en mangd av par

(3Xie DA, ={(i,a) |i € I,a € A;}.
(Vanliga alternativa beteckningar: >, ; A;, [1,c; Ai och U;c;A; — notera pricken.)
Exempel 7.1 Lat J = {1,2,3} och By = {0}, B, = {0,1}, B; = {1,2}. Da

(Xj € J)B; = {(1,0),(2,0),(2,1),(3,1), (3,2)}.

Exempel 7.2 Lat C,, = {m € N: m <n}, for n € N. Da

(Xn e N)C, = {(n,m) e Nx N|m <n}.

Betrakta aterigen en godtycklig familj A; (¢ € I) av méngder. Den kartesiska produkten
av denna familj ar en mangd av funktioner

(Mee DA, ={f: 1 = UictA; | (Vi€ I)f(i) € A;}

(Alternativ beteckning: [[,.; A;.) Detta ar alltsa méngden av funktioner f definierade pa
I, sadana att for varje ¢ € [ tillhor vardet f(i) méngden A;. Vérdeméngden A; beror
alltsa pa argumentet i. Darfor kallas ibland konstruktionen for beroende funktionsmdangd
(funktionstyp).
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Exempel 7.3 Lat B; (j € J) vara en familj av méngder som i Exempel 7.1. Da bestar
(Ilj € J)B; av fyra olika funktioner f,g, h, k, dér

0
7(2)=0
1

Exempel 7.4 Lat C, (n € N) vara som i Exempel 7.2. Notera att U,enC,, = N. Sa
(MMeN)C,={f:N=N|(VneN)f(n)eC,} ={f:N—=>N| (Vn eN) f(n) <n}.

Anmaéirkning 7.5 (Bindra summor och produkter) Lat I = {0,1} och Cy = A, C, = B.
Da
(3ie INC; ={(0,a) :ac A} U{(1,b) : b € B},

dvs en disjunkt union av A och B. Vi betecknar denna méngd med A + B. Vidare
(HZ € [)CZ - {f I — C(] U Cl ‘ f(O) € Co,f(l) € Cl}

Eftersom funktioner med definitionsomradet I kan betraktas som par, ser vi att (Ili € I)C;
ar vasentligen A x B.

Anmairkning 7.6 Antag att A, = A for alla i € I. Da giller (3i € I)A; = (I x A)
och (Ili € INA; = (I — A). Vi kan alltsa betrakta ¥ och II som generaliseringar av
konstruktionerna x och —.

7.2 Pastaenden som mangder

Lat oss nu se hur dessa konstruktioner kan anvéndas for att ge tolkningar av pastaenden
som mangder. Definiera en mangd E,,, som beror pa m,n € N genom:

Em,n_{ {0} omm=n

10 omm#n.
Vi har att E,, ,, ar icketom exakt da m = n.

Exempel 7.7 Pastaendet (In € N)m = 2n &r sant om, och endast om, m &r ett jamnt
naturligt tal. Betrakta nu méngden S,, = (X¥n € N) E,,,. Den enda mojligheten for
denna att vara icketom &r att (n,0) € Sy, for nagot n, vilket géller da m = 2n. Vi har

Sm # 0 < (In € N)ym = 2n.
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Exempel 7.8 Pastaendet (Vn € N)(n + k)? = n? + 4n + 4 ar sant om, och endast om,
k = 2. Bilda méngden T}, = (IIn € N) E, )2 p244n+4. Denna méngd ér icketom omm
funktionen f(n) = 0 tillhor méngden, dvs. om for alla n € N: E(, )2 p2 4444 = {0}, dvs.
(n+k)? =n?+4n + 4 giller. Alltsa:

(VneN)(n+k)i =n*+4n+4s T, #0.

Exempel 7.9 Pastaendet (VYn € N)[n = 0V (Im € N)n = m + 1] uttrycker att varje
naturligt tal ar O eller en efterfoljare. Motsvarande mangd blir

(IIn € N) [E 0 + (Em € N)E, 141].

Ovning: visa att denna innehaller (exakt) ett element.

7.3 Typteorin

Vi har i foregaende avsnitt endast givit en mangdteoretisk beskrivning av beroende typkon-
struktioner. Det ar ddrmed inte sakert att ett element i en mangd svarar mot en algorit-
misk konstruktion. For att gora bade princip (I) och (II) giltiga maste man astadkomma
algoritmiska motsvarigheter till beroende typer. Detta gors i Martin-Lofs typteori, som
ar en typad lambda-kalkyl som generaliserar kalkylen fran Kapitel 2 genom att infora
beroende typer. Systemet liknar en BHK-tolkad version av intuitionistisk naturlig deduk-
tion (se Kapitel 4), dar det som hérleds ar omddmen av formen a : A, vilka kan (valfritt)
lasas som (i) a har typen A eller (ii) a ar ett vittne till pastaendet A. Det visar sig att
denna idé att identifiera pastaenden med typer ocksa leder till begreppsliga férenklingar:
A och 3 kan sammanforas till konstruktionen ¥, medan — och V kan sammanforas till
[I-konstruktionen. Disjunktion V ges av typkonstruktionen +.

En nyhet i detta system ar att typer kan bero pa andra typer. Att en typ B beror pa
z . A betyder vasentligen att variabeln z forekommer fri i typuttrycket B. Man kan nu
tédnka sig &nnu en typ C som beror pa y : B och z : A, osv. Vi skall har utelamna vissa
aspekter av den formella hanteringen av beroende typer (se dock avsnitt 7.4 nedan).

[I-typen. Lat B vara en typ som beror pa z : A. Introduktionsregeln for II ar denna:

z: A

b: B 17
)\x—>b:(Hm:A)B( )

Eliminationsregeln ar

f:(lz: A)B a:A
apply(f,a) : Bla/x]
Tillhérande berdkningsregel ar (-regeln apply(Az — b,a) = bla/z] : Bla/x].

(IIE)
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For en typ B som ar oberoende av x, ser vi att detta blir BHK-tolkningen av reglerna
(— I) respektive (— E) for intuitionistisk logik.

Om A betraktas som kvantifikationsdoménen, ser vi att reglerna liknar dem for V. 1
intuitionistisk logik ar dock omdomena z : A och a : A dolda, eftersom alla variabler och
termer automatiskt har typen A. Om vi gor dessa omdémen explicita 6verensstammer
reglerna.

Y-typen. Lat B vara en typ som beror pa x : A. Introduktionsregeln for > ar

a:A  b:Bla/]
(a,b) : (Xx: A)B

(X1)

Om A forstas som kvantifikationsdoménen och B forstas som ett pastaende, ser vi att (31)
kan ldsas som regeln (37).

Om B ej beror pa x (s.a. Bla/x] = B), ser vi att regeln (XI) har samma form som
(AI). (Mangdteoretiskt géller i detta fall: (¥x € A)B = A x B, se Anmérkning 7.6.)

Eliminationsregeln for ¥ &ar foljande: antag att C' &r en typ som beror pa z : (Xx : A)B.

x:A y:B

c:(¥x:A)B d: C’t(x!y)/z]
split(c, \x — Ay — d) : Clc/z]

(XE)

Tillhorande berdkningsregel ar split({a,b), g) = g(a)(d) : C((a,b)).

Om C' ej beror pa z, och man tar hiansyn till dolda omdémen for kvantifikationsdoménen,
inser man att regeln (X F) 6verensstdmmer med (3E).
Om B ej beror pa z, C' = A, d = x har vi att

split({a,b), \e — Ay — z) = Az — Ay — z)(a)(b) = a.

Vi kan betrakta split(z, \z — Ay — x) som forsta projektionen #;(z), och dédrmed har vi
generaliserat (AE1). (Ovning: hur definieras #,(z) i termer av split?)

Anmarkning 7.10 [ formaliseringar av typteorin lampade for implementation, t.ex.
Alfa/Agda, forser man termerna med fullstdndig typinformation. Till exempel skrivs ut-
trycket split(c, \x — Ay — d) fullstédndigt som

split(A,\x — B, Az — C,c,\x — \y — d),

diar Ax — B anger att B &r en familj av typer som beror pa x (i A).

+-typen. Introduktionsregeln for den bindra summatypen (+) &r

a: A b: B

inl(a) : A+ B (+11) inr(b): A+ B (+12)

23



Lat nu C vara en typ som beror pa z : A+ B. Eliminationsregeln ges av

x: A y:B

c:A+B d: C[iﬁl(x)/z] e: C[in.r(x)/z]

When(c, Ar — d, \y — 6) . C[C/z] (+E)

Berdkningsregeln ar identisk med (4).
Vi overlater at lasaren att visa hur dessa regler generaliserar reglerna for V.

Anmarkning 7.11 Funktionell programmering och beroende typer. Som bekant har
typdisciplinen i ett typat programmeringsprak den nyttan att manga programmerings-
fel kan upptackas redan vid kompileringstillfallet. Beroende typer gor att denna disciplin
kan skdrpas ytterligare, och att &n fler programmeringsfel kan upptéckas. (Ett exempel pa
ett funktionellt sprak som utnyttjar sadana typer dr Cayenne (se Augustsson 1998).)

Antag att vi vill skriva ett program f som multiplicerar matriser A och B. For att
matrisprodukten AB skall vara véldefinierad maste antalet kolonner i A vara det samma
som antalet rader i B. Beteckna med M (r, k) typen av r X k-matriser. Vi kommer alltsa
att ha AB : M(r,k) ndar A : M(r,n) och B : M(n,k). Man kan ténka sig att f(A, B)
antar ett speciellt felvarde nar matrisernas dimensioner ar felaktiga. Detta innebar dock
att dimensionsfel ej upptéacks vid kompilering. Med beroende typer kan man daremot lata
f ha typen

(IIr : N)(IIn : N)(I1k : N)[M (r,n) x M(n, k) — M(r, k)],

varvid det blir omgjligt att skriva ett program som anvénder f och gor ett dimensionsfel!
En viktig fordel med Y-typer ar man inte behover ett sarskilt begrepp for moduler, som
t.ex. 1 SML. En modulspecifikation ar en typ av formen

(Sfi: A (Sfn: A) P(frs ..., f).

dar fi,..., f, ar funktioner eller operationer, och P(fi,..., f,) ses som ett pastaende som
beskriver deras inbérdes sammanhang och verkningssétt. Ett element (g1, ..., (gn,q) ) i
denna typ ar en implementation av modulen.

Bastyper och rekursiva typer. Vi ger reglerna for typerna () och N. Det finns ingen
introduktionsregel for (), daremot finns eliminationsregeln

c:l)
!A(C)IA

Den rekursiva typen N har introduktionsreglerna

(0E)

a:N
0:N m (NI).
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Eliminationsregeln ar en sammansmaltning av rekursionsoperatorn rec och induktionsregeln.
Lat C vara en typ som beror pa z : N.

x:N y:Clz/z
£N b C[0/2] e C[S(x)/4]
rec(t,b, \z — \y — ¢) : C[t/z]

(NE).

Berakningsregeln ar den samma som for rekursionsoperatorn i Kapitel 2.

Vi introducerar en grundldggande beroende typ L(z) som beror pa z : N.
L(0)=10 L(S(z)) =N.

Kombinerar vi denna med funktionen e i Ovning 2.4 har vi en beroende typ L(e(m)(n))
som ar tom exakt da m # n (jamfor F,,, i ovan). Vi kan nu skriva ner typerna som i
Exempel 7.7 — 7.9 i typteorin genom att byta tecknet “€” mot “:”.

Man kan enkelt utoka typteorin med regler for olika sorters upprakningstyper och rekursiva
typer av den form som finns i ML eller Haskell. Typen B av booleska varden &ar en
upprikningstyp med foljande introduktions- och eliminationsregler:

tt: B ff: B (BI)
For en typ C som beror pa z : B

c:B d: Cltt/z] e : CIff/z]

if(c,d,e) : Clc/z] (BE)

Berékningsreglerna ar if(tt, ¢, d) = ¢ och if (ff, ¢, d) = d.
Som annu ett exempel pa en rekursiv datatyp ger vi introduktionsregler for listor av
element av typ A
a: A ¢ : List(A)
cons(a, () : List(A)

Eliminationsregel: formuleringen lamnas som 6vning.

nil : List(A)

Varning. En viss forsiktighet maste iakttas nar man definierar nya rekursiva typer, sa att
inte egenskapen att alla program terminerar gar forlorad. Teorin kan ocksa bli inkonsistent.
(Om det exempelvis finns en rekursiv typ A sa att A = A — (), sa ar det latt att harleda
en motsdgelse.) Det finns syntaktiska kriterier som garanterar terminering, se (Dybjer
2000). I system som Agda (se Kapitel 8) har sadana kontrollfunktioner implementerats i
bevismaskinen.

Typuniversum. Ett typuniversum &r en typ U som bestar av andra typer, s.a. A ar en
typ for alla A : U. Syftet med ett typuniversum &r att medge kvantifikation 6ver typer,
och familjer av typer. Givet en typ X och B : X — U sa ar apply(B,z) = B(z) en typ
som beror av z : X. X — U kan alltsa ses som typen av alla typer i U som beror pa X.
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Exempel 7.12 Man kan infora ett litet universum U’ som bara bestar av typerna () och
N. Da kan man definiera L genom rekursion: lat C' = U’

L(z) =qer rec(z,0, \x — Ay — N)
Berikningsreglerna ger L(0) = () och L(S(z)) = N. B

I standardversioner av Martin-Lofs typteori finns ett universum Set som innehaller bastype-
rna () och N och som dessutom &r slutet under bildande av II-, - och +-typer. Det senare
betyder att vi har

o (IIz: A)B(x) : Set, om A : Set och B : A — Set,
o (Xx:A)B(x):Set, om A:Set och B: A — Set,
e A+ B:Set,om A : Set och B : Set.

Exempel 7.13 Med hjalp av ett universum kan man definiera typer som saknar motsvarighet
i (S)ML. T.ex. for n: N och A : Set,

F0)(A) = A
F(S(n))(A) = A— F(n)(A)

Vi har F(n)(A)=A — A— --- — A (n pilar), sa det antal argument som en funktion av
denna typ tar beror pa n. (Jamfor exemplet med matriser ovan.) Formellt kan vi definiera
F' som

An — rec(n, \A — A, x — Ay — A — (A — y(4)),
dér F: N — Set — Set. (Ovning: kontrollera detta med hjilp av beriikningsreglerna.) ®

Anmarkning 7.14 Typuniversum gor det méjligt att typa polymorfa funktioner (sadana
som verkar pa samma sétt oavsett typ), t.ex. konkatenering av listor

append : (ITA : U) [List(A) — List(A) — List(A)].
Da ar append(N) en konkateneringsfunktion for listor av naturliga tal. B

Det kan ibland vara nédvandigt att stapla universum pa varandra. Typen B = (XA :
Set)(Xn : N)F(n)(A) tillhor inte Set, eftersom vi inte har Set : Set. Vi kan saledes inte
bilda typen F'(n)(B), eftersom F kréver att B skall vara i Set. Foér kunna konstruera ett
F som kan ta B som argument kan vi inféra ett storre universum Set, som ar slutet under
I1-, - och +-konstruktioner och sadant att

e Set : Set,,
o A : Set, for alla A : Set.
Samma problem uppstar igen om vi i B byter Set mot Set,.

Anmarkning 7.15 Den enkla och radikala l6sningen att anta Set : Set leder dessvéarre
till en inkonsistent teori (se Martin-Lo6f 1971). Denna motségelse kallas Girards paradox. 1
praktiken kan man ofta klara sig med en eller tva nivaer av universum.
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7.4 Typteorin som formellt system™

I det formella systemet for Martin-Lofs typteori behover man inte bara regler som styr hur
omdomen av formen a : A far fallas. Typerna kan ndmligen inte definieras lika grammatiskt
enkelt som for lambdakalkylen i Kapitel 2. Att ett uttryck B(a) dr en typ kan bero pa att
vi tidigare konstaterat att a : A. Déarfor behovs en sarskild omdomesform for att nagot
uttryck ar en typ. T.ex. behover man regler av formen

z: A

A type B type z:N
(Ilz : A)B type L(z) type

Dessutom skall d&ven berdkningsreglerna ges sarskild omdomesform a = b : A, som star for
att a och b berdknar till samma sak av typ A. Pa grund konstruktioner som L(-) ovan
maste man aven kunna uttrycka att tva typer beraknar till samma typ, detta gérs med
A = B. Vi har exempelvis L(e(0)(1)) = L(0) = .
Man anvénder antagandelistor (se Anmérkning 4.4 ovan) for att administrera 6ppna
antaganden
'=ax:Ay,... 2, A,

En sadan lista kallas dven kontext. De ér for typteorin komplicerade eftersom ordningen
mellan antagandena har betydelse: A, kan bero pa samtliga variabler 1 : Ay,... z, 1 :
A, _1. Detta betyder att, i allménhet, kan ett antagande tidigt i listan ej strykas forran
de som kommer senare i listan strukits. For att administrera kontext har man annu en
sarskild omdémesform. Exempelvis maste man forst konstatera att nagot ar en typ innan
ett antagande att nagot variabel har denna typ far laggas till kontext:

'+ B type
I,y : B context’

Antaganderegeln ar

r1: Aq,...,x, A, context
xlel,...,xn:Anl—:ci:Ai

I implementationer av typteorin hanteras kontext och likheter av systemet, sa att regler
for dessa behover man inte bekymra sig om for att kunna anvanda teorin.

Ovningar

7.1. Gor ovningen i Exempel 7.9.
7.2. Formulera en eliminationsregel for den rekursiva datatypen List(A).

7.3. Definiera #,(+) i termer av split.
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8 Implementationer av typteori

En modern implementation av Martin-Lofs typteori &r Agda (C. Coquand 1998). Till detta
finns ett grafiskt granssnitt Alfa (Hallgren 1998). Vi beskriver syntaxen for Agda, som &r
en “osockrad” version av Alfas syntax. Man kan dven arbeta pa denna niva i Alfa genom
att begagna kommandot “Edit as Text”.

e Typtillhorighet betecknas i Agda med dubbla kolontecken a :: A.

e Funktionsapplikation f(a) skrivs genom sammanstéllning f a med mellanslag emel-
lan.

e En beroende funktionstyp (Ilz : A)B skrivs (z::A) -> B. I motsvarande lamb-
daabstraktion Ax — b skrivs alltid argumenttypen ut, och blir \ (z::A) -> b. (Da
B ¢j beror pa x kan man skriva A -> B.)

e Den tvastéalliga ¥-typen ar ett specialfall av en mer allmén posttyp (eng. record type)
eller generell ¥-typ, dar komponenterna dr namngivna. Exempelvis svarar (Xz : A)B
mot

sig { fst::A; snd::B[fst/x] }

Lat z vara ett element av denna. For att komma at komponenten med namnet fst
skrivs z.fst. Paret (a,b) : (Xx : A)B skrivs struct { fst = a; snd = b }

e Uppriakningstyper och rekursiva datatyper kan definieras pa liknande satt som i SML,
fast &n mer flexibelt, med hjialp av konstruktionen data. Ur en sadan definition
hérleds sedan konstruktorer och fallatskiljare case. Vi ger ett par enkla exempel:

Typen B definieras av data tt | ff

Konstruktorerna kallas tt@_ respektive ££@_. Svarande mot if(c, d, e) har vi case ¢
of { tt -> d; ff -> e}

Den tomma typen dr data utan konstruktorer, och dess fallatskiljare !(c) blir trivial:

case ¢ of { }

Naturliga tal N definieras rekursivt av Nat :: Set = data zero | S (n::Nat).
(I detta uttryck betyder Nat :: Set att den nya typen tillhér typuniversumet Set.)

Konstruktorerna i denna typ kallas zero®@_ respektive S@_. Fallatskiljaren som svarar
mot den rekursiva datatypen Nat &r case ¢ of {zero -> u;; S n -> uy}, ddr n
kan vara fri i us.

e [ Agda finns tva typuniversum kallade Set och Type (ndrmast svarande mot Sety
ovan). Dessa universum &r slutna under IlI-typer, generaliserade ¥-typer och bildande
av rekursiva datatyper.
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Definitioner i Agda har formen
f (uy :: dntypy) --- (v, :: o intyp,) i uttyp = def

dar f ar en identifierare for den funktion som skall definieras, vy, ..., v, ar variabler for
argumenten, uttyp ar funktionsvardets typ och def ar den definierande termen.

Exempel 8.1 +-konstruktionen fran Kapitel 2 definieras i Agda sa har

Plus (A::Set)(B::Set) :: Set
= data inl (x::A) | inr (y::B)

Plus ar alltsa en typbildare som tar tva typer fran universumet Set och bildar den disjunkta
unionen av dem i samma universum. Fallatskiljaren when kan definieras genom

when (A::Set) (B::Set) (C::Set)
(c:Plus A B)(d::A->C)(e::B->C) :: C
= case ¢ of {(inl x) -> d x;
(inr y) -> e y}

when har alltsa sex argument varav de tre forsta endast dr typinformation (vilken under-
trycktes i Kapitel 2; se dock Ovning 2.3). B

Exempel 8.2 Rekursionsoperatorn rec (Kapitel 2) definieras som

rec (A::Set)(a::Nat) (f::A)(g::Nat->A->A) :: A
= case a of { zero -> f;
(S %) > gx (rec Ax f g)}

I dessa exempel har vi inte utnyttjat beroende typer pa nagot vasentligt satt. Typuniver-
sumen gor att vi kan hantera dessa pa ett bekvamt satt. Typen A -> Set bestar av alla
alla familjer av typer i Set som beror av A. Vi kan infoéra forkortningen Fam A for denna
typ, i Agda:

Fam (A::Set) :: Type
= A -> Set

Exempel 8.3 Den generella rekursionsoperatorn (Kapitel 7) ger &ven induktionsprincipen,
och uttrycks sa har

rec (A::Fam Nat)
(a::Nat) (f::A zero@_)(g::(x::Nat)->(y::A x)->A (S@_ x)) :: A a
= case a of { zero -> f;
8x) >gx (recAxf gl
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Exempel 8.4 Den beroende typen L definieras genom

L (z::Nat) :: Set
= case z of {zero -> Empty;
(S x) -> Nat}

dar Empty: :Set = data.

Exempel 8.5 En modulspecifikation for funktioner som hittar godtyckligt stora primtal
kan skrivas sa har:

Primefinder :: Set
= sig {f:: Nat -> Nat;
correctl :: (n::Nat) -> Prime (f n);

correct2 :: (n::Nat) -> LessEq n (f n)}

dar Prime ar ett predikat som beskriver nar ett tal ar primtal, och LessEq ar relationen
< pa N. For z::Primefinder giller att z.f ar en funktion som givet n ger ett primtal
p > n. (Ovning: definiera Prime och LessEq.)
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9 Modallogik och Kripke-semantik

Modal satslogik kan betraktas som en logik som ligger emellan satslogik och predikatlogik
i uttryckskraft. Satslogiken utokas med modala operatorer som kan uttrycka exempelvis
tidsaspekter av pastaendens giltighet: alltid P, nagon gang P. Detta gors i sk. tidslogik
(eng. temporal logic) som fatt omfattande anvdndning inom verifikation av system och
program. Modala operatorer kan aven uttrycka kunskaplaget hos olika agenter i ett system:
007 vet P, 008 vet inte att 007 vet att P etc. Epistemisk logik behandlar sadan operatorer,
och har tillampning inom verifikation av behorighetssystem m.m.

Detta ar endast en mycket kortfattad inledning till modallogik och vi koncentrerar oss pa
mojliga-virldars semantik och modeller for intuitionistisk satslogik. Hughes and Cresswell
(1968) ar en klassisk introduktion till modallogik. En kortfattad nyare framstéllning med
tonvikt pa tidslogik ar Stirling (1992).

Vi paminner forst om semantiken for satslogik. Lat P vara en fixerad oandlig méngd av
satslogiska variabler. En wdrdering av dessa variabler ar en funktion V' : P — {0, 1}, dér
V(Q) = 1 betyder att @ halls for sann, medan V(@) = 0 betyder att @) halls for falsk.
Denna virdering utvidgas som vanligt (se exempelvis Hansen 1997) till satslogiska formler
over P genom en rekursiv definition

) = min(V(A),V(B)),
V(AVB) = max(V(A),V(B)),
) = 1=-V(A4),

) = 0.

Vi definierar A — B som —A V B. Notera att V(A — B) =1 omm V(A) < V(B).

En modallogisk modell M &r en trippel (W, R, {V; }iew ) ddr W &r en icketom méngd, kallad
mangden av mojliga varldar, och dar vi for varje varld ¢ € W, har en vardering V; av de
satslogiska variablerna P, och dér R &r en bindr relation pa W. Relationen R(s,t) skall
uttrycka att vérlden ¢ ar tillgdnglig fran varlden s, och kallas nabarhetsrelationen.

En formel A dr sann i en modallogisk modell M omm V;(A) =1 for alla t € W, dvs. om
den &r sann i alla méjliga varldar. Isafall skriver vi M | A.

Exempel 9.1 En modallogisk modell M = (W, R, {V, }+ew) kan anvindas for att beskriva
hur sanningsvarden varierar 6ver tiden. Ett typiskt exempel uppstar nar W = N och
R(z,y) &r relationen < y. Vi kan da tolka W som en méngd av tidpunkter och R som
relationen att ligga fore i tiden. Da beskriver V; de satslogiska variablernas sanningsvarden
vid tidpunkten ¢. B

I modallogiken betraktas nya logiska operatorer O och <, sk. modala operatorer. Modallo-
giska formler 6ver P definieras induktivt:
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e | och varje satslogisk variabel i P ar en modallogisk formel,
e om A ar en modallogisk formel, sa ar —A, OA och ©A modallogiska formler,

e om A och B ar modallogiska formler, sa ar A A B, AV B ar modallogiska formler.

Formlerna OA och ¢ A brukar i allménhet utlasas A dr nodvandig respektive A ar majlig.
De modala operatorerna ges en precis mening i en modallogisk modell M = (W, R, {V, }1ew):
utvidga varje V; till operatorerna genom

Vi(BA)

—1 & (VseW)R(Ls) — Vy(A) =1]
Vi(04) =1 ]

& (s e W)[R(t,s) NVs(A) =1].

Tanken med dessa definitioner ar i forsta fallet att A ar nodvandig i varlden ¢ om A &r
sann i alla véarldar s som kan nas fran t. I det andra fallet &r A mojlig i varlden t om A
ar sann i nagon varld s som kan nas fran ¢. Man kallar ibland tolkningen i modallogiska
modeller for mdjliga varldars-semantik (eng. possible world semantics).

Exempel 9.2 Vi aterknyter till modellen M = (N, < {V,}ien) 1 Exempel 9.1. T denna
modell betyder V,(OP) = 1 att V,(P) =1 for alla s > ¢, dvs att P &r sann fran tidpunkten
t och framat, medan V;(OP) = 1 betyder att P ar sann vid nagon tidpunkt s > ¢. Antag
att for de satslogiska variablerna H, (s =0,1,2,...) géller

1 omt>s
0 omt<s

v, - {

Da giller M = Hyg — OP omm Vi(P) = 1 for alla ¢ > 19, dvs att P &ar sann fran och
med tidpunkten 19. Medan M |= O(PV Hyg) betyder att P géller till och med tidpunkten
18 = 19-1. Kombinationen V;(OOP) = 1 betyder att for alla » > ¢ finns det s > r sa att
Vs(P) = 1, med andra ord, P &r sann vid odndligt manga tidpunkter efter ¢. Pa detta
satt kan modaloperatorerna anvandas for att beskriva olika tidsaspekter av ett systems
tillstand. W

Sats 9.3 Lat M = (W, R,{V, hiew) vara en modallogisk modell. Da gdller for alla véirldar
t € W och alla modallogiska formler A och B:

(a) Vi(CA) =V (=O-A),
(b) Vi(O(ANA B)) = V(DA N OB),
(¢) Vi(O(A— B)ANDOA) < V,(OB).
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Bevis. (a): Vi(-O0-A) = 1 omm —(Vs € W)[R(t,s) — Vi(=A) = 1] omm (Is €
W)[R(t,s) AN Vi(A) = 1].

(b): Ovning.

(c): Antag V;(O(A — B) AOA) = 1. Da géller V,(O(A — B)) =1 och V;,(OA) =1, sa
for alla s € W med R(t,s): Vs(A — B) =1 och V(A) = 1. Foljaktligen, Vi(B) = 1 for
alla s sadana att R(t,s). Alltsa V,(OB) =1. &

Denna sats medfor att foljande modallogiska formler ar sanna i varje modallogisk modell

M:

O(AAB) < OAAOB
D(A — B) — (DA — DB)

Allména egenskaper hos nabarhetsrelationen bestammer till stor del vilka modallogiska
axiom som ar giltiga. Nagra egenskaper hos relationen R som brukar betraktas:

e R reflexivomm (Vx € W) R(z, ).
o R symmetrisk omm (Vx,y € W)[R(z,y) — R(y, z)].

e R antisymmetrisk omm (Vx,y € W)[R(z,y) A R(y,x) — = = y.

R transitiv omm (Vx,y,z € W)[R(z,y) A R(y, 2) — R(z, 2)].

R ar en ekvivalenrelation omm R reflexiv, transitiv och symmetrisk.

R ar en partiell ordning omm R reflexiv, transitiv och antisymmetrisk.

R &r en linjar ordning omm R partiell ordning och (Vz,y € W)[R(z,y) V R(y, x)].
I modallogiska modeller med reflexiv nabarhetsrelation géller
OA — A.
Ar nabarhetsrelationen transitiv géller
0A — O0OA.

Detta ar en direkt konsekvens av nedanstaende sats

Sats 9.4 Lat M = (W, R,{V, hiew) vara en modallogisk modell. Da gdller for alla véirldar
t € W och alla modallogiska formler A:

(a) Om R dr reflexiv, sa V;(OA) < V;i(A).
(b) Om R dr transitiv, sa V;(DA) < V,(OOA).
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Bevis. (a): V;(OA) = 1 medfor speciellt att R(t,t) — Vi(A) = 1. Om R é&r reflexiv, sa
R(t,t) och féljaktligen V;(A4) = 1.
(b): Ovning. B

Anmarkning 9.5 Man kan dven betrakta modallogiska modeller med flera nabarhetsrelationer
M= (W,Ry,...,R,,{Vihiew). Till varje relation R; hor ett par av operatorer 0; och <;
definierade pa samma sétt som O och < &r i termer av R. (Se 6vning 9.8 nedan.)

Exempel pa sadana modeller uppstar i epistemisk logik, dar O, A betyder att agent k
vet A. De sk. introspektionsaxiomen for varje agent k ar

Ox(A — B) NOxA — OB
0,A4A— A

0,A — 0,0, A

-0, A4 — 0,0, A.

Man kan visa att dessa axiom ar uppfyllda om varje Ry ar en ekvivalensrelation (OVning
9.4).

Modeller for intuitionistisk logik. En modallogisk modell M = (T, <, {V, };er) kallas
Kripke-modell om < ar en partiell ordning och for alla satslogiska variabler Q:

s <t =Vi(Q) < Vi(Q). (12)

Denna monotonitetsegenskap (12) siger att satslogiska variabler som &r en sanna i en vérld
fortfar att vara sanna i senare varldar. Vi skall visa att monotonitetsegenskapen kan
utvidgas till en méangd formler. Definiera intuitionistisk implikation genom

(ADB)=0(A — B).

Intuitionistisk negation definieras av ~ A = (A D 1). Vi definierar induktivt en delméngd
av de modallogiska formlerna som vi kallar intuitionistiska formler

e | och varje satslogisk variabel ar intuitionistiska formler,

e Om A och B ar intuitionistiska formler, sa &r AAB, AV B och A D B ar intuitionistiska
formler.

Notera att i en Kripke-modell géller V;(A D> B) = 1 omm V;(0(A — B)) = 1 omm {0r alla
s>t
Vi(A) =1=V,(B)=1.

Lemma 9.6 Lat M vara en Kripke-modell. Da gdller for alla intuitionistiska formler A:

s <t = V,(A) < V,(A).
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Bevis. Induktion pa A. Basfallen ar klara enligt definitionen av en Kripke-modell. Fallen
da A = BAC och A = BV C foljer eftersom max och min &r monotona funktioner.
Betrakta nu A = B D C och antag att s <t och V;(A) = 1. Detta betyder att for att alla
r>s,

Vi(B)=1=V,.(C)=1.

Speciellt géller detta for alla r > ¢, eftersom > &r transitiv. Vi har alltsa visat V;(A) = 1.
Induktionen ar fullbordad. W

Vi beskriver ett naturlig deduktionssystem for intuitionistisk satslogik. Man betecknar
med I' A att A ar bevisbar i intuitionistisk logik under de 6ppna antagandena I' =
Ap, Ao, AL

Ay, ..., A, F A; (antaganderegeln)

I'A TFB I'FAAB T'HFAAB
I'FAAB I'-A I'-B

I'AFB I'FA> B I'cA
T'FADB I'B

'L
I'A

A -8B I'-AVB TL,A-C TI,BFC
TFAVB TFAVB TFC

Sats 9.7 Lat M wvara en Kripke-modell. Om A dar bevisbar i intuitionistisk satslogik, sa

gdller M = A.

Bevis. OmI'=A,,...,A,, lat ' — B beteckna A;A---NA, - B. Forn=0arIl — B
helt enkelt B. Vi visar med induktion pa hérledningar att for intuitionistiska formler I', B

'FB=—= MET—-B (13)

for alla T', B. (For - A foljer darmed att M | A.)

(D 1I)-regeln: Antag M =T,A — B, dar I' = Ay,..., A,. Vi har att bevisa att M |
' - O(A — B). Lat t vara godtycklig sadan att V;(A; A--- A A,) = 1. Lat nu s > t och
antag Vs(A) = 1. Enligt monotonitetsegenskapen (Lemma 9.6) hos intutionistiska formler
galler Vi(A; A--- AN A,) = 1. Déarmed foljer att Vi(B) = 1 fran det forsta antagandet. Vi
har visat att V;(O(A — B)) = 1.

Vi lamnar verifikationen av de 6vriga reglerna som en 6vning. B

Denna sats kan anvindas for att visa att en formel A inte ar bevisbar i intuitionistisk
satslogik: det récker att finna en Kripke-modell M med nagon vérld ¢ sa att V,(A) = 0.
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Exempel 9.8 Vi visar att Q V ~@Q (RAA) inte dr bevisbar i intuitionistisk satslogik.
Vi betraktar @) som satslogisk variabel. Konstruera en modallogisk modell M = (W, <
A Vihew) med tva mojliga vérldar W = {0,1} (tidpunkter), dar 0 < 1, och vérderingar
dér Vo(Q) = 0 och V1(Q) = 1. (Vi behover ej bry oss om andra variabler &n ).) Da géller

Vo(@V ~Q) = max(Vp(Q), Vo(~ Q) = Vo(~ Q) = Vo(B-Q)

Detta uttryck dr 1 omm for alla ¢ > 0: Vi(-Q) = 1. Men V1(-Q) =1 — V4(Q) = 0, sa
Vo(QV~Q)=0. Alltsi M £ QV ~Q.

Anmirkning 9.9 Nér en Kripke-modell M = (W, <, {V,}4ew) ar given, brukar utsagan
att A ar sann i en varld s ofta skrivas med sa kallad forcing-notation:

slFA =g V5(A) =1
(s I A utléses s tvingar A.) Med denna notation

slf L
sFAANB < slFAand slFB
slFAVB < slFAorslEB
slFADB& (Vt>s)[tIF A=t B]
slE~A<s (Vt>s)[tIfF Al

Det ar mojligt att utvidga Kripke-semantiken till intuitionistisk predikatlogik, och bevisa
en sundhets- och fullstdndighetssats for denna. Vi hanvisar till Troelstra och van Dalen
(1988) eller van Dalen (1997) for en utforlig framstéallning.

Ovningar
9.1 Vad betyder V;(¢OP) =1 i en modell som i Exempel 9.17
9.2

(a) Visa att O(AV B) « OAV OB giller i varje modallogisk modell for alla A och B

(b) Visa att O(AV B) < OAVOB ar falsk i nagon modallogisk modell for nagra lampliga
formler A och B.

9.3 Lat P och @ vara satslogiska variabler.
(a) Visa att ~~ P D P inte &r bevisbar i intuitionistisk logik.

(b) Visa att (P> Q) V (Q D P) inte ar bevisbar i intuitionistisk logik.

9.4 Antag att M = (W, R, {V,}+ew) &r en modallogisk modell. Lat A vara en godtycklig
modallogisk formel.
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a) Visa att om R &r reflexiv, sa giller M = OA — A.

(
(b) Visa att om R dr transitiv, sa giller M = 0A — OOA.

(
(d

)
)
c) Visa att om R &r symmetrisk, sa giller M = COA — A.
) Visa att om R ar en ekvivalensrelation, sa uppfyller O introspektionsaxiomen i M.
)

(e) Visa att om R &r en linjar ordning, sa giller M | OOCA « OCA

9.5 Lat M vara en modallogisk modell dar nabarhetsrelationen ar en linjar ordning. Lat
u € {0, O} beteckna en godtycklig stréng av modaloperatorer. Om A &r en modallogisk
formel, sa ar u A en modallogisk formel. Visa att u A ar ekvivalent med nagon av foljande
formler

A OA <©A OCA OOA
(Ledning: Anvénd 9.4.)

9.6% Lat M = (W, R,{Vi}tew) vara en modallogisk modell. Lat P vara en satslogisk
variabel. Visa att om M |= OP — P, for alla val av virderingarna V;, sa maste R vara
reflexiv. Detta dr omvéandningen till 9.4(a). Bevisa liknande omvéndningar till 9.4(b) och
9.4(c).

9.7 Antag att M = (W, R, {V;}+ew) &r en modallogisk modell, dar méngden av de mojliga
véarldarna &r W = Q och dér nabarhetsrelationen R(z,y) dr x < y. Observera att R ej ar
reflexiv. Visa att trots detta géller for alla modallogiska formler A:

(a) M = DOOA < OA (Ledning: anvind Q:s egenskap att z < y — (J2)x < z < y)
(b) M |z 00CA « OCA.

9.8 Betrakta en modallogisk modell M = (N, <, {V,}en) dér H; (t =0,1,2,...) &r satslo-
giska variabler med

1 omt > s,

0 omt<s.

v - {

(Jamfor Exempel 9.2.) Uttryck foljande med modallogiska formler som anvénder fixt antal
H-variabler (oberoende av m och n).

(a) P géller vid alla tidpunkter i intervallet [m,n] = {m,m+1,m+2,... n}.

(b) P géller vid nagon tidpunkt i intervallet [m, n].

9.9*% Antag att M = (Q, <, >, {V;}+cq) dr en modallogisk modell med tva nabarhetsrelationer
< och >. Definiera fran relationen < modaloperatorerna O, och <, och fran > modal-
operatorerna O_ och &_. Undersok vilka forenklingsregler finns det for dessa operatorer.
For vilka formler B = u A, déar prefixet u € {0, 0_, O} gar det att skriva om B
till en satslogisk kombination av formler med kortare prefix? (Jamfor Ovning 9.5.)
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