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Manga har nog slagits av hur svar talteori kan vara redan pa den ele-
mentéra nivan. Det &r forhallandevis enkelt att raka skriva ner en Diofantisk
ekvation dir det inte finns nigon kdnd metod for att bestdmma om den har
nagon losning. Fermats stora ”sats” ar ett bra exempel pa detta, vilken man
forst efter 350 ar lyckades bevisa. Ett objektivt skal till att talteorin ar svar
ar att den kan koda kombinatoriska problem. Detta upptéicktes, och anvin-
des pa ett genialiskt sétt, av Kurt Gédel i hans berdmda ofullstdndighetssats
— det kanske viktigaste resultatet inom logiken.

Genom att bara anvdnda symbolerna for addition, multiplikation, noll,
ett och logiska symboler kan man formulera problem i elementér heltalsarit-
metik som ar principiellt olosbara. Ingen dator kan avgora problemen, oav-
sett hur mycket tid eller minnesutrymme den har tillgdng till. Vi kommer i
denna artikel (avsnitt 1 —4) att visa hur detta kan vara mdojligt. Problem av
samma form, fast om den vanliga (reella) tallinjen, visar sig i princip kunna
avgoras av en dator (avsnitt 5). Den metod som ligger till grund for detta
kan anvéndas for att 16sa problem i analytisk geometri pa ett helt automa-
tiskt séatt. Vi ger ocksd exempel pd hur den kan anvéndas i ett populért
datoralgebrasystem.

1 Matematisk logik och Hilberts problem

Matematisk logik studerar vasentligen formerna fér matematiska resonemang
och berdkningar, och ar en relativt ung gren av matematiken. Runt sekel-
skiftet 1900 genomgick matematiken den sa kallade grundvalskrisen, som
hade sitt upphov i paradoxer (Russells paradox, Burali-Fortis paradox) som
upptéackts i alltfor lattvindiga axiomatiseringar av méngdldra. For att sa-
kerstélla den nya axiomatiska metoden foreslog en av den tidens ledande
matematiker, David Hilbert, att axiomatiska system och matematiska be-



vis sjdlva skulle studeras med matematiska metoder. Syftet var att bevisa
att inga paradoxer kunde uppstd i ett givet system, genom att undersoka
formen hos de mdjliga bevisen. For att detta skall vara meningsfullt méste
naturligtvis de metoder med vilket detta gors sjélva vara fria fran paradoxer
eller motsagelser. Dodsstoten till detta Hilberts ambitiosa program kom nér
Kurt Godel 1931 bevisade sin andra ofullstdndighetssats, som i grova drag
séger att varje motsdgelsefritt system som innehéaller axiom f6ér grundlég-
gande talteori inte (ens) kan bevisa sin egen motségelsefrihet. Ur den forsta
ofullstdndighetssatsen framgick att redan elementér talteori kunde innehélla
oavgorbara problem. Det senare resultatet stukade den radande optimismen
om matematikens obegrinsade framstegsmdojligheter, som Hilbert hade for-
mulerat i ordalagen inom matematiken finns inget ovetbart.

Vid den internationella matematikerkongressen 1900 presenterade Hil-
bert en lista av 23 problem for det kommande drhundradet. Dessa problem
har haft ett stort inflytande pa matematikens utveckling. Tre av problemen
kan, &tminstone i efterhand, hénforas till logiken. Det andra, konsistenspro-
blemet, kan i en mening sdgas vara om inte 10st, s& "upplost”, av Godels
satser. Hilberts program lever dock vidare i modifierad form inom en gren
av logiken, bevisteori, ddr man studerar om en teori dr motsagelsefri relativt
en annan, och férséker finna teorier vars motségelsefrihet dr evident i nadgon
mening. Viktiga bidrag till detta progam har gjorts av den svenske logikern
Per Martin-L&f. Det forsta problemet, om Cantors kontinuumhypotes, 16s-
tes 1963 av Paul Cohen genom hans bevis att hypotesen &r oberoende av
Zermelo-Fraenkels axiom (ZFC) for mangdldran. Det 10:e problemet i listan
motstod ldnge 16sningsforsoken:

10. Bestdmning av losbarheten av en Diofantisk ekvation. En
Diofantisk ekvation med ett godtyckligt antal obekanta och med ratio-
nella heltalskoefficienter dr given: ange ett férfarande, med vilket det
efter ett dndligt antal operationer kan bestimmas om ekvationen &r
l6sbar i rationella heltal. (Forfattarens dverséttning,.)

De (rationella) heltalen dr Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}. I modernt sprak-
bruk efterfragar Hilbert en algoritm for att avgora losbarheten 6ver Z. Det
Diofantiska problemet 6ver Z med en obekant kan skrivas som

anZ" + ap_1z" t+ a1z 4+ay=0

dar koeflicienterna ar heltal. Man kan forstds anvianda allminna metoder for
16sning av sddana ekvationer 6ver komplexa tal, men fér heltalslosningar finns



enklare knep att tillgd. En enkel uppskattning av storleken pa l6sningarna z
ges av
2| <1+ |an| ' max(lag|, lan-1],- -, la1, |ao])-

Det finns endast éndligt manga heltal z som uppfyller olikheten. En metod
fér att for att avgora losbarheten i Z &r helt enkelt att testa dessa heltal.

Nér det diofantiska problemet har flera variabler kan 16sningarna oftast
inte begrinsas sd att systematisk testning blir en giltig metod. Byggandes
pa tidigare resultat av Martin Davis, Hilary Putnam och Julia Robinson
bevisade den ryske matematikern Juri Matijasevic 1971 att det allm#nna
problemet &r algoritmiskt oavgorbart. Efter ett par inledande avsnitt som
forklarar fundamentala logiska begreppp, skall vi forséka ge en idé om beviset
och dess talteoretiska ingredienser.

2 Elementara problem

Ett av logikens bidrag under 1800-talet var att precisera och inféra symbo-
lism for det vardagliga sprék som anvinds nir man resonerar om matema-
tik. Detta banade vigen for utvecklingen av programmeringsspraken och f6r
mojligheten att automatisera dven teoretisk matematik. George Boole gav
symbolism och en logisk kalkyl (den booleska algebran) for ord som och,
eller, inte, medfor, om. Senare behandlades dven uttryck som for alla x,
det finns y 1 den sd kallade predikatkalkylen av Gottlob Frege. Vi skall in-
troducera begreppet elementdrt (eller forsta ordningens) matematiskt sprak.
"Elementért” syftar har pa att de objekt som kan diskuteras i spraket alla &r
element i en fixerad mangd D. Godtyckliga delméngder av D faller utanfor
sprakets uttrycksméjligheter. Vi kommer huvudsakligen att betrakta fallen
d& D &r ndgon av foljande méngder, de naturliga talen N = {0,1,2,3,...},
méngden av hela tal Z, mingden av rationella tal Q eller méngden av reella
tal R. I samtliga dessa méangder har de aritmetiska operationerna + och - en
Overensstdmmande mening. Ett pastdende som

Det finns ndgot x € D sddant att y =z -z (1)

har d4rfér mening i var och en av de ndmnda talsystemen, fast olika mening!
For D = N, Z séger pastaendet att y &r en perfekt kvadrat, for D = R
betyder det endast att y &ar icke-negativ. Ett gemensamt elementért sprak
bestdms av vokabuldren L = {+,-,0,1}. En term 6ver L &r ett vélbildat
uttryck som kan skrivas med hjélp av operationerna, + och -, samt variabel-
symboler z,vy,z,u,v,..., konstanterna 0,1 och parenteser. En saddan term



kan betraktas som ett polynom med naturliga tal som koefficienter. Har &r
ett exempel pa en term och motsvarande normaliserade polynom:

(@ (z-2)+((1+1)-2)-y) 2’ + 2zy

Ett atomdrt pdstdende ver L &r en ekvation av formen r = ¢, dér r och ¢
ar termer 6ver L. De atoméra pastdenden kombineras sedan till elementdra
pastdenden 6ver L genom att anvdnda olika logiska symboler. Vi paminner
om de satslogiska konnektiven: P A QQ betecknar P och Q, P V Q) betecknar
P eller @, —P star for icke P. Kvantifikatorerna (eller kvantorerna) talar,
som namnet antyder, om for hur ménga element z ett pastadende P(z) géller.
Deras rikneférmaga ar hogst begrinsad: universalkvantorn ¥ kan bara siga
att P(x) géller for alla x, medan ezistenskvantorn 3 bara kan séga att P(x)
géller for minst ett x. Salunda uttrycks existenspastdendet det finns ndgot
z € D sd att P(x) med (3z € D) P(z), medan universalpastaendet for alla
x € D gdller P(x) uttrycks som (Vx € D) P(x). Detta ér alla tillatna sitt att
bilda elementéra pastanden éver L. Pastaendet (1) blir i logisk symbolism

FrzeD)y=z-z. (2)

En variabel som inte ligger inom en kvantifierad variabels rickvidd kallas
parameter. Den enda parametern i (2) &r y. Nya begrepp kan definieras i
termer av elementéra pastdenden med parametrar. Ordningsrelationen < pa
N kan definieras s& héar

<Y et (FzeN)z+1+2z=y. (3)

Det vill siga = < y géller exakt d& det finns ndgot naturligt tal z som adderat
till z+1 blir y. Vi dverldmnar at l&saren att dechiffrera foljande definitioner:

r =Rest(m,n) Sger FEEN)M=kn+rA0=rVvO<r)Ar<n
k=Kvot(m,n) <4 (IreN)Ym=kn+rA0=rvOo<r)Ar<n
pprimtal 4o p>1A(Ym e N)[1 <m < p— Rest(p,m) > 0]

De naturliga talen tillsammans med operationerna addition och multiplika-
tion och konstanterna 0 och 1 bildar vad man brukar kalla en struktur. Vi
betecknar denna

N =(N;+,-,0,1)

for att skilja den fran mingden N.



Mer allmint kan man tala om en struktur

D= (D;R17R27"'7f17f27'"7017627"')

vilken bestar av en mingd D och dar R:n dr relationer pa D, f:n &r opera-
tioner pa D, och c:na dr konstanter i D. Ett elementdrt pistiende 6ver denna
far da anvinda konstanterna, operationerna och variabler for att bygga upp
termer, och de atoméra pastdendena far bildas med relationerna inklusive
=. Till exempel, om R; ir relationen < s& &r olikheten r < t ett atomért
pastiende narhelst 7 och ¢ ar termer. Vi skriver D = P(z4,...,z,) for att
beteckna att ett elementirt pastdende P 6ver D dr sant for parametrarna
Z1,---,Tn- 1 denna notation skriver man inte ut D i kvantoruttryck som
Vz € D och 3z € D, eftersom dessa kan utlisas ifran D. Exempelvis betyder
NE@2)z+z+1=ydet sammasom (z€N)z+2+1=y

En relation R pa en mingd D brukar identifieras med en delméngd R av
mangden D™ av n-tuppler (z1,...,2,) av element fran D. Langden n &r
fixerad for varje relation. Exempelvis motsvarar likhetsrelationen = pd N
méngden av par (n = 2)

{(0,0),(1,1),(2,2),...}.

Man skriver omvixlande R(z1,. .., ,) eller (x1,...,2,) € R {6r att uttrycka
att relationen R galler mellan elementen z1,...,%,. Relationen R C D™ &r
definierbar éver D om det finns ett elementirt pastdende P(z1,...,z,) Over
D sa att R(z1,...,%,) om, och endast om, D = P(zy,...,z,). Som vi sig
ovan ir till exempel < definierbar ¢éver . En funktion f : D® — D é&r
definierbar om relationen f(x1,...,%,) = Tp41 dr definierbar.

Det fundamentala begreppet vi skall intressera oss for &r detta. Vi sé-
ger att en struktur D &r avgdrbar om det finns en algoritm som for varje
elementirt pastdende P Over D, utan parametrar, avgdr om P dr sann el-
ler falsk. Vi kommer att betrakta strukturerna N samt Z = (Z;+,-,0,1),
Q =(Q;+,-,0,1), R = (R;<,+,,0,1) och nagra till. Det ar i dessa fall
klart att elementira pastdenden kan ges en precis syntax s& att de kan lasas
in i en dator och behandlas algoritmiskt. I dessa strukturer har ocksa rela-
tionerna och operationerna en overstimmande mening, s& det dr endast den
underliggande méngden N, Z, Q eller R som péverkar betydelsen hos ett
pastaende.



3 Definierbarhet i de hela och rationella talen

Gud skapade de naturliga talen — resten dr méanniskoverk.
Leopold Kronecker (1823-1891)

Vad som kan uttryckas i det elementéra spraket 6ver en struktur D bestam-
mer forstas hur svara problem som kan formuleras. De tre talsystemen N, Z
och Q visar sig vara i det ndrmaste likvirdiga i det avseendet. Ett elementéart
pastdende om Z kan Oversittas till ett ekvivalent pastdende om N genom
att betrakta ett heltal som ett par av naturliga tal (varvid deras skillnad ar
heltalet). Kom ih&g att negativa tal erkéndes relativt sent som sjalvstandiga
storheter inom matematiken! P4 motsvarande sétt kan en dversidttning fran
Q till N erhallas genom att betrakta trippler (m,n, k) av naturliga tal som
rationella tal (m —n)/(k+1). Detaljerna i detta &r inte sarskilt svira att ge-
nomfora. Oversittningar i motsatt riktning kriver djupare resultat i talteori.
Om man kan finna ett elementdrt pastdende N(z) s& att Z = N(z) géller
precis d& x dr ett naturligt tal, kan vi enkelt oversitta ett pastdende i N till
ett ekvivalent pastédende i Z, genom att systematiskt begréansa kvantorernas
och parametrarnas utstrickning med N(z). En saddant pastdende N(z) kan
erhéllas genom att utnyttja Lagranges beromda sats att varje naturligt tal &r
summan av fyra perfekta kvadrater. Vi kan dven anvinda ett annat resultat
av Lagrange (och Fermat) om vad som brukar kallas Pells ekvation

2 —Dy? = 1.
(Denna ekvation spelar dven en roll i 16sningen av Hilberts 10:e problem.)
Sats Om D ej ar en perfekt kvadrat, sd har Pells ekvation en losning ddr x
och y ar positiva heltal.
Man kan nu utan stérre besvir kontrollera att pastdendet N(z):
(Fuz=v?)vIzIY (@® =2 + 1Az =0A-y =0)

definierar de naturliga talen i Z. En betydligt svirare 6versittning dr den
fran Z till Q, som férst bevisades av Julia Robinson! (se Smoryrniski 1991).

!Julia (Bowman) Robinson (1919 — 1985) blev den forsta kvinnan att viljas in som
ledamot i den matematiska sektionen av National Academy of Sciences (USA), liksom den
forsta kvinnliga ordforanden for American Mathematical Society (1983). Flera lisvirda
biografier finns tillgingliga, se till exempel Feferman (1994).



4 Oavgorbara problem

Alan Turing gav 1936 ett vertygande argument for att allt som kan berdknas
eller avgoras algoritmiskt kan berdknas eller avgoras av hans Turingmaskiner.
En Turingmaskin &r en matematisk modell av en dator som bestar av en
centralenhet och ett "sekunddrminne” i form av ett odndligt 1angt band. Vid
varje tidpunkt anvinds dock bara en &ndlig del av bandet. Indata skrivs
pd bandet. Maskinen startas, och om den stannar betraktas innehallet pa
bandet som utdata. En universell Turingmaskin tar en beskrivning e av en
annan maskin M och indata z och simulerar sedan verkan av M med indata
z. Man kan alltsd betrakta e som (simulerings)programmet for M.

Sats (Turing 1936) Stopproblemet dar inte algoritmiskt avgorbart: det finns
ingen Turingmaskin som avgér om en Turingmaskin e med indata x stannar
efter ett andligt antal steg.

Beviset av Godels ofullstdndighetssats innehdll manga viktiga idéer om
hur syntax och berdkningar kan kodas i talteori. En kodningsmetod som nu
tillimpas i datorsammanhang &r den sd kallade ASCII-koden. Den tilldelar
alla symboler som finns pé ett vanligt tangentbord (och ménga dartill) ett
tal mellan 0 och 255. En text ZXCV kan dérmed betraktas som ett naturligt
tal skrivet i basen 256:

Z-256% + X - 2562 + C- 256" + V- 256°.

Vi skall se hur liknande kodningsidéer kan anvindas i bevis for oavgorbar-
hetsresultat.

Godels kodningslemma Det finns en funktion B : N> — N definierbar
over N sddan att for varje dndlig foljd aq,...,a, av naturliga tal, finns
naturliga tal x och d sd att

B(z,d,i) = a; (i=1,...,n).

Man skulle med idén ovan kunna betrakta talen ag,...,a, som tecken i
ett tillrickligt stort alfabet 0,1,2,...,d—1. Sétt nu = ap,d” "'+ - +asd+
a1d® dir d = max(ay, .. .,a,) + 1. Funktionen 3 skall alltsi lisa av tecknen



ur “texten” . Om vi antar att exponentialfunktionen z¥ &r definierbar 6ver
N, s& kan 8 konstrueras genom (3(z,d,i) = Rest(Kvot(z,d"),d). Da giller
B(z,d,i) = a;. Emellertid &r det inte alls uppenbart att exponentialfunktio-
nen ir definierbar éver N. Godel anvinde istéllet den kinesiska restsatsen
for sitt bevis.

Later man d = (an)!, dar a = max(ay,...,a,)+1,s8 dr 1+d,1+2d,...,1+nd
parvis relativt prima. Den kinesiska restsatsen ger da ett naturligt tal =
med z = a; (mod 1 +14d) for alla s =1,...,n. Vihar a; < d < 1+1id, sa
a; = Rest(z,1 + id). Man kan alltsa lata

B(x,d,i) = Rest(z,1 + id),
som uppenbarligen ér definierbar éver N.
Exponentialfunktionen kan nu definieras genom féljande komplicerade

formel (4), som egentligen inte siger ndgot annat &n att det finns ett talpar
(z,d) som kodar foljden

1,b,6%,0%,...,b0"
och att y &r sist i féljden.
y=>b" Sger (Iz,d € N)y =p(z,d,n+1)A (4)
Blz,d,1) =1A

(Vi <n)pB(z,d,i +2)=0b-p(z,d,i+1).

Pa liknande sétt kan andra rekursiva talféljder definieras, faktiskt alla s
kallade primitivt rekursiva funktioner. Dessa funktioner kan identifieras med
enkla datorprogram (i t.ex. BASIC) som endast anvénder addition, mul-
tiplikation, tilldelningssatser, villkorssatser (IF-THEN-ELSE), begrinsade
slingor (FOR-loopar), men inga hoppsatser (GOTQO) — ett sddant program
stannar alltid! Det &r vilként att det finns en primitivt rekursiv funktion
T(e,z,y) s att T'(e,z,y) = 1 om y &r en kod for en korrekt och avslutad
berdkning i Turingmaskinen e med indata z, och T'(e,z,y) = 0 i annat fall.
Vi ser nu att stopproblemet kan uttryckas genom (Jy € N) T'(e,z,y) =1, s&
det dr definierbart 6ver A/. Av detta foljer med hjéilp av Turings sats att

Sats Strukturen N av naturliga tal med multiplikation och addition &r
oavgorbar.

Av denna sats foljer dock inte att Hilberts 10:e problem &r oavgorbart.
For detta kravs betydligt storre anstrangning som vi skall se nedan.



Hilberts tionde problem

Det finns tva principiellt olika sétt att beskriva oéndliga méngder med hjilp
av algoritmer. Det ena dr att en algoritm réknar upp elementen i mangden
ett i taget men utan négon sérskild ordning mellan dem (och méjligen med
upprepningar). Det andra &r att en algoritm givet ett element avgor om det
tillhér méngden (i detta fall kallas méngden awgdrbar). Elementen i grund-
méngden maste ha ndgon form av dndlig beskrivning. Det &r ingen principiell
inskrankning att anta att denna kan ges av naturliga tal.

En (icke-tom) méangd S kallas algoritmiskt uppriknelig om det finns en
algoritm n + s, som riknar upp (eller genererar) alla element i S. Foljande
algoritm visar att mingden av primtal ar algoritmiskt uppréknelig: Givet
ar ett naturligt tal n. Om n < 2 eller &r jimnt delbar med nagot heltal
1 < k < n sé svara s, = 2 (ett sikert primtal), annars &r n ett nytt primtal
och vi svarar s, = n. F6ljden som réknas upp av algoritmen

2,2,2,3,2,5,2,7,2,2,2,11,2,13,. ..

innehaller upprepningar av primtalet 2 men detta spelar ingen roll. Vi sig
att vi har anvinde oss av en delalgoritm som avgor om ett tal ar ett primtal.

Stoppmdngden S dr mangden av par (e,z) av Turingmaskiner e och in-
data x sddana att e stannar efter dndligt manga steg givet . Nagot overras-
kande dr denna méangd algoritmiskt uppréknelig. Lat ey vara en maskin som
stannar for varje indata. Foljande algoritm genererar S: Givet (e, z,y), om
T(e,z,y) = 1 svara (e, z), annars svara (eg, z). Enligt Turings sats &r denna
méngd S inte avgorbar. Detta visar att det algoritmiskt sett &ar littare att
rakna upp elementen i en méngd &n att avgora om ett givet element tillhor
méngden.

En relation pé naturliga tal &r Diofantisk om den bestdms av l6sbarheten
hos en viss Diofantisk ekvation. Ett enkelt exempel &r < som den definieras
i (3) ovan. Mer formellt &r en Diofantisk relation R C N¥ en relation som
kan definieras genom

R(z1,...,7k) ©def (Fy1,---,Yn €EN)
p(xla"'axkayla"'ayn) ZQ(xla"'awkayla"'ayn)

dér p och ¢ &r polynom med koefficienter i N. Alternativt kan man siga
att R &ar projektionen av losningarna till ekvationen p = ¢ i de forsta k
koordinaterna. Det &r i princip mojligt att generera losningarna till ekvatio-
nen genom en systematisk testning av tuppler (som dock aldrig slutar). S&



Diofantiska relationer och méngder ar algoritmiskt upprakneliga. Omvénd-
ningen verkar vid forsta anblicken osannolik. Men om man kan visa detta
har man l6sningen till Hilberts 10:e problem (som foljer nedan).

Relationen R kallas exponentiellt Diofantisk om p och ¢ far vara godtyck-
liga termer bildade av variabler, konstanter 0,1, addition, multiplikation och
exponentiering z¥. Exempel: p = 21 T*"¥' 4 z5. Martin Davis och Julia Ro-
binson hade visat mycket betydelsefulla delresultat pa vigen mot 16sningen
av Hilberts 10:e problem. Tillsammans med Hilary Putnam lyckades de 1961
visa

Sats Varje algoritmiskt uppraknelig mangd (eller relation) dr exponentiellt
Diofantisk.

Det svaraste problemet aterstod att 16sa: att visa att relationen y = b™ &ar
Diofantisk. (Definitionen (4) ovan ar langt ifrdn Diofantisk.) Uppfattningen
bland vissa matematiker var att ovanstaende sats inte hade nigot med Hil-
berts 10:e problem att gora, eftersom exponentialfunktionen spelade en sa
central roll. Juri Matijasevic lyckades dock 1971 ge en Diofantisk definition
av exponentialfunktionen. En metod som ligger néra den i hans ursprungliga
16sning dr att anvinda sig av rotterna till Pells ekvation. Om zq,y; > 0 &r
en 16sning till z2 — Dy? = 1, s& &r #ven alla z,,y, givna av

$n+yn\/5=($1 +y1\/l_))" (n=1,2,3,...)

16sningar. Véljer man z1,y;1 > 0 att vara den l6sning déar x; + ylx/l_) ar
minimal, s kan man visa att (z,,y,) utgor samtliga positiva l6sningar. Det
ar latt att se att 16sningarna vixer exponentiellt med n. Speciella egenskaper
hos Pells ekvation for D = a? —1, dir a > 2, gor det nu mojligt att erhalla y,
som en Diofantiskt definierbar funktion av n. Fran denna funktion kan sedan
den vanliga exponentialfunktionen erhallas. Konstruktionerna dr intrikata, se
(Smorynski 1991) for en detaljerad framstallning.

Matijasevic sats (1971) Varje algoritmiskt uppriknelig mangd (eller rela-
tion) ar Diofantisk.

Detta visar att stoppméngden S dr Diofantisk. Huvudresultatet foljer
dérmed av att stopproblemet &r oavgorbart:

Foljdsats Hilberts 10:e problem dr oavgorbart.

10



Det ar kint att man kan avgora om ett system av linjira ekvationer har en
heltalslosning. I kontrast till detta visar satsen att det inte &r mdjligt att
avgora om ett system p; = 0,...,p, = 0 av andragradsekvationer med flera
obekanta &r l16sbart. Detta eftersom termer av hogre totalgrad i en ekvation
g = 0 kan ersdttas av andragradstermer till kostnaden av att inféra nya
variabler och ekvationer. (Exempel: l6sbarheten hos z3v +p = 0 ér ekvivalent
med l6sbarheten hos systemet yz+p = 0,y —z? = 0, z—zv = 0 déir y och z &r
nya variabler.) Detta system ar i sin tur ekvivalent med den enda ekvationen
p? + -+ + p2 = 0, vilket betyder att Hilberts 10:e problem &r oavgdrbart
for fjardegradspolynom. For en andragradsekvation med flera obekanta &r
dock 16sbarhet avgorbar. (Detta bygger pa ett djupt resultat av C.-L. Siegel
fran 1972.) Vad galler tredjegradsekvationer tycks problemet fortfarande vara
Oppet (Smoryriski 1991).

Det finns &ven positiva konsekvenser av Matijasevics resultat. Exempel-
vis finns det ett polynom r(zi,...,z,) med heltalskoefficienter sddant att
dess positiva virden, nir z1,...,z, l6per over de naturliga talen, ar precis
primtalen. (De negativa virdena ignoreras alltsd.) Vi citerar ett sddant po-
lynom fran Davis mfl. (1976) (alla latinska bokstéver fran a till z anvénds
som variabler):

2
(k+2){1—(|:wz+h+j—q:| + |:(gk+2g+k+1)(h+j)+h—z:|

+

2

2 2
16(k+1)3(k+2)(n+1)2+1—f2:| + |:2n+p+q+z—e:|

r 2 2 2
e +2)@+1)2+1— 02] + |:(a2 —1)y2 41— ac2:| + [16r2y4(a2 —1)+1-— u2:|

2 2
(e +v2@w?2—a)?2 = 1)(n+4dy)?+1- (z +cu)2:| + [((F —ne241- m2:|

2 2 2
ai+k+1—l—i:| + |:n+£+u—y:| + |:p+l(a—n—1)+b(2an+2a—n2—2n—2)—m:|

2 2
q+y(a—11—1)+S(2ap+2a—p2—2p—2)—w] + [z+pl(a—p)+t(2ap—p2—1)—pm:| )}

Det finns alltsé en aritmetisk formel for att generera alla primtal utan att
anvénda division! Hur kan man komma pa ett sddant polynom? Vi sig ovan
att mingden P av primtal &r algoritmiskt uppréknelig. Dirmed &r denna
méngd Diofantisk, och det finns alltsd ett polynom p(z1,...,Zy,y) med hel-
talkoefficienter s att y &r ett primtal om, och endast om, (3z1,...,z, €
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N)p(z1,...,2Zn,y) = 0. Nu kan r definieras genom ett enkelt trick:
T(xl,---,ﬂ;n,y) = (y+ 1)(1 —p(l'l,...,l'n,y)Q) - L

Det finns fortfarande flera olésta problem inom omradet. Hilberts 10:e
problem dar losningar i rationella tal tillats ar fortfarande 6ppet (2000). Det
ar ej heller kint om Z kan definieras genom en Diofantisk relation éver Q.

5 Avgorbara problem

Elementir analytisk geometri. Manga intressanta problem i analytisk
geometri kan formuleras enbart med hjilp av polynom, olikheter och logiska
symboler (se exempel (a) — (g) nedan). Det elementéra spraket éver struk-
turen R = (R;+,-,<,0,1) &r dirfor synnerligen uttrycksfullt. Den polske
logikern Alfred Tarski bevisade under 1930-talet att R &r avgorbar. Detta
kan tyckas vara ett forvanande resultat eftersom de reella talen har en myc-
ket mer komplicerad uppbyggnad &n till exempel heltalen. Tarskis metod for
bevisa avgorbarheten var sa kallad kvantorelimination. Vi skall kort beskriva
nigra av idéerna i denna.

Att direkt kontrollera om (Vz € R) P(z) ar sann skulle innebéra att tes-
ta om pastiendet P(z) giller for varje z € R. Detta &r forstas inte mojligt,
eftersom R dr odndlig. Om man déremot, steg for steg, kan eliminera kvan-
torerna V och 3 genom omskrivning, finns det mdojlighet att slutresultatet ar
avgorbart. Detta géller i synnerhet om alla atoméira pastdenden utan vari-
abler dr avgorbara. For strukturen R ridcker det att gora enkla aritmetiska
kalkyler pa s och t och jamfora leden: s = ¢, s < t eller s > t.

Over de reella talen giller som bekant satsen om mellanliggande virden:
om f &r en kontinuerlig funktion pé intervallet [a,b] med f(a) <0 < f(b) sa
har funktionen ett nollstille i intervallet (se figuren).

)

P :
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Betrakta fallet d& f dr ett polynom utan multipla nollstéllen. Om man vet att
f har hogst ett nollstélle i intervallet [a, b], s& kan (3z) f(z) =0Aa <z <b
skrivas om som det ekvivalenta villkoret f(a) <0< f(b) V f(b) <0< f(a).
Detta eliminerar existenskvantorn Jz. En vilkénd algoritmisk metod enligt
Sturm ger ett sitt att isolera samtliga rotter till f(z) = 0 inom rationella
interval [a1,b1],[a2,be], ..., [an,by], s& att varje interval innehaller hogst en
rot. Med hjélp av denna kan kvantorn i 3z f(z) = 0 elimineras, dven d& z
dr obegransad. Fallet med multipla rotter kan behandlas genom att betrak-
ta derivatorna av f. Den generella metoden ar ganska komplicerad. Stora
forbattringar har gjorts av Tarskis ursprungliga algoritm. Tids&tgangen for
den bista kinda algoritmen (se Marker 1996) &r dock dubbelt exponentiell
i antalet kvantorvixlingar V3 och 3V det finns i problemformuleringen nér
den stélls p& Prenex-form.

Foljande problem och satser kan tdmligen direkt formuleras som ele-
mentéra utsagor 6ver R och dr dédrmed enligt Tarskis resultat algoritmiskt
l6sbara eller bevisbara.

(a) Triangelolikheten och Cauchy-Schwarz’ olikhet for det Euklidiska rum-
met R"™.

(b) Bestdm det minsta tal ¢ sddant att

(z —a)(b—1z) < c(b—a)? (a <z <b).

(c) Bestdmning av asymptoter: Givet polynom p(z) och g(z), finn A sddan
att
(Ve > 0) (3d > 0) (Vz > d) M—)\‘ <e.
q(x)
(d) Givet en n-dimensionell sfar av radie 1. Hur manga punkter kan pla-

ceras ut pa denna si att inget par av punkter ligger ndrmare varandra
dn 1?7 (Euler, n = 3)

(e) Hur ménga enhetssfiarer kan packas i en kubisk ldda med sidan 107
(Sfarpackningsproblemet)

(f) Ett labyrintiskt konstgalleri skall 6vervakas. Antag att begrinsnings-
ytorna bestdms av ett system av algebraiska olikheter. Hur ménga
overvakningskameror (< n) behovs for att varje skrymsle av galleriet
skall kunna ses fran nagon av dem?

13
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(g) Rorelseplanering: En robot skall patrullera galleriet i rdta linjer. Hur
ménga vindpunkter (< n) behovs for att den under végen skall kunna
Overvaka alla utrymmen och samtidigt undvika att krocka med viggar
eller foremél.

Vi pépekar att n skall vara ett fixerat positivt heltal i (a), (d), (f) och
(g). For problem (d) och (e) ar det mdjligt att finna dvre granser f6r antalet
sfarer och punkter genom att utnyttja Dirichlets ladprincip.

Kvantorelimination i praktiken. Kvantoreliminationsmetoden for reella
tal kan programmeras for bruk p& persondatorer. Det finns ett antal expe-
rimentella implementationer (Caviness och Johnson 1998). S&dana rutiner
ingér dven i det populdra datoralgebrasystemet Mathematica (Strzebonski
2000). Exempelvis kan problemen (b), (c) och (d) (for cirklar) snabbt 16sas
automatiskt med hjélp av detta. Problem (b) loses genom foljande komman-
don i Mathematica 4.0:

In[3]:=
<< Devel oper* ; << Experinmental" ;
In[4]:=
Resol ve[ForAll [{a, b, x}, as<x & x <b && c € Real s,
(x-a)x(b-x) =c (b-a)”"2], {c}]
Qut[4] = 1
sz

Transcendenta funktioner. En intressant fraga dr om Tarskis resultat kan
utvidgas till transcendenta funktioner. Detta ar ett aktivt forskningsomrade
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med anknytning till svara algebraiska problem. Ett enkelt negativt resultat
for strukturen (R;+,-,<,0,1,sin) &r foljande. Nollstillena till sinz &r hel-
talsmultipplerna av 7, si varje rationellt tal kan skrivas som kvoten av tva
sddana nollstéllen. Foljande pastdende definierar de rationella talen 6ver R:
a rationell om och endast om

(3z,y,z € R) sin’ z +sin’y + (z — 22 — 1)? + (az — y)® = 0.

Darav foljer, via Robinsons dversdttningsmetod, att strukturen oavgorbar.
Det &r #nnu ett oppet problem om utvidgningen (R;+,-,<,0,1,exp) med
exponentialfunktionen exp &r avgdrbar. Macintyre och Wilkie (1996) har
dock visat avgorbarhet under antagande att en férmodan inom transcendent
talteori &r sann (Schanuels formodan). Mérkligt nog #ar ingen generell al-
goritm kénd (Marker 1996) for att avgora ens variabelfria pastdenden Gver
(R;+,—,+,<,0,1,exp), till exempel likheter som

2_ -3
e 1_65266+€ .

(Just denna &r dock falsk.)
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