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Detta héfte ar tdnkt att komplettera Persson—Boiers’ bok Analys i en variabel,
som pa sina stéllen &r onddigt komplicerad, vilket man litt kan 6vertyga sig om
medelst bladdring.

Dessutom har flera viktiga framsteg gjorts de senaste aren inom dmnena
elementér algebra och envariabelanalys. Ofta &dr det begavade elever som ligger
bakom dessa upptéckter, studenter som i anfall av uttrakning eller understimu-
lans upptéckt nya, smidiga genvigar for att 16sa fordom invecklade problem.
Att dessa dnnu inte erhallit nagot officiellt erkéinnande far ses som ett utslag av
den elitism som &r allenarddande inom den akademiska vérlden. Foreliggande
héfte dr tankt att i viss man atgéirda situationen.

1 Funktioner

En gyllene regel man bor ldgga pa minnet — och minns man bara denna enda
regel klarar man sig mycket langt! — ar att alla forekommande funktioner och
operatorer dr linjdra. Detta foljer forstas av vanligt, sunt fornuft, eftersom alla
storheter av intresse inom fysiken &ar linjara.

Den precisa formuleringen &r som foljer.

Sats 1: Universella linearitetssatsen. Ldt X och Y wvara vektorrum (dver
ndgon kropp), och lat f: X — Y wara en godtycklig funktion. Da gdller att

fle+y)=f@)+ fly),  flaz) =af(z)
for alla x,y € X och alla skaldrer a.

Denna kraftfulla sats &r ej blott av teoretiskt intresse, utan utgor ett oum-
barligt verktyg vid all slags problemlésning. Trigonometri erbjuder till exempel
en utmérkt tilldmpning av linearitetssatsen. Man far enkelt att

sin(x + y) = sinz + siny cos(x +y) = cosx + cosy

sin2x = 2sinx cos2x = 2cos .

(Lasaren uppmanas att sjalv tdnka ut, vad motsvarande lagar for tangens &r.)
Det finns saledes inget behov av att ldra sig den djungel av trigonometriska
formler kurslitteraturen svimmar 6ver av; Universella linearitetssatsen ersétter
dem alla.



2 Elementar algebra

“Gora likndmnigt” dr nagot vi indoktrinerats med dnda sedan dagis, men Uni-
versella linearitetssatsen kan anvindas for att avsevirt férenkla brakrékning.

Naturligtvis &r
1 1 1

)

r+y r oy
och motsvarande for téljaren. Ett varningens ord &r hér pa sin plats. Brak &r
alltsd inte linjdra, utan bilinjdra i tiljare och ndmnare. Det spelar dock inte
nagon storre roll vad man kallar det, sa ldnge som resultatet blir det énskade.
Ekvationen ovan ser oskyldig ut, men kan anvéndas for att 16sa tdmligen
avancerade problem.

Exempel 1. Lat oss berdkna integralen

1
—— dx.
fl-l-xQ *

Lararna brukar hidr mumla nagonting om arcustangens, dels for att gora sig
viktiga, men ocksa for att detta tills helt nyligen var det géngse séttet att
integrera denna typ av funktion. Men 16sningen &r, som synes, egentligen inte
sdrskilt komplicerad:

1 11 o 23
fH—xde_J<1+a:2> dx—f(ler )diL’—l’*?*FC.

Partialbraksuppdelningar dr hdrmed ett minne blott, vilket lasaren strax kan
Overtyga sig om. A

Vad géller brak, finns ocksé féljande anvindbara princip.

Sats 2: Brakradningssatsen. Ldt p vara en godtycklig reellvird funktion.
Da gdller att

for alla tal x och y.
Bevis. Stryk p pa bada sidor. O

Da p &r multiplikation eller division med en konstant, brukar man tala om
detta som forlingning, respektive forkortning. Vanligtvis ar p en linjar funk-
tion, som addition eller subtraktion av en konstant, men &ven kvadrering och
rotutdragning gar bra.

Exempel 2. For att bli av med nedanstaende kvadratrot, anvinder vi satsen
med p(t) = t%:

P el b
———dr = | —F/—— dv = | —— dx,
Jita? Vit a2 L+a?

varefter man fortsatter enligt ovan. A



Exempel 3. Integralen

1
d
J T+a2 ™
kan ocksé 16sas pa foljande vis:

1 1— a2 1— a2 x3
- S e - = (1= 22 = )
J1+x2dm f1+x2—x2dx J 1 de J( z)de =g 3+C

Exempel 4. Ett tredje sitt att 16sa denna integral ar foljande:

1 1-1
——dr=| ——— dx = dr =
Jl 2 €T Jl 71 €T JO = C,

varav foljer att
23
sa att « = 0 eller x = ++/3. Eftersom allting maste vara positivt, kan vi stryka

minustecknet, och integralens virde ar

Jﬁ 1 1 1
o 1l+a2 14 (V/3)2 '

A

Odefinierade uttryck sidgs det séllan nadgonting om. De flesta larare brukar
latsas som om de icke funnes, vilket vél far ses som uttryck for vanlig méansklig
ignorans.! For faktum &r att matematikerna hittills inte vetat hur de skulle
hantera dessa objekt. Men l6sningen, oberoende upptéackt av briljanta elever
vid landets universitet, dr lika enkel som genial:

Sats 3: Nullitetsprincipen. Ldt M vara en monoid, A vara en algebraisk
struktur, och q: A — M en partiellt definierad funktion. Om a € M, och q(b) ej
ar definierat, gdller att

a-q(b) = a.

Bevis. Foljer omedelbart av Ekedahls princip “What Else Can It Be?”. O

En del menar, att detta snarare borde vara en definition 4n en sats; skillna-
den dr dock tdmligen ekumenisk och ointressant for de flesta. Bade satser och
definitioner innehaller namn péa saker, och bada gor pastaenden. Satser brukar
ha bevis, men &ven definitioner kan bevisas. Eftersom man kan anvinda sig av
Nullitetsprincipen, har vi valt att kalla den en sats.

IDet kan forstas ocksd ses som ett antidemokratiskt uttryck for den akademiska elitismen,
detta att forbjuda vissa saker att raknas ut. Ndgonting méste det ju rimligen bli!



Exempel 5. Regeln kan uttryckas salunda: Ftt odefinierat uttryck fungerar
som identitetselementet i den monoid man for tillfillet arbetar i.? Exempelvis
ar

a+—-=a+0=a,

medan

Exempel 6. Ett mer avancerat exempel:

. sinx
lim,_,o

1 1
= lim,_,¢ <sin;v- ) =sin0- - =sin0 =0,
x 0
ty enligt Nullitetsprincipen méste a - % = a. (Har kan man i och {or sig klara sig
utan satsen, ty sin0 = 0, och svaret méaste alltsa bli 0 i vilket fall.)
Ett alternativt sétt att resonera &r foljande:

sin x .
= sin,
x
och eftersom x ej férekommer hér, maste gransvardet vara 0. A

3 Ekvationer

Lat oss nu tala om ekvationslosning. En allmén princip &r, att parenteser alltid
bor utvecklas sd langt som mdajligt. Allting skall alltsa rdknas ut, vilket forstéas
ar langt ifran sjalvklart, och tyvérr inget som Persson—Boiers direkt trycker pé.

En regel som ofta ndmns i samband med ekvationslésning &r, att om ab = 0,
sa maste a eller b vara 0. Vad som déremot séllan ndmns &r, att denna regel
kan generaliseras. Givet ett tal ¢, sa kallar man n&dmligen tva tal a och b, bada
skilda fran g, fér g-delare, om ab = q. Grunden for all hogre ekvationslésning &r
da foljande resultat.

Sats 4: gg-formeln. C saknar (dkta) q-delare.

Bevis. Antag att ab = ¢, men att b # ¢. Dividera med b pa bada sidor. Eftersom
b # q, kan ¢ inte forsvinna fran hogerledet, utan vi far a = ¢. Beviset ar
fardigt. O

Exempel 7. Det 14t avancerat allt det dér, sa det ar bast vi ger ett exempel.

Vi tar ekvationen
(x—1)(z—2)*=0.

Detta ar en tredjegradsekvation, och sddana har ju hittills inte kunnat 16sas med
elementéira metoder (det vill siga radikaler). Med ¢-kalkyl gir det dock som en

2Lasaren ombedjes véanligen observera, att det odefinierade uttrycket inte &r lika med mo-
noidens identitetselement (i s& fall vore det ju ej odefinierat!).



dans. Forsta steget &ar forstéas, som alltid, att multiplicera ihop parenteserna. Vi
erhéller da
z(z? — 52+ 8) = 2 — 5% + 8z = 4.

Vi drar slutsatsen att = 4 eller att 22> — 5z + 8 = 4. Den senare ekvationen
har 16sningarna x = 1 och x = 4. Vi ser att vi far tre I6sningar, precis som en
tredjegradsekvation skall ha, vilket bevisar riktigheten av vart resonemang. A

4 Invers funktion

Det var forst helt nyligen, som nagra studenter, utan andra hjalpmedel &n en
riknedosa, upptéickte féljande hapnadsvickande sats.

Sats 5: Perversa funktionssatsen. For varje funktion f: R — R gdller att

1
F@) =
= 5@
Bevis. Per definition &r a=! = %, for varje tal a. I specialfallet da a &r en

funktion f fas f~! = %, vilket ger

@ = (3) -1

O

Satsen begriansade sig i sin ursprungliga formulering till inverterbara funk-
tioner, men det dr nu valkant, att varje funktion &r inverterbar.

Exempel 8. De cyklometriska funktionerna har ett grundmurat rykte om sig
att vara oerhort komplicerade. Men arcusfunktionerna &r ju de trigonometriska
funktionernas inverser, vilket betyder att, exempelvis,

. " 1
arcsina = sin™" z =

sinx

(och motsvarande for cosinus och tangens). Dessa samband tillater en betydligt
smidigare behandling av arcusfunktioner &n vad som eljest vore mojlig. A

I sammanhanget kan det vara pa sin plats att pAminna om begreppet invers
funktion. Att tangens och arcustangens ar varandras inverser betyder alltsa att

tanl = — t1= =
anl = —, arccot 1 = —.
1 1

Formler fungerar alltsé at bada hallen, ndgot som lararna inte alltid &r s& noga
med att betona. Alla de vanliga trigonometriska formlerna &r saledes giltiga
dven for arcusfunktionerna. Exempelvis har vi

arcsin(zr + y) = arcsinx + arcsiny  arccos(x + y) = arccos T + arccosy



arcsin 2x = 2 arcsin arccos 2x = 2arccosx

(och motsvarande for arcustangens). Dessa formler foljer naturligtvis dven direkt
fran Universella linearitetssatsen.
Vi paminner om, att logaritmfunktionen dessutom &r sin egen invers, sa att
till exempel
In0 =1, Inl=0;

och mera allmént
y=Inz omm x =Iny.

5 Differential- och integralkalkyl

I samband med integraler och derivator kan Universella linearitetssatsen faktiskt
till och med skirpas. Man har ndmligen pa senare tid upptéckt, att derivations-
operatorn

D:C'(R) — C(R)

och integrationsoperatorn

I:C(R) - C'(R)
ej blott ar linjara, utan aven multiplikativa:

Sats 6: Differential- och integralkalkylens 6verhuvudsats. D och I dar
algebrahomomorfismer.

Exempel 9. Ett exempel for att belysa denna oerhort kraftfulla sats:

i 1
Jsmm dr = Jsinawf dr = —cosxlnx + C.
T T

Detta resultat ar inte alldeles okontroversiellt. En par tongivande matematiker
har gatt ut och mer eller mindre offentligt kritiserat grunderna fér en sadan
utrdkning. Detta &r forstas rent nonsens. For den skeptiske dr det ju bara att
kontrollera svaret genom derivering: — cosx har derivatan sinx, och Inx deri-
vatan %; saledes &ar rékningen korrekt. A

Exemplet visar, att partialintegration spelat ut sin roll i det moderna sam-
héllet. Att &ven variabelsubstitution ar foraldrad, foljer av den vélkédnda formeln

F T
J g (g( )))
g'(x)
déar F betecknar en primitiv funktion till f.

Exempel 10.

2

J*“zd _e” +C
€ T = o0 .




6 Differentialekvationer

Teorien for differentialekvationer finns beskriven i Persson—Béiers, i stora drag
korrekt, men vi vill gdrna ge ett kompletterande exempel.

Exempel 11. Vi 6nskar 16sa ekvationen
zy — 2y = 22

Av formen pé ekvationen ser man att ekvationen &r av andra graden, varfor vi
kan ansitta y = az? + bx + c. Det r enkelt att inse att ” = 1. Andraderivatan
forekommer inte, s& vi ser att y” = 0, séledes 4r a = 1. Stoppar man nu in
i ekvationen ser man att —bx — 2c¢ = 22, och denna ekvation #r alltid 16sbar.
Alltsa finns alltid en 16sning. Det &r ingen inskrankning att anta att b = ¢ = 1,
och da far man z2 + 2 — 2 = 0, med 16sningen = = 1 och = —2. Losningen #r
foljaktligen y = Ae® + Be™ 2%, VAN

Lésaren uppmanas att jamfora metoden ovan med hur Persson—Boiers 16-
ser ekvationer av denna typ. Kan detta ses annat &n som elitens fortryck av
proletariatet?

7 Tentamen

Néagra allménna rad infor tentamen:

1. Parenteser bor man vara ytterst sparsam med, da de framst har dekorativ
funktion och hindrar ett uttryck fran att tolkas p& mer &n ett satt.

2. Begreppen implikation och ekvivalens &r i princip synonymer. Motsvaran-
de pilar behéver darfor ej sdttas ut. Det racker gott att rada upp formlerna,
dock inte nédvandigtvis i ratt ordning.

3. Géngse bruk numera &r att anvinda likhetstecken mellan ekvivalenta ut-
sagor, och reservera implikationspilen for likhet. Aven ekvivalenspil kan
anvandas for att beteckna likhet, men endast da denna ar omvandbar.

4. Det ar praktiskt taget omdjligt att gora en for kort Maclaurin-utveckling.

5. Alltfor enkla uppgifter bér man vara misstdnksam mot. Har en uppgift
en kvick I6sning pa ett fatal rader, med svaret 0 eller 1, bér man forsoka
undvika denna och i stéllet finna en l6sning téckande atminstone fyra
tatskrivna sidor. Man soker d& ocksé lampligen efter ndgot mer avancerat
svar, t ex innehallande 7 eller e med icke-heltals-exponenter, ett flertal rot-
uttryck (gérna itererade sddana) och irrationella virden av cyklometriska
funktioner. Kom ihag att det &r tillatet att skriva av uppgiften fel, om det
leder till svarare rakningar!

6. A andra sidan, en uppgift som verkar leda till langa berékningar, och ett
nagot sa nir kvalificerat svar, kan naturligtvis 16sas betydligt smidigare.
Universella linearitetssatsen ar alltid tillimpbar.



7.

10.

D& man kor fast pa en uppgift, kan man prova att sitta en eller flera
kvantiteter lika med varandra (kan alltid goras), och sedan 16sa de upp-
komna ekvationerna. Observera att dessa kvantiteter kan véljas fritt, och
inte nédvéndigtvis behover sta i nagot inbordes forhallande.

Man bér akta sig for att fa ett uppenbart negativt svar. Vid andragrads-
ekvationer brukar detta 16sa sig sjilv, eftersom man da helt sonika kan
slanga den falska minusroten i soptunnan, men i andra fall maste man
vara mer kreativ.

Notera, att det inte alltid &r klart vad som &r “uppenbart negativt”. Svar
som —7 bor undvikas, d& ganska manga anser detta vara negativt, men i
andra fall &r det mer tveksamt. Exempelvis &r

7T4 2

oo = %(H ~12)

7\'2
VR
sig for att gora detta. (Annu en anledning till varfor parenteser alltid bor
utvecklas.)

inte uppenbart negativt férr &n man brutit ut varfor man bor akta

Undvik att forklara dina rékningar, emedan risken da finns att riattaren
forstar dina tankegangar. Dessutom gor de 16sningarna onddigt langa och
svarlasta.

Institutionen har ont om pengar och behover spara. Renskriv darfér helst
inte dina l6sningar pa nytt ark, utan ldmna in kladdpappret. Ovésentliga
eller onodiga rikningar kan eventuellt strykas over (bristfillig suddning
kan ocksd godtas).



