Kaffepaus i labyrinten?

Perkolation — matematik for labyrinter och kaffebryggning

Robert Parviainen

Labyrinter, MS R&j, oljeutslidpp, magnetism, epidemispridning, kaffebryggare. Slump-
miissiga termer utan samband? Inte fér matematiker intresserade av perkolation.

Vi har vl alla forsokt 16sa en labyrint. Kanske till och med gatt vilse i en. Men varfor dr
matematiker intresserade av labyrinter, och om hur man hittar vigar ut ur dem?

Slumpmiissiga labyrinter &r bara ett sitt att se pa en matematisk modell, perkolation, for
spridning av ett d&mne i en slumpméssig miljo. Samma modell anviinds i olika varianter for att
studera: mojligheten att 16sa ett parti MS Roj, spridning av olja genom sprickor i berggrunden,
spontan magnetism, spridning av epidemier, kaffebryggning i perkulator, och manga andra till

synes orelaterade problem.

Vi skapar slumpmiissiga labyrinter med hjilp av slantsinglingar

Lat oss skapa en slumpmaéssig labyrint genom att starta med ett regelbundet moénster. Det vanli-
gaste exemplet pa startmonster dr vanligt rutat papper. Andra ténkbara moénster dr sadana dér

“rutorna” #r sexhorningar (ett bikupeménster) eller trianglar.

Nu ska ta bort linjer pa ett slumpmaéssigt sétt. For varje linje mellan tva horn singlar vi en
oréttvis slant, som ger krona med en viss sannolikhet p, och klave med sannolikhet 1 — p. Om
vi far klave gor vi inget, men om vi far krona suddar vi ut den linjen. Nér vi gatt igenom alla
linjerna, far de som &r kvar bilda viggar i labyrinten.

Téank dig nu att du star mitt i pappret. Finns det en vig ut fran labyrinten? Om p &r néra
1 borde man ha en hyfsad chans att komma ut, men om p &r néra 0 dr chansen stor att man
bara kommer en liten, liten bit innan det tar stopp. I figuren nedan visas tva exempel, ett da

sannolikheten att ta bort kanter ar stor, och ett da sannolikheten &r liten.



Stort p - manga kanter suddas ut Litet p - fa kanter suddas ut

Labyrinter intresserar matematiker: Perkolation

Den hir slumpmodellen kallas for perkolation, och studerades for forsta gangen pa slutet av 50-
talet av Simon Broadbent och John M. Hammersley, [?]. En, speciellt for matematiker och fysiker,
mycket intressant egenskap hos perkolationsmodellen &r att den har en sa kallad fastvergang.

Det finns ett kritiskt varde pa p, kallat den kritiska sannolikheten p., sddant att om p &r mindre
an detta kritiska virde, kommer vi aldrig nagonsin att hitta ut — i samtliga labyrinter genererade
med detta p finns det ingen vig ut. Men sa fort p dr storre dn p., finns det en positiv chans att
hitta ut.

Att bestiamma det exakta virdet pa den kritiska sannolikheten p. blev snabbt ett intressant
problem, men det visade sig vara en svar not att knéicka. Fran borjan koncentrerade man sig pa
det kvadratiska fallet (rutat papper). Man trodde sig tidigt veta (sedan bérjan av 60-talet) att den
kritiska sannolikheten var exakt % Det tog dock dnda till 1980 innan Harry Kesten, [?], med en
mycket komplicerad berékning bevisade att den kritiska sannolikheten faktiskt &r % Strax darefter
visade John C. Wierman, [?], att den kritiska sannolikheten for bikupefallet &r 2sin({5) =~ 0.3473,
och for fallet med trianglar 1 — 2sin({5) ~ 0.6527.

An idag har man bara lyckats finna det exakt virdet for ytterligare tva monster. Man har
forvisso ganska bra uppskattningar av vad de kritiska virdena #r for manga olika monster, men

matematiker dr inte n6jda med mindre &n ett exakt svar.

Tva labyrinter samtidigt — ett steg mot 16sningen

En nyckelidé ndr man studerar perkolation &r att pa ett smart sédtt utnyttja att vi faktiskt far
tva labyrinter. Vi kan ténka oss att labyrintens linjer i sjélva verket dr héga murar, som man kan
promenera uppe pa. En labyrint dr da den vanliga, ndr man gar mellan murarna, och den andra,
den “duala”, den ddr man gar pa murarna. Dessa tva labyrinter &r ju intimt sammankopplade,
och hurvida man kommer ut ur den ena beror starkt av hur den andra ser ut. Man kan efter lite
eftertanke inse att om man gar i labyrinten mellan murarna, och har fastnat, beror detta pa att

man dr omringad av murar. Motsvarande géller ocksa; om man gar pa murarna, och inte kommer



ut, beror det pa att det finns en vig efter marken, runt hela det omrade man kan na. Ett annat
sitt att se pa saken &r att om det finns en vig mellan murarna fran vinsterkanten till hogerkanten,

kan det inte finnas en viig pa murarna fran 6éverkanten till underkanten.
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I den vinstra figuren bryts vigen uppifran ner pa murarna av vigen fran vanster till hoger mellan

murarna. [ figuren till hoger dr det streckade omradet omringat av murar.

I det kvadratiska fallet &r den duala labyrinten i manga avseenden lika som den urspungliga —
den enda matematiskt intressanta skillnaden &r att vi anvinder sannolikheten 1 — p istéllet for p.
I bikupefallet ser det lite annorlunda ut — den duala labyrinten fas i sjdlva verket da genom att
starta med det trianguldra monstret, och anvénda sannolikheten 1 — p istéllet for p, och motsatt
géller ocksa. Bikupe- och det triangulidra monstret séigs déarfor vara duala, och det kvadratiska

monstret sdgs vara dualt med sig sjélvt.

Med tunna linjer visas en trianguldr laby-
rint. Med feta linjer visas dess duala hera-
gonala labyrint. I bada fallen visas de bort-

tagna kanterna som streckade linjer.

Det som mojliggjorde bestdmningen av de kritiska sannolikheterna i de fem l6sta fallen, var
det rimliga, men oerhort svarbevisade faktumet att summan av de kritiska sannolikheterna for ett
monster och dess duala monster dr 1. Det foljer direkt att kritiska sannolikheten for det kvadratiska
monstret ar % For de ovriga fyra fallen behovs ytterligare ett knep — den for elektronikkunniga
kénda stjirn-triangeltransformationen.

For samtliga 6vriga moster dr den kritiska sannolikheten alltsa okénd, trots idogt arbete av

manga framstaende forskare. Men snart kanske nagon far en lysande idé, och da. ..
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