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Eriksson—Lind—Persson—Tengstrand, Algebra for universitet och hégskolor, Band IT (Linjar
Algebra), Linkoping 1994. Féljande avsnitt lases: 8.1-8.5, 8.7-8.8, 9.1-9.4, 10.1-10.6, 11.1-11.5,
12.1-12.5, 13.1-13.5.
Drangert—Eriksson—Gustavsson, vningsbok, del 2 (Linjar algebra), till ovanstaende larobok.
Som kompletterande ldsning kan man anvéinda boken K.G.Andersson, Linjir algebra,
Studentlitteratur, Lund 2000 (men denna bok ar kompakt skriven).
Undervisning skar i form av forelédsningar (26 st) och lektioner (8 st). Ca. 6 av foreldsningarna
kommer att dgnas at rdknedvningar med genomgang av problem och uppgifter.

Preliminar tidsplan
Forelasning  Avsnitt

1-2 8.1-8.5  Linjara ekvationssystem, matriser, matrisrakning
3 8.7-8.8  Matrisinvers
4 Rakneovning.
) 9.1-9.2  Determinanter av ordning 2 och 3
6 9.3-9.4  Determinanter av godtycklig ordning, Cramers regel
7 Rékneovning.
89 10.1-10.3 Linjara rum, underrum, linjart holje, linjart beroende
10 10.4-10.5 Bas, basbyte
11 Rakneovning.
12-13 11.1-11.3 Linjara avbildningar. Matris for linjar avbildning.
Basbyte.
14 11.4-11.5 Sammansatta avbildningar, invers avbildning.
Varderum och nollrum.
15 Rakneovning.
16-17 12.1-12.3 Euklidiska rum och skalédrprodukt. Ortogonalitet och
ON-baser.
18-19 12.4-12.5 Euklidiska rum med ON-bas. Isometriska avbildningar.
20 Rakneovning.
21 13.1-13.2  Spektralteori, egenvirden och egenvektorer,
sekularpolynomet, diagonaliserbarhet.
22 13.3 Diagonalisering i ON-bas, symmetriska avbildningar,
spektralsatsen.
23 Rakneovning.

24-25 13.4-13.5 Kvadratiska former, diagonalisering av kvadratiska
former i ON-bas och godtycklig bas, troghetslagen.
26 Repetition och rakneovning.

V.g.v!



Inlamningsuppgifter

Under kursens gang kommer tva uppsattningar av inlamningsuppgifter att delas ut. Om
40% resp. 60% av inldmningsuppgifterna ar korrekt 1osta far man 1 resp. 2 bonuspoing.
Dessa kommer att adderas till skrivningspoéngen vid ordinarie tentamen den 21/12.

Examination

Under kursens gang kommer en dugga att dga rum. Duggan kommer att vara 2 timmar
lang och besta av tva delar & tva uppgifter. Uppgifterna rattas och poangsétts. For att klara
varje del av duggan kravs det 7 av 10 mojliga poang per del.

Sluttentamen bestar av 8 uppgifter. Uppgifterna 1 och 2 motsvarar den forsta resp. den
andra delen av duggan. Student Y som har klarat del x av duggan far uppgift x pa tentan
godkénd med 5 poang och far inte 10sa denna uppgift pa tentan.

Pa tentan krdavs 18 poiang av 40 for betyget 3, 25 poédng for betyget 4 , 32 podng for
betyget 5.

Den skriftliga sluttentamen &ger rum torsdagen den 21/12.

Resultatet fran duggan samt bonuspoingen fran inldmningsuppgifterna tillgo-
doraknas enbart vid detta tentamenstillfille.

Uppsala, den 24 oktober 2005.

Ryszard Rubinsztein
Isac Hedén

Stefan Hellander
Anders Pelander



Infor lektion nr 1

Kapitel 8 i kursboken handlar om matrisrakning, linjara ekvationssystem och matrisinvers.
En stor del av detta material blir en repetition for er.

I kursboken bor ni lasa avsnitten 8.1-8.5 och 8.7-8.8. I avsnitt 8.3 infors operationer pa
matriser: addition och multiplikation av matriser. Lagg speciellt marke till att den kommu-
tativa lagen for matrismultiplikation inte géller. Las Anmérkning pa sidan 185. Déaremot
galler den associativa lagen — se del C av Sats 1 pa sidan 183.

Lagg ocksa mérke till del 3 av Sats 2 pa sidan 189 (transponering av matrisprodukt).

Materialet i avsnitt 8.4 (Linjéra Ekvationssystem) bor ni kédnna vél fran kursen Grundléggande
Algebra. Avsnitt 8.5 systematiserar detta material och samlar det i Sats 5 (Huvudsats for
linjara ekvationssystem). Légg maérke till begreppet “matrisens rang” (sidan 214).

I avsnitt 8.7 inférs begreppet “matrisinvers” (sidan 226). Studera villkoren for existens
av matrisinvers (Sats 6, sidan 229).

6vningsuppgifter
De allra flesta Gvningarna i kursboken samt A-uppgifterna i Ovningsboken utgor ett
lampligt 6vningsmaterial. Observera att alla A-uppgifter ar forsedda med fullstédndiga l6sningar
(sidorna 152-243, Ovningsboken). Ovningarna i kursboken &ar ofta relativt enkla.
Till lektion nr 1 bor ni férbereda (dvs 16sa) f6ljande C-uppgifter fran Ovningsboken:
805, 806, 808, 811, 818, 825, 826, 830, 832, 833, 834, 835(b), 836, 841.

Ytterligare nagra uppgifter:

1. Los ekvationssystemet:

1 + 2z — w3 + w1y = 1
221 + a2 4+ 23 — x4 =
dry 4+ 3xz9 — 4dx3 + 3x4 = 0
2. Bestam invers till:
1 2 1
2 1 1
1 1 1
3. Los matrisekvationen:
1 1 1 3 0 -1 1
1 -1 2 X = 5 2 3 0
1 2 1 -1 2 1 1



4. Bestdm rangen hos matrisen:

2 1 1 2 3
1 -1 0 2 1
3 0 1 4 4
1 2 1 0 2
3 1 11 2
3 3 2 25
5. Berakna:
2 1 0 1 1 -1 1 -1 2
1 1 2 -1 1 3 +1 1 -2 -1
-1 2 1 2 2 1 0 -1 1
Facit:

1. (x1,29,23,24) = (=3 +3a + b,a,b,4 — 5a), a,b € R.

0 1 -1
2. 1 0 -1

-1 -1 3

13 -8 —-11 2
3. -4 2 2 0

—6 6 § -1
4. Rangen ar 3.

4 -1 4
°o. 6 1 7
0 -1 5

Infor lektion nr 2

Kapitel 9 i kursboken handlar om determinanter. Ni bor lasa det i sin helhet.

Determinanter av ordning 2 och 3 inférdes i kursen Algebra MNI1, i ett geometriskt sam-
manhang, for att beskriva areor av parallellogramer i planet och volymer av parallepipeder i
rymden. Deras egenskaper analyseras i avsnitt 9.2 i satsena 1-4.

I avsnitt 9.3 definieras determinanter av kvadratiska matriser av godtycklig ordning. Man
kan betrakta dem som generalisering av ladans volym till hogre dimensioner. Definitionen
lampar sig inte till en praktisk berdkning av determinanter av ordning hogre &n 3 (t.ex. en
determinant av ordning 4 definieras som summa av 4! = 24 termer, vid ordning 5 har man
5! = 120 termer osv), men fran denna definition hérleder man réknelagar for determinanter
som &r precis samma som for determinanter av ordning 2 och 3 och som reducerar arbetet
med berdkning av determinanter till helt rimliga proportioner.

Varning: observera att den sa kallade “Sarrus regel” dvs



det(A) =

inte giller for determinanter av ordning skild fran 3.
Léagg marke till sats 5 pa sidan 255 (utveckling efter rad och kolonn) som visar hur deter-
minanter av hogre ordning kan uttryckas med hjalp av determinanter av lagre ordning.
Slutligen ldgg maérke till Cramers regel dvs en formel for en unik I6sning till ett linjért
ekvationssystem (sats 7, sida 262) och en formel fér matrisinvers (sats 8, samma sida), bada

uttryckta med hjalp av determinanter.

6vningsuppgifter

Till lektion nr 2 bor ni forbereda foljande C-uppgifter fran Ovningsboken: 902,
903, 904, 906, 907 (c), 908 (a), 913 (a),(b),(e), 914, 915 (a),(b), 917, 919 (b), 921,

922, 931.

Ytterligare nagra uppgifter:

1. Berakna foljande determinant D av ordning n > 2:

T
0
0

0
b

Los aven ekvationen D =01ide fall daa > 0, b > 0.

2. Berékna foljande determinant D av ordning n + 1:

Dn+l =

1
1
1

a
x
0

0
b

a

a
0
x

0
b

0
a
1

a
0
0




2100 0 00
1 210 000
01 21 0 00
0 01 2 000
D, = .
0000 ... 210
0000 ... 121
0000 ... 012

ar en determinant av ordning n. Visa att det finns ett enkelt samband mellan D, D,,_1 och
D,,_o och anvind detta for att berdkna D,,.

Facit:

1. D = 2" (2% — ab), D = 0 har rétterna ++v/ab och 0 (om n > 3).
2. Dpy1=(1—a)"

3. Sambandet D,, = 2D,,_1 — D,,_o. Determinanten D, = n + 1.

Infor lektion nr 3

I Kapitel 10 infors ett nytt grundlaggande begrepp: linjart rum. Studera noggrant
definitionen pa sidan 264 och exemplen 1-4 pa sidan 265-266. Vidare exempel av linjara rum
finner ni pa sidorna 268-271 i samband med definitionen av delrum (= underrum).

I avsnitt 10.3 inf6érs begreppen linjart holje samt linjart oberoende av en uppséttning
av vektorer. Studera noggrant exempel 22, sid 278-279.

I avsnitt 10.4 infors det grundlidggande begreppet bas i ett linjart rum. Studera noggrant
den viktiga sats 6 (Huvudsatsen for baser i dndligt genererade rum). Dérefter infér man
begreppet dimension av ett linjart rum (sida 286). Lés exemplen 24 och 26.

Avsnittet “Dimension och rang” (sidorna 288-294) beskriver en enkel, praktisk metod for
att finna en bas och bestdmma dimension av ett linjirt holje av vektorer i R™. (Metoden
fungerar ocksa mer generellt.) Studera noggrant exemplen 27, 28 och 29.

I ett linjart rum finns det manga olika baser. Ofta, for att 16sa en uppgift, maste man
byta fran en bas till en annan. Hur detta gar till beskrivs i avsnitt 10.5. Lagg marke till hur
transformationsmatrisen for ett basbyte definieras (sida 296) och hur vektorers koordinater
forandras (sats 9, sida 297).

Ovningsuppgifter



Till lektion nr 3 bor ni forbereda féljande C-uppgifter i 6vningsb0ken:
1001, 1002, 1004, 1007, 1012, 1013, 1015, 1016, 1020, 1021, 1023-1028, 1032, 1034
- 1036 .

Ytterligare nagra uppgifter:

1. N ir det delrum till R* som sp#nns upp av vektorerna u; = (1,0,1, —1), ug = (2,1,1,1)
och ug = (1,-1,2,1), d.v.s. N = [ug,usg,usl.

(a) Avgor om vektorerna v = (0,—-2,2,—11) och w = (2,1,2,1) tillhor N.

(b) Fér vilka virden av den reella konstanten a tillhor vektorn v = (2 — a,1 — 2a,2,1) det
linjara holjet N?
(c) Beskriv det linjéra holjet N som en 16sningsméangd till ett homogent linjart ekvation-
ssystem i 4 obekanta.
(Obs: om ni foredrar det, kan ni forst 16sa del (¢) och déarefter delarna (a) och (b) av

uppgiften.)

2. For vilka varden pa den reella konstanten b ar vektorerna vy = (1,0,1,—1) vy = (2,1, 1,1)
och v3 = (1,2 + b, —1 — b,2) i R* linjért oberoende ?

3. M ir ett delrum till R4,
M = {(z1,z2,x3,24) € RYzy — 23+ 224 = 0 och 21 — z9 + 23 — 24 = 0}.

Finn en basi M.

4. L ar ett linjart rum, w,v,w &r tre linjirt oberoende vektorer i L. Lat a vara en reell
konstant. M &r det delrum till L som spénns upp av vektorerna g1 = u + (a + 1)v + w go =
u+ (3 —a)v+aw och g3 = au + 2v + (2 — a)w, M = [g1, g2, g3]. Bestdm dim M for varje
véirde av den reella konstanten a.

5. Bestdm en bas i det linjara holjet M = [v; = (1,1,2,-1), vo = (—1,—-1,-2,1), vg =
(2,1,0,1), v4 = (3,2,2,0), vs = (1,0,—-2,2), vg = (0,1,4,—3)] och ange koordinaterna av
dem givna vektorerna i denna bas.

Facit:

L (aveNw¢N, (b)a=1,(c) N={(y1,y2,93 4s) € Ry1 — y2 — y3 = 0}
2. b# —1.

3. v1=(1,2,1,0), vo = (—2,-3,0,1) (t.ex.)

4. dimM =3 oma # —6,1, dimM =2 om a = —6 och dimM =1 om a = 1.
5

. T.ex. {v1,v3} &r en bas i M och vy = —v1; v4 = v1 + v3; V5 = V3 — v1; Vg = 201 — V3.



Infor lektion nr 4

I kapitel 11 inf6rs ett nytt grundlaggande begrepp: linjar avbildning. Studera noggrant
definitionen pa sidan 302 och exemplen 1-4 pa sidorna 302-305.

Infor lektion 4 skall ni studera materialet som beskrivs i avsnitten 11.1-11.4. Av sérskild
betydelse hér &r satserna 3 och 4 (sida 308 resp. 311) som beskriver linjara avbildningar med
hjalp av matriser. Lagg marke till att enligt sats 3 ger avbildningens matris samband mellan
koordinater for en vektor och koordinater for dess bild. Studera noggrant exemplen 7-9 (sida
309-310).

Matrisen for en linjar avbildning F' : L — M beror pa val av baser i L och i M. Vad som
héander med matrisen om man byter baserna beskrivs (delvis) i sats 5 (som betraktar enbart
fallet da L = M). Studera exempel 10 (s.314).

Léagg mérke till Anméarkningen pa sidan 315.

Avsnitt 11.4 handlar om sammanséattning av linjara avbildningar och om inverser
till linjara avbildningar. Detta &ar viktigt eftersom det ofta hénder att en linjar avbildning
framstélls som en sammansattning av flera enklare avbildningar. Det giller da att kunna
beskriva sammanséttningen utifran det man vet om dessa enklare avbildningar. Studera
exemplen 11 och 12.

6vningsuppgifter

Till lektion nr 4 bor ni férbereda (dvs l6sa) f6ljande C-uppgifter i 6vningsb0ken:
1101-1103, 1107, 1109-1112, 1114 - 1116, 1118, 1121, 1123, 1126.

Infor lektion nr 5

Infér lektion 5 bor ni studera materialet som beskrivs dels i avsnitt 11.5 och dels i avsnitten
12.1-12.3 i kapitel 12.

I avsnitt 11.5 definieras nollrum och virderum till en linjar avbildning. Det centrala
resultatet har &r Dimensionssatsen (sats 10). Viktiga &r dven Dimensionssatsens foljder
(Foljdsatser 1 och 2, s.324-325)

Ovningarna 11.12, 11.13 och 11.15 i kursboken rekommenderas.

I kapitel 12 infér man en ny struktur i allménna linjara rum: skaldrprodukt. Observera:
linjara rum i sig har inga skaldrprodukter. De kan utrustas med en skalarprodukt — p4 manga
olika sitt.

Skalarprodukt definieras i avsnitt 12.2. Studera noggrant definitionen pa sidan 330 och
efterféljande anmérkningar. Studera exemplen 1-4. Lagg mérke till att i exempel 4 beskriver
man en skaldrprodukt i ett oo-dimensionellt rum. Mojligheten att gora detta visar sig vara



av sarskild vikt eftersom man inte kan arbeta i sadana rum med koordinater pa det vanliga
sattet.

Linjara rum utrustade med en skalarprodukt kallas for euklidiska rum. I sadana rum
infor man begreppet langd av en vektor (s.335). De viktigaste resultaten har &r Cauchy-
Schwarz” olikhet och Triangelolikheten (satserna 1 och 2). Studera exemplen 5 och 6.

I avsnitt 12.3 definierar man begreppen ortogonala vektorer och en ortonormerad
bas. Det grundlaggande resultatet har siager att i varje andligtdimensionellt euklidiskt rum
finns det nagon ON-bas (sats 4). Lagg mérke till att beviset for denna sats ocksa ger en prak-
tisk metod for att konstruera ON-baser (Gram-Schmids ortogonaliseringsmetod). Studera
noggrant exemplen 9 och 10.

6vningsuppgifter

Till lektion nr 5 bor ni 16sa C-uppgifter: 1127, 1129, 1133, 1137, 1141, 1142,
1201, 1202, 1206, 1207, 1209, 1214, 1215, 1219.

Ytterligare nagra uppgifter:

1. Anviind Gram-Schmids metod for att ortogonalisera: (1,1,1), (1,0,2), (=1,2,1) i E3.

2. Bestam en ON-bas i M = [(2,1,1,1), (2,2,0,3), (0,1,—1,2), (1,0,0,1)] som ett delrum i
E4.

Facit:

1. (1,1,1), (0,1,-1), (=3,2,2).
(1,1

2. T. ex. %(1,0,0, 1), 1

Infor lektion nr 6

Infér lektion 6 bor ni studera dels avsnitten 12.4 och 12.5 i kursboken och dels materialet
som handlar om ortogonala komplement och ortogonala projektioner. Detta material
finns inte i kursboken, det tas upp i sin helhet pa foreldsningarna.

Avsnitt 12.4 handlar om egenskaper hos ortonormerade baser. Med hjélp av koordinater i
en ON-bas beskrivs skaldrprodukten pa ett sarskilt enkelt sétt (detta resultat finner ni i sats
5 pa sidan 347). Ocksa tvartom: koordinater i en ON-bas har en enkel tolkning med hjilp av
skalérprodukten (se sats 6).

P& sidan 351 infors begreppet ortogonal matris. Det ar just sadana matriser som
formedlar basbyte mellan tva ON-baser.

I avsnitt 12.5 infor man begreppet isometriska avbildningar. Det ar avbildningar som
behaller langderna av vektorer (och, som det visar sig, ocksa vinklarna mellan dem). Dessa
avbildningar representeras i ON-baser just av ortogonala matriser (sats 8). Lés exempel 12.

Lagg marke till 6vning 12.15 i kursboken. Den beskriver alla isometriska avbildningar
fran det euklidiska planet E? till E2.



6vningsuppgifter

Till lektion nr 6 bor ni 16sa C-uppgifter: 1203, 1223, 1225, 1226, 1228, 1229,
1231, 1232, 1234-1237, 1245, 1246

Ytterligare nagra uppgifter:

1. M ér ett delrum till E* som definieras genom

M = {(x1, 22,23, 14) 6E4|$1+$2+$4:0 och 1 + 2x9 + x3 + 224 = 0}.

(a) Finn en ON-bas i M.
(b) Finn en ON-bas i det ortogonala komplementet M.

(c) Skriv vektorn u = (1,1,2,0) € E* som en summa u = u; + up med u; € M och ug € M+,

(d) P:E* — E* &r den ortogonala projektionen av E* p4 M. Finn P:s matris i standard-
basen i E4.
Obs: Kunde du forst 16sa del (d) och dérefter, med hjélp av denna losning, del (c) av
uppgiften?

2. Bestdm den ortogonala projektionen av u = (1,1,2) pa linjara holjet M = [(2,—1,0),
(1,-1,2), (1,0,—2)] och anvénd den for att finna avstandet fran w till M.

Facit:
1.(a). €1 = %(0,—1,0, 1), eg = %1_0(—2, 1,-2,1). (t.ex.)
1.(b). e3 = %(1,0,—1,0), e4 = %1_0(1,2,1,2). (t.ex.)

1.(c). v =uy 4+ ug med uy = (1,0,1,—1) € M och uy = (0,1,1,1) € M+,

2 -1 2 -1
-1 3 -1 -2
51 2 -1 2 -1

-1 -2 -1 3

1.(d). A=

2. Projektionen &r 2= (5, —11,34) och avsténdet &r 8/v/21.

10



Infor lektion nr 7

I kapitel 13 infor man nya begrepp: egenvarden och egenvektorer till en linjar operator.
Studera noggrant definitionen pa sidan 359 och exemplen 1 och 2 pa sidan 359-360.

Materialet som ni skall studera infor lektion 7 beskrivs i avsnitten 13.1-13.3. Lagg mérke
till sats 1 (sida 361) som ger ett enkelt sétt att finna alla egenvérden till en linjér operator pa
ett dndligtdimensionellt linjart rum. For detta &ndamal infor man s.k. sekularpolynom till
en linjar operator (se definitionen pa sidan 362). Nollstéllen till detta polynom &r egenvirden
till operatorn. Studera noggrant exemplen 5 och 6 pa sidan 363-364.

Lagg miérke till sats 2 (sida 365) som sédger att egenvektorer med olika egenvérden é&r
linjart oberoende.

Léagg ocksa maérke till begreppet diagonaliserbar linjar avbildning (sida 365).

I avsnitt 13.3 infér man ett nytt begrepp: symmetriska avbildningar. Det dr en mycket
viktig klass av linjdra avbildningar, bade i geometriska sammanhang (vi kommer i ett senare
avsnitt att analysera geometriska egenskaper av ytor med hjilp av symmetriska avbildningar),
i analytiska sammanhang och, inte minst, inom fysik (klassisk mekanik, kvantmekanik m.m.).
Studera noggrant definitionen pa sidan 369 med tillhérande sats 3 som sdger att symmetriska
avbildningar ar de som i ortonormerade baser representeras av symmetriska matriser. Las
exempel 8.

Som ni kommer ihag &r inte alla linjara operatorer diagonaliserbara. Med symmetriska
avbildningar forhaller det sig ddremot annorlunda.

Det centrala resultatet for symmetriska avbildningar ges av Spektralsatsen (sats 4, sida
371) som séger att varje symmetrisk avbildning pa ett dndligtdimensionellt euklidiskt
rum ar diagonaliserbar.

Las exemplen 9 och 10 och lag marke till sats 5.

Ovningarna 13.6 och 13.7 i kursboken rekommenderas.

Ovningsuppgifter
Till lektion nr 7 bor ni férbereda (dvs l6sa) f6ljande C-uppgifter i 6vningsb0ken:

1301, 1303, 1305, 1306, 1308, 1309, 1314, 1318 (a), 1319 (antag hir att dim L < o),
1322, 1323, 1324, 1327, 1331 - 1336, 1338 .

Ytterligare nagra uppgifter:

1. Den linjira avbildningen F : R? — R3 har i standardbasen matrisen

2 1 2
A= a 2 a-3 |,
1 -1 1

dér a ar en reell konstant. For vilka varden pa konstanten a ar avbildningen F' diagonaliser-
bar? For varje sadan a bestim en bas i R? bestaende av egenvektorer till F.

11



2. Bestdm samtliga egenvirden och egenvektorer till

10101010
01010101
10101010

a_lo0o1o10101

“[1o0o101010
01010101
10101010
010107101

Facit:

1. F ar diagonaliserbar omm a = 1. Om a = 1 : en bas av egenvektorer till F': u; = (1,1,0),
up = (2,0,1), ug = (—1,1,1). (t.ex.)

2. Egenvirden: 0, 4. Egenvektorer for 0: (1,0,—1,0,0,0,0,0), (1,0,0,0,—1,0,0,0),
(1,0,0,0,0,0,-1,0), (0,1,0,-1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0,—1,0,0), (0,1,0,0,0,0,0,—1); egen-
vektorer for 4: (1,1,1,1,1,1,1,1), (1,0,1,0,1,0,1,0).

Infor lektion nr 8

Infor lektion 8 skall ni studera materialet som beskrivs i avsnitten 13.4 och 13.5. I avsnitt

13.4 infor man och studerar ett nytt begrepp: kvadratisk form. Lagg mérke till att ni redan
har sett och arbetat med kvadratiska former i ett analytiskt sammanhang: andragradsdelen
av Taylorpolynomet av en funktion av flera variabler &r en kvadratisk form. Kvadratiska
former beskrivs med hjilp av symmetriska matriser (sats 6) eller med hjélp av symmetriska
avbildningar (sats 7). Bada sétten ar tva formuleringar av en och samma observation. Lés
exemplen 11 och 12.

Kvadratiska former kan diagonaliseras i ortonormerade baser (sats 8). Detta leder till
mycket enkla uttryck for kvadratiska former med hjélp av koordinater i en sadan bas och
underlattar pa ett visentligt sdtt analys av den kvadratiska formens geometriska egenskaper
(som ni kommer att studera i nésta avsnitt). Lis exemplen 13 och 14.

Kvadratiska former kan dven diagonaliseras i baser som inte nédvandigtvis ar ortonor-
merade (sats 9). Detta leder till &nnu enklare uttryck for formen (men en del geometrisk
information gar férlorad). Légg mérke till den viktiga Troghetslagen (sats 10).

Den kvadratiska formens typ kan bestdmmas med hjélp av egenviarden av den tillhérande
symmetriska matrisen eller med hjélp av kvadratkomplettering. Studera noggrant exemplen
15, 16 och 17.

Avsnitt 13.5 handlar om andragradskurvor i E? och andragradsytor i E3. Dessa beskrivs
med hjilp av kvadratiska former ( en andragradsyta i E3 #r 16sningsméngden till ekvationen
h(u) = 1, dir h ir en kvadratisk form pa E3). Vart tidigare arbete med diagonalisering
av kvadratiska former och symmetriska avbildningar kommer nu att anvéndas till analys av
geometriska egenskaper av kurvor och ytor.
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6vningsuppgifter

Till lektion nr 8 bor ni forbereda foljande C-uppgifter i évningsboken: 1340,
1342-1344, 1346-1350, 1353, 1354, 1356.

Ytterligare nagra uppgifter:

1. Visa att
2?4+ y? — 222 — 2wy —dwz —dyz =4

ar ekvationen for en rotationsyta i E3]. Bestdm ytans typ, rotationsaxelns riktning samt det
minsta avstandet fran ytan till origo. Rita figur!

2. Bestiam, for varje virde pa a € R, vilken typ av yta i E2 som ges av ekvationen

(5 —3a)z® + (5 — a)y? + 2% + daxy + 222 + 4yz = a.

Facit:

1. En enmantlad (rotations-)hyperboloid. Avstandet till origo = v/2. Rotationsaxelns rikt-
ningsvektor: u = (1,1.2).

2. a < 0: en tvamantlad hyperboloid; a = 0: en linje; 0 < a < 1: en ellipsoid; a = 1: en
elliptisk cylinder; 1 < a: en enmantlad hyperboloid.
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