
Rekursion och induktion

Vi börjar med ett exempel.

EXEMPEL 1  I slutet av 1800-talet presenterade den franske matematikern
Edouard Lucas ett slags matematiskt pussel  (”recréation mathématiques”) 
vars mål var att flytta olika stora skivor från en pinne till en annan pinne 
(målpinnen). 

BA C

Enligt pusslets regler skulle skivorna flyttas | en i taget | utan att någon 
skiva hamnar ovanpå en mindre skiva. En tredje pinne fick användas som 
hjälppinne på vilken en skiva kunde vila medan andra skivor flyttades. 

För de fall att antalet skivor är 1, 2 eller 3, kan pusslet lösas med 1, 3 respektive 7 
stycken skivflyttningar. Försök visa det!

En lyckosam strategi för att flytta ett torn bestående av n skivor från en 
pinne A till en målpinne B  med hjälp av en hjälppinne C är att dela upp 
arbetet i följande tre steg:

(1) Flytta de n - 1 översta skivorna (vilka bildar ett mindre torn än det 
egentliga tornet) från A till C med B som hjälppinne. 
(2) Flytta en skiva från A till B. 
(3) Flytta åter de n - 1 minsta skivorna, nu från C till B med A som 
hjälppinne.

BA CBA C BA C

(1), (2), (3) bildar en algoritm för tornförflyttningen | en rekursiv sådan. Nu 
övergår vi till att göra en analys av densamma. Närmare bestämt en analys 
av hur många beräkningssteg som algoritmen ger upphov till vid körning på 
ett torn med n skivor.
När man gör en sådan undersökning av en algoritm brukar man säga att 
man undersöker algoritmens komplexitet. Resultatet av en komplexitetsunder-
sökning beror givetvis på vad som uppfattas som ett beräkningssteg. Låt oss 
välja en enstaka skivförflyttning som ett sådant steg för den tredelade algorit-
men ovanför. Då ges antalet beräkningssteg av

När man gör en sådan undersökning av en algoritm brukar man säga att 
man undersöker algoritmens komplexitet. Resultatet av en komplexitetsunder-
sökning beror givetvis på vad som uppfattas som ett beräkningssteg. Låt oss 
välja en enstaka skivförflyttning som ett sådant steg för den tredelade algorit-
men ovanför. Då ges antalet beräkningssteg av

;AntalStegH0L = 0
AntalStegHnL = 1+ 2 AntalStegHn - 1L

Att det blev en rekursiv formel var högst naturligt. Så blir det gärna när 
man undersöker en algoritm som är rekursiv. Det s.k. basfallet 
AntalStegH0L = 0 uttrycker av att ingen enstaka skiva förflyttas, då man har 
ett torn med noll skivor. Och rekursionsformelns högerled lägger samman 
antalet skivförflyttningar i (1), (2), (3). 
Ibland kan man | genom att driva en rekursionsformel bakåt | erhålla en s.k. 
sluten formel. Så är det i just detta fall.

AntalStegIn0M = 1+ 2 AntalStegIn0 - 1M
= 1+ 2 I1+ 2 AntalStegIn0 - 2MM
= 1+ 2 I1+ 2 I1+ 2 AntalStegIn0 - 3MMM
= 1+ 2 I1+ 2 I1+ 2 I1+ 2 AntalStegIn0 - 4MMMM
= 1 + 2 + 22 + 23 + 24 AntalStegIn0 - 4M
…

= 1 + 2 + 22 +…+ 2n0-1 + 2n0 AntalStegIn0 - n0M
= 1 + 2 + 22 +…+ 2n0-1 + 2n0 AntalStegH0L
= 1 + 2 + 22 +…+ 2n0-1 + 0

= 1 + 2 + 22 +…+ 2n0-1 = 2n0 - 1

I den avslutande likheten utnyttjas att varje summa av inledande tvåpotenser är lika 
med nästa tvåpotens minskad en enhet. (Följer t.ex. av summaformeln för geometriska 
summor.)

Anmärkning 1.  I härledningen av den slutna formeln ovanför möter läsaren först en 
följd av fyra rekursiva anrop, sedan en rad med tre punkter vars avsikt är att få 
läsaren att samla sig till en generalisering  | att gå från 1, 2, 3, 4 direkt till n  Noga 
räknat har vi inget annat stöd för generaliseringen som kommer efter raden med de tre 
punkterna, än att ”det ser ut att stämma”. 

Inom de flesta vetenskaper spelar generalisering en stor roll. Från en följd av (väl 
valda) specialfall försöker man ge en generell beskrivning av det som undersöks. Inte 
sällan finns det därvid en större eller mindre osäkerhet i en generalisering. Inom den 
matematiska vetenskapen, som har att leva upp till ryktet om en ”säker” vetenskap, 
finns det dess bättre en metod med vars hjälp vissa generaliseringar kan bevisas vara 
korrekta. Bevismetoden kallas (matematisk) induktion.
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Inom de flesta vetenskaper spelar generalisering en stor roll. Från en följd av (väl 
valda) specialfall försöker man ge en generell beskrivning av det som undersöks. Inte 
sällan finns det därvid en större eller mindre osäkerhet i en generalisering. Inom den 
matematiska vetenskapen, som har att leva upp till ryktet om en ”säker” vetenskap, 
finns det dess bättre en metod med vars hjälp vissa generaliseringar kan bevisas vara 
korrekta. Bevismetoden kallas (matematisk) induktion.

Enkel induktion i ett steg

Föreställ dig en oändlig följd av påståenden,

(1)P H0L, PH1L, PH2L, …

För att bevisa att de är sanna allesamman, räcker det att bevisa två saker.

Basfallet: PH0L sann
Induktionssteget: För varje n0 gäller att om PIn0M är sann, så är också 
PIn0 + 1M sann.

Lägg märke till att man i induktionssteget inte för något enda påstående ska 
bevisa att det är sant. Däremot ska man för varje påstående bevisa, att 
under antagandet att det är sant (kallas induktionsantagandet), så följer att 
det efterföljande påståendet också är sant. Och det är inte illa.

Varför fungerar ett induktionsbevis?

Antag att vi har bevisat basfallet och induktionssteget som ovan. Om trots 
det, inte alla påståenden i (1) vore sanna, så skulle det finnas något n så att 
PHnL är falsk. Låt n1 vara det minsta†n:et av detta slag. Det följer att n1 
inte kan vara lika med 0 (enligt basfallet). Inte heller kan n1 vara större än 
0. Ty i så fall är PHn1L falsk, men PHn1 - 1L sann, något som motsägs av 
induktionssteget. Således finns det inget sådant n1. Ñ

† Att det verkligen går att hitta ett minsta n av nämnt slag är avgörande för 
hållbarheten i resonemanget. Det inte är självklart att en icketom mängd har ett 

minsta element. T.ex. finns det inget minsta element i mängden : 1

n+1
n œ !>.

Betrakta åter de med n œ ! indexerade påståendena 

(2)AntalStegHnL = 2n - 1

från EXEMPEL 1.

I anmärkning 1 påpekades att härledningen av (2) hade vissa formella 
ihåligheter, och därför inte hade status av ett formellt bevis. Med hjälp av  
rekursionsformeln

;
AntalStegH0L = 0

AntalStegIn0M = 1+ 2 AntalStegIn0 - 1M

är det emellertid lätt att bygga ett formellt oklanderligt bevis. Se här: 
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är det emellertid lätt att bygga ett formellt oklanderligt bevis. Se här: 
Basfallet: Likheten (2) stämmer då n = 0 , ty i detta fall säger ju (2) helt 
enkelt att AntalStegH0L = 20 - 1, dvs att AntalStegH0L = 0. Och det stämmer 
ju överens med rekursionsformelns basfall.
Induktionssteget: Betrakta nu ett godtyckligt n0 œ !. 

Givet det s.k. induktionsantagandet att (2) stämmer för n = n0, så ska vi 

visa att (2) stämmer även för det efterföljande n-värdet, dvs. att 

AntalStegIn0 + 1M = 2n0+1 - 1.

Let's go …

AntalStegIn0 + 1M =HiL 1+ 2 AntalStegIn0M

=
HiiL

1+ 2 I2n0 - 1M

=
HiiiL

1+ 2n0+1 -2 =
HiiiL

2n0+1 - 1
Motivering: (i) Rekursionsformeln, (ii) Induktionsantagandet, 
(iii) Förenklingar
Anmärkning 2  Varje induktionsbevis med induktion i ett steg fordrar att man 
har tillgång till en korrekt rekursionsformel, som hoppar (rekurserar) ett steg, i 
vilken man kan plugga in induktionsantagandet. Glöm inte bort det. 

Ofta har man emellertid rekursionsformler som hoppar flera steg. Då hoppar 
induktionssteget lika många steg, och basfallet innehåller lika många verifikationer 
som antalet steg. Ett känt exempel behandlas nedanför.

EXEMPEL 2  Leonardo Pisano | vanligen kallad Leonardo Fibonacci, 
den kanske störste matematikern som Europa framburit före renässansen | 
skrev år 1220 en bok (Liber abaci) i räknelära. Ja, faktiskt. I sin bok presen-
terade Fibonacci följande räkneproblem:
Hur många kaninpar har man efter 12 månader, om man startar med ett 
nyfött kaninpar? Utgångspunkten är att ett nyfött kaninpar blir fertilt efter 
en månad, och att paret en månad senare och fortlöpande varje månad 
därefter producerar ett nytt kaninpar, som i sin tur blir fertilt efter en 
månad osv.… Se vänstra bilden nedanför! 
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Talen 1, 1, 2, 3, 5, ... beskriver hur många kaninpar det finns efter månad 1, 
2, 3, 4, 5, ..., och kallas efter Lucas (samma snubbe som i EXEMPEL 1) för 
Fibonaccitalen. Dessa tal har visat sig dyka upp i allehanda förklädnader. 
T.ex. förekommer det n:te Fibonaccitalet även som antalet förfäder i n:te 
generationen till en drönare (manligt bi). Något som beror på att en drönare 
produceras utan sex av en bidrottning (kvinnligt bi), medan en drottning 
produceras av en drottning och en drönare tillsammans. Se högra bilden 
ovanför!
Det vanligaste sättet att generera Fibonaccital är att använda följande 
rekursionsformel. (Det är brukligt att definiera det 0:te talet som 0.):

;
F0 = 0 , F1 = 1
Fn+2 = Fn+1 +Fn

Det finns också slutna formler. Den vanligaste är

(3)Fn =
jn - J- 1

j
Nn

5

där j betecknar det s.k. gyllene snittet, som är den positiva roten 1+ 5

2
 till 

ekvationen x2 - x - 1 # 0.  - 1

j
 är den andra roten. (Det senare kan enklast 

verifieras genom konstaterandet att produkten av rötterna är lika med 
konstanta termen i vänsterledet!) En värdefull observation är att

(¤)  j + 1

j
= 5    (Verifiera själv denna likhet!)

Låt oss bevisa att (3) är korrekt för alla n œ !.
Basfall(en): För n = 0 och n = 1 stämmer (3). 

Ty då säger (3) att F0 =
j0 - J- 1

j
N0

5
 och F1 =

j - J- 1

j
N1

5
, dvs  

F0 =
1 - 1

5
= 0 och F1 =

j - J- 1

j
N

5
=

j+ 1

j

5
=
H¤L 5

5
= 1, 

och bägge dessa likheter är i samklang med rekursionsformelns två basfall.
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Basfall(en): För n = 0 och n = 1 stämmer (3). 

Ty då säger (3) att F0 =
j0 - J- 1

j
N0

5
 och F1 =

j - J- 1

j
N1

5
, dvs  

F0 =
1 - 1

5
= 0 och F1 =

j - J- 1

j
N

5
=

j+ 1

j

5
=
H¤L 5

5
= 1, 

och bägge dessa likheter är i samklang med rekursionsformelns två basfall.
Induktionssteget: Betrakta nu ett godtyckligt heltal ¥ 2. Ett sådant är på 
formen n0 + 2 för något n0 œ !. Om vi kan visa likheten (3) för n = n0 + 2, 
under antagandet att (3) stämmer för n = n0 och för n = n0 + 1, så följer av 
basfallen att (3) stämmer för n = 2. Och när (3) stämmer för n œ 81, 2<, så 
följer att (3) stämmer för n = 3, osv. ….
Således räcker det att bevisa implikationen 

Fn0
=

jn0 - J- 1

j
Nn0

5
, Fn0+1 =

jn0+1 - J- 1

j
Nn0+1

5
 ï  Fn0+2 #

jn0+2 - J- 1

j
Nn0+2

5
,

något som vi klarar av på sex rader …

Fn0+2 -
jn0+2 - J- 1

j
N
n0+2

5
=

HrekL
Fn0+1 +Fn0

-
jn0+2 - J- 1

j
N
n0+2

5

=
Hi.aL jn0+1 - J- 1

j
N
n0+1

5
+
jn0 - J- 1

j
N
n0

5
-

jn0+2 - J- 1

j
N
n0+2

5

=
HiiiL 1

5
jn0+1 + jn0 - jn0+2 + -

1

j

n0+2

- -
1

j

n0+1

- -
1

j

n0

=
HiiiL 1

5
jn0+1 + jn0 - jn0+2 + H-1Ln0 ÿ

1

jn0+2
+

1

jn0+1
-

1

jn0

=
HiiiL 1

5
-jn0 Ij2 - j- 1M + H-1Ln0 ÿ

1

jn0+2
I1+ j- j2M

=
H*L 1

5
-jn0 ÿ 0 + H-1Ln0 ÿ

1

jn0+2
ÿ 0 =

HiiiL
0.

Teckenförklaringar: (rek) rekursionsformeln, (i.a) induktionsantagandet, 
(iii) förenklingar, (*) j är en rot till x2 - x - 1 # 0.
Därmed är basfall och induktionssteg avklarade. Ñ
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Anmärkning 3  Förklara vilka svårigheter som uppstår, om man försöker göra ett 
induktionsbevis i ett enda steg. 

Enkel induktion i två eller flera steg

Vårt induktionsbevis i EXEMPEL 2 följde nedanstående mall:

Basfallet: PH0L och PH1L
Induktionssteget: PIn0M och PIn0 + 1M ïPIn0 + 2M

Om man behöver göra ett induktionsbevis baserat på en rekursionsformel 
som rekurserar 3 steg, blir mallen förstås 

Basfallet: PH0L, PH1L och PH2L
Induktionssteget: PIn0M, PIn0 + 1M och PIn0 + 2M ïPIn0 + 3M

Stark induktion

Ibland behöver induktionssteget kunna hoppa godtyckligt många steg, dvs 
som i följande mall.

Basfallet: PH0L 
Induktionssteget: PH0L, PH1L, …, PIn0M  ï PIn0 + 1M

En bra illustration av stark induktion finns i beviset nedanför av 
existensdelen i aritmetikens fundamentalsats.

Primtalsfaktorisering
Ett naturligt tal > 1 är sammansatt, om det kan skrivas som en produkt av 
två mindre dito. Annars är talet ett primtal. De minsta av de senare är 
2, 3, 5, 7. 

Primtalens viktigaste egenskap är de utgör de naturliga talens minsta 
multiplikativa byggstenar. Se satsen nedanför.

7 Rekursion och induktion

Aritmetikens fundamentalsats  
Varje naturligt tal > 1 kan skrivas som en primtalsprodukt, och produkten 
är entydig om vi bortser från ordningen mellan primtalsfaktorerna.

Anmärkning 4 Med primtalsprodukt avses i kortaste fallet ett enda primtal. Längre 
primtalsprodukter består av två eller flera primtal (eventuellt kopior av samma 
primtal) multiplicerade med varandra, som 2 ÿ3, 2 ÿ2 eller 2 ÿ3 ÿ3 ÿ5.

BEVIS (av fundamentalsatsens existensdel): Låt PHnL vara påståendet "det 
finns en primtalsprodukt, så att n är lika med nämnda produkt". Vi ska nu 
bevisa att PHnL är korrekt för alla n ¥ 2.

Basfall   PH2L stämmer, ty 2 är ett primtal.  

Induktionssteget   PH2L, PH3L, …, PIn0M  ï PIn0 + 1M

Antag att alla påståendena PH2L, PH3L, …, PIn0M är sanna. Vad kan vi då 

säga om PIn0 + 1M? Få se …, låt oss betrakta talet n0 + 1. 

Fall 1: Endera är n0 + 1 ett primtal. Då stämmer PIn0 + 1M. 
Fall 2: I annat fall är n0 + 1 lika med en produkt av mindre tal, dvs. 

n0 + 1 = a ÿb där a, b œ 92, 3, …, n0=. (Varför kan inget av a, b vara lika 

med 1?) Av induktionsantagandet följer att a och b är primtalsprodukter. 
Men då är även n0 + 1 en primtalsprodukt, dvs. PIn0 + 1M stämmer.  Ñ

Anmärkning 5  Rekursionsformeln i ovanstående induktionsbevis är 
konstaterandet (se fall 2) att n0 + 1 är lika med en produkt av mindre tal.

Från induktion på naturliga tal till induktion på listor och träd

Hittills har vi gjort induktionsbevis för påståenden definierade på naturliga 
tal. Att bevisprincipen funkar där beror ytterst på att de naturliga talen har 
en rekursiv struktur av typen "det finns ett minsta objekt, och varje annat 
objekt byggs av ett mindre objekt (genom att man ökar det mindre med en 
enhet)":

0 är ett naturligt tal.
Om n0 är ett naturligt tal, så är också 1+ n0 ett naturligt tal.

Även listor, träd och binära träd har en motsvarande rekursiv struktur. Dvs. 
det finns ett minsta objekt, och varje större objekt byggs av mindre objekt 
av samma typ. Därför fungerar induktionsbevis även för påståenden 
definierade på sådana strukturer.
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Även listor, träd och binära träd har en motsvarande rekursiv struktur. Dvs. 
det finns ett minsta objekt, och varje större objekt byggs av mindre objekt 
av samma typ. Därför fungerar induktionsbevis även för påståenden 
definierade på sådana strukturer.

Gängse definitioner av listor, träd och binära träd presenteras nedanför. 
Vi antar för enkelhets skull att det som benäms atomer nedanför är tal. 

Listor (atomära)

Den minsta listan är den tomma listan @ D.
Om @a, b, …, dD är en lista, så är också @atom, a, b, …, dD en lista 

för varje atom.

T.ex. är @7, 11, 2, 3D en lista. Lägg märke till att en lista ordnar sina 
element i en enkel hierarkisk struktur, nämligen lineär.

Träd  Ett rotat träd T består av en s.k. rotnod samt ett ändligt antal 
mindre träd som via sina rotnoder står i förbindelse med T :s rotnod. I det 
enklaste fallet innehåller T inget mer än en rotnod. 

Om vi antar att det sitter en atom i varje nod, så utgör således en 
ensam atom det minsta (rotade) trädet. Och om T1, T2, …, Tn är 
(rotade) träd, så är

rotnod

T1 T2 … Tn

också ett (rotat) träd för varje val av atomär rotnod. 

EXEMPEL på träd.

2

3 5 1

7 11 13 17

Notera att ett träd ordnar sina element i en mer komplicerad 
hierarkisk struktur än den lineära. En nod som befinner sig längst ner 
i hierarkin kallas löv. Varje annan nod kallas förälder till de noder 
som den står i direktförbindelse med och som ligger längre ner i 
hierarkin. De senare kallas avkommor till föräldranoden. I figuren 
ovanför är t.ex. 1 avkomma till 2, men också förälder till löven 
11, 13, 17.
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Notera att ett träd ordnar sina element i en mer komplicerad 
hierarkisk struktur än den lineära. En nod som befinner sig längst ner 
i hierarkin kallas löv. Varje annan nod kallas förälder till de noder 
som den står i direktförbindelse med och som ligger längre ner i 
hierarkin. De senare kallas avkommor till föräldranoden. I figuren 
ovanför är t.ex. 1 avkomma till 2, men också förälder till löven 
11, 13, 17.

Binära träd   I ett binärt träd finns det ingen nod med fler än två utgående 
bågar. Av tekniska skäl har det visat sig vara bäst att låta det minsta binära 
trädet vara tomt.

Om T1, T2 är binära träd, så är också

rotnod

T1 T2

ett binärt träd för varje val av atomär rotnod. Se exemplet nedanför 
där ett tomt binärt träd är placerat till vänster nedanför 7 och likaså 
till höger nedanför 5.

EXEMPEL på binärt träd.

2

3 5

7 11 13

19

EXEMPEL 3  Instickssortering

Man säger att en enkel lista av tal är sorterad om dess element är placerade 
i storleksordning från mindre till större eller från större till mindre. T.ex. är 
@2, 3, 5D, @5, 3, 2D och @5, 2, 2D sorterade, men inte @2, 5, 3D. 

Nedanför definieras (rekursivt) en sorteringsfunktion som bygger på det 
enkla faktum att om man redan har sorterat hela listan förutom det första 
elementet (betecknas med Resten nedanför), så behöver man bara sticka in 
det första elementet på rätt plats i den redan sorterade delen. Instickningen 
fungerar på så sätt att det element som skall stickas in i den redan sorterade 
listan jämförs med det första elementet i den sorterade listan. Och beroende 
på hur jämförelsen utfaller, vidtages relevant åtgärd.
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SorteraH @ D L = @ D
SorteraHLL = StickInHFörstaHLL, SorteraHRestenHLLL

StickInH x, @ D L = @xD
StickInHx, LL =

OmHx § FörstaHLL,
FogaInHx, LL,
FogaInHFörstaHLL, StickInHx, RestenHLLLLL

där FogaInHx, XL antas foga in x i X : s vänstra ände.

Hur beräkningstyngd är instickssortering? Få se …
Låt oss först beräkna maximala antalet beräkningssteg (närmare bestämt 
antalet jämförelser av typen x § FörstaHLL) som StickIn tvingas utföra vid 
körning på en lista av godtycklig längd. (Det maximala antalet får man då 
det element som skall stickas in är större än alla element i listan.) 
Av rekursionsformeln för StickIn följer att nämnda antal ges av

: AntalStegStickIn I0M = 0

AntalStegStickIn InM= 1+AntalStegStickIn In - 1M

Genom att driva ovanstående rekursionsformel i botten erhålls den slutna 
formeln AntalStegStickIn InM= n. Genomför själv detta "drivande"!

Låt nu AntalStegSorteraHnL beteckna antalet steg som Sortera måste utföra 

vid körning på en godtycklig lista av längd n. Då följer att  

:AntalStegSortera I0M = 0

AntalStegSortera InM= AntalStegStickInHn - 1L+AntalStegSorteraHn - 1L

= n -1 + AntalStegSortera In - 1M

Och om vi driver rekursionsformeln för AntalStegSortera i botten får vi …

AntalStegSorteraHnL = n - 1 + AntalStegSorteraHn - 1L
= n - 1 + n - 2 + AntalStegSorteraHn - 2L
= n - 1 + n - 2 + n - 3 +AntalStegSorteraHn - 3L
…

= n - 1 + n - 2 +…+ n- Hn - 1L + n-n +AntalStegSorteraHn - nL
= n - 1 + n - 2 +…+ 1

= TriangelTalHn - 1L = n Hn-1L
2

.

 

11 Rekursion och induktion

AntalStegSorteraHnL = n - 1 + AntalStegSorteraHn - 1L
= n - 1 + n - 2 + AntalStegSorteraHn - 2L
= n - 1 + n - 2 + n - 3 +AntalStegSorteraHn - 3L
…

= n - 1 + n - 2 +…+ n- Hn - 1L + n-n +AntalStegSorteraHn - nL
= n - 1 + n - 2 +…+ 1

= TriangelTalHn - 1L = n Hn-1L
2

.

 

Anmärkning 6  Uppskattningen ovanför visar att antalet beräkningssteg för 
instickssortering inte ökar fortare än kvadraten på listlängden. 

EXEMPEL 4  Ett fullt binärt träd är ett icketomt binärt träd där varje 
nod, som inte är ett löv, har två stycken avkommor. Se figuren nedanför.

Fullt Ej fullt

Visa att, om V är mängden av vägar (från rotnoden ned till löven) i ett fullt 
binärt träd, så är 

(4)‚
vœV

2-†v§ # 1,

där †v§ är lika med v:s väglängd mätt i antalet vägstumpar.

T.ex. är ‚
vœV

2-†v§ # 2-3 + 2-3 + 2-2 + 2-2 + 2-2 = 1 för figurens träd.

LÖSNING
Basfall Det minsta fulla binära trädet har en rotnod och inget mer. 
Rotnoden är i detta fall även ett löv. Så den enda vägen från rot till löv har 
längd 0. Därmed har summan i (4) enbart termen 20, dvs 1.  

Induktionssteget Betrakta nu ett godtyckligt fullt binärt träd T större än 
det nyss betraktade. T är byggt av två fulla binära träd T1, T2 som bägge 
är mindre än T och är kopplade till T :s rotnod.
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Basfall Det minsta fulla binära trädet har en rotnod och inget mer. 
Rotnoden är i detta fall även ett löv. Så den enda vägen från rot till löv har 
längd 0. Därmed har summan i (4) enbart termen 20, dvs 1.  

Induktionssteget Betrakta nu ett godtyckligt fullt binärt träd T större än 
det nyss betraktade. T är byggt av två fulla binära träd T1, T2 som bägge 
är mindre än T och är kopplade till T :s rotnod.

 

T :s rotnod

T1 T2

Att T1, T2 är fulla båda två följer av att om någon av dem inte skulle vara 
fullt, skulle T inte heller vara det. Notera att storleken på träden T1, T2 
kan vara vad som helst mellan 1 och n - 2, om n är T :s storlek mätt i 
antalet noder. Så induktionssteget måste vara av typen stark induktion. 
Antag därför att varje fullt binärt träd som är mindre än T (mindre än 
n - 1 är egentligen tillräckligt) har summaegenskapen (4). 

För att visa att även T då måste ha egenskapen (4), konstaterar vi att 
varje väg v från T :s rot inleds med en vägstump av längd 1. Resten av v 
ligger i T1 eller T2. Det följer (om V  betecknar T :s vägmängd, och V1, V2 
beteknar T1, T2:s dito) att

‚
vœV

2-†v§ # ‚
v1œV1

2-H1+†v1§L + ‚
v2œV2

2-H1+†v2§L

= ‚
v1œV1

2-1 ÿ2-†v1§ + ‚
v2œV2

2-1 ÿ2-†v2§

= 2-1 ÿ ‚
v1œV1

2-†v1§ + ‚
v2œV2

2-†v2§ =
i.a. 1

2
ÿ H1+ 1L = 1 . Ñ
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