Rekursion och induktion

Vi borjar med ett exempel.

EXEMPEL 1 I slutet av 1800-talet presenterade den franske matematikern

Edouard Lucas ett slags matematiskt pussel (”recréation mathématiques”)
vars mal var att flytta olika stora skivor fran en pinne till en annan pinne

(malpinnen).

A B C

Enligt pusslets regler skulle skivorna flyttas - en i taget - utan att nagon
skiva hamnar ovanpéa en mindre skiva. En tredje pinne fick anvandas som
hjélppinne pa vilken en skiva kunde vila medan andra skivor flyttades.

For de fall att antalet skivor ar 1, 2 eller 3, kan pusslet 16sas med 1, 3 respektive 7
stycken skivilyttningar. Forsok visa det!

En lyckosam strategi for att flytta ett torn bestaende av n skivor fran en
pinne A till en malpinne B med hjalp av en hjalppinne C ar att dela upp
arbetet i foljande tre steg:
(1) Flytta de n— 1 6versta skivorna (vilka bildar ett mindre torn &n det
egentliga tornet) fran A till C med B som hjalppinne.
(2) Flytta en skiva fran A till B.
(3) Flytta ater de n— 1 minsta skivorna, nu fran C till B med A som
hjalppinne.

TR L&

C A B C

MRy
[

>

B C

(1), (2), (3) bildar en algoritm for tornforflyttningen - en rekursiv sadan. Nu
overgar vi till att gora en analys av densamma. Narmare bestamt en analys
av hur manga berakningssteg som algoritmen ger upphov till vid kérning pa
ett torn med n skivor.

Néar man gor en sadan undersokning av en algoritm brukar man siga att
man undersoker algoritmens komplexitet. Resultatet av en komplexitetsunder-
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sokning beror givetvis pa vad som uppfattas som ett berdkningssteg. Lat oss
valja en enstaka skivforflytining som ett sadant steg for den tredelade algorit-
men ovanfor. Da ges antalet berdkningssteg av
{ AntalSteg(0) = 0
AntalSteg(n) = 1+ 2 AntalSteg(n —1)
Att det blev en rekursiv formel var hogst naturligt. Sa blir det gdrna nar
man undersoker en algoritm som ar rekursiv. Det s.k. basfallet
AntalSteg(0) = 0 uttrycker av att ingen enstaka skiva forflyttas, da man har
ett torn med noll skivor. Och rekursionsformelns hogerled lagger samman
antalet skivforflyttningar i (1), (2), (3).
Ibland kan man - genom att driva en rekursionsformel bakat - erhalla en s.k.
sluten formel. Sa ar det i just detta fall.
AntalSteg(nO) =1+2 AntalSteg(nO - 1)
= 1+2(1+2 AntalSteg(ng - 2))
= 1+2(1+2(1+2 AntalSteg(ny — 3)))
= 1+2(1+2(1+2(1+2 AntalSteg(ny — 4))))

= 1+2+22+2% 428 AntalSteg(nO —4)

= 142+ 22+ 4270714 270 AntalSteg(ng — np)
= 1+2+22+... +2"%" 4 27 AntalSteq(0)

= 1+2+22+...+2M7 14 0
=1+2+22+  +2%0 l=2m_1

I den avslutande likheten utnyttjas att varje summa av inledande tvapotenser ar lika
med nésta tvapotens minskad en enhet. (Foljer t.ex. av summaformeln for geometriska
summor.)

Anmairkning 1. I harledningen av den slutna formeln ovanfér moéter lasaren forst en
f6ljd av fyra rekursiva anrop, sedan en rad med tre punkter vars avsikt ar att fa
lasaren att samla sig till en generalisering - att ga fran 1, 2, 3, 4 direkt till n» Noga
raknat har vi inget annat stod for generaliseringen som kommer efter raden med de tre
punkterna, an att ”det ser ut att stAmma”.

Inom de flesta vetenskaper spelar generalisering en stor roll. Fran en 6ljd av (val

valda) specialfall forsdker man ge en generell beskrivning av det som undersoks. Inte
sillan finns det darvid en storre eller mindre osdkerhet i en generalisering. Inom den
matematiska vetenskapen, som har att leva upp till ryktet om en ”saker” vetenskap,
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finns det dess battre en metod med vars hjalp vissa generaliseringar kan bevisas vara
korrekta. Bevismetoden kallas (matematisk) induktion.

Enkel induktion i ett steg
Forestall dig en oandlig foljd av pastaenden,

P(0), P(), P(2), ... (1

/

For att bevisa att de ar sanna allesamman, racker det att bevisa tva saker.

Basfallet: P(0) sann
Induktionssteget: For varje ng galler att om P(no) ar sann, sa ar ocksa

P(nO + 1) sann.

Lagg maérke till att man i induktionssteget inte for nagot enda pastaende ska
bevisa att det ar sant. Daremot ska man for varje pastaende bevisa, att
under antagandet att det ar sant (kallas induktionsantagandet), sa foljer att
det efterfoljande pastaendet ocksa ar sant. Och det ar inte illa.

Varfor fungerar ett induktionsbevis?

Antag att vi har bevisat basfallet och induktionssteget som ovan. Om trots
det, inte alla pastaenden i (1) vore sanna, sa skulle det finnas nagot n sa att

P(n) ar falsk. Lat ny vara det minstal n:et av detta slag. Det foljer att n
inte kan vara lika med O (enligt basfallet). Inte heller kan n; vara storre an
0. Ty i sa fall ar P(ng) falsk, men P(n; —1) sann, nagot som motsags av
induktionssteget. Saledes finns det inget sadant ny. O
T Att det verkligen gar att hitta ett minsta n av ndmnt slag ar avgorande for
hallbarheten i resonemanget. Det inte &r sjalvklart att en icketom méngd har ett

minsta element. T.ex. finns det inget minsta element i mangden {% ‘ ne N}.
n

Betrakta ater de med n € N indexerade pastaendena
AntalSteg(n) = 2" -1 (2)
fran EXEMPEL 1.
I anmarkning 1 papekades att hérledningen av (2) hade vissa formella
ihaligheter, och darfor inte hade status av ett formellt bevis. Med hjalp av
rekursionsformeln
AntalSteg(0) =0
{ AntalSteg(nO) =1+2 AntalSteg(nO - 1)
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ar det emellertid latt att bygga ett formellt oklanderligt bevis. Se hér:
Basfallet: Likheten (2) stdmmer da n =0, ty i detta fall siger ju (2) helt

enkelt att AntalSteg(0) = 20 _ 1, dvs att AntalSteg(0) = 0. Och det stammer
ju overens med rekursionsformelns basfall.

Induktionssteget: Betrakta nu ett godtyckligt ng e N.

Givet det s.k. induktionsantagandet att (2) stémmer for n = ng, sa ska vi
visa att (2) stimmer &ven for det efterféljande n-vardet, dvs. att
AntalSteg(ng + 1) = om0+l 1.

Let's go ... ‘
AntalSteg(ng + 1) @ 1+ 2 AntalSteg(ng)

(i)
= 1+2(2"0-1)
w 142m0+1 _g @ gng+l 4

Motivering: (i) Rekursionsformeln, (ii) Induktionsantagandet,
(iii) Forenklingar

Anmairkning 2 Varje induktionsbevis med induktion i ett steg fordrar att man
har tillgang till en korrekt rekursionsformel, som hoppar (rekurserar) ett steg, i
vilken man kan plugga in induktionsantagandet. Glom inte bort det.

Ofta har man emellertid rekursionsformler som hoppar flera steg. Da hoppar
induktionssteget lika manga steg, och basfallet innehaller lika manga verifikationer
som antalet steg. Ett kint exempel behandlas nedanfor.

EXEMPEL 2 Leonardo Pisano - vanligen kallad Leonardo Fibonacci,

den kanske storste matematikern som Europa framburit fore renassansen -
skrev ar 1220 en bok (Liber abaci) i raknelara. Ja, faktiskt. I sin bok presen-
terade Fibonacci foljande rakneproblem:

Hur manga kaninpar har man efter 12 manader, om man startar med ett
nyfott kaninpar? Utgangspunkten ar att ett nyfott kaninpar blir fertilt efter
en manad, och att paret en manad senare och fortlopande varje manad
darefter producerar ett nytt kaninpar, som i sin tur blir fertilt efter en
manad osv.... Se vanstra bilden nedanfor!
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Talen 1, 1, 2, 3, 5, ... beskriver hur manga kaninpar det finns efter manad 1,
2,3, 4, 5, ..., och kallas efter Lucas (samma snubbe som i EXEMPEL 1) for
Fibonaccitalen. Dessa tal har visat sig dyka upp i allehanda férkladnader.
T.ex. forekommer det n:te Fibonaccitalet aven som antalet forfader i n:te
generationen till en drénare (manligt bi). Nagot som beror pa att en dronare
produceras utan sex av en bidrottning (kvinnligt bi), medan en drottning
produceras av en drottning och en dronare tillsammans. Se hogra bilden
ovanfor!

Det vanligaste sattet att generera Fibonaccital ar att anvanda foljande
rekursionsformel. (Det ar brukligt att definiera det 0O:te talet som 0.):
{ FO =0 s Fl =1
Frpio=F

n+1+Fn

Det finns ocksa slutna formler. Den vanligaste ar

1\n
N N
Fy, = J (3
V5
dar ¢ betecknar det s.k. gyllene snittet, som ar den positiva roten # till

ekvationen 22 — 2 -1 = 0. —i ar den andra roten. (Det senare kan enklast

verifieras genom konstaterandet att produkten av rotterna ar lika med
konstanta termen i vénsterledet!) En vérdefull observation ar att

(Q) o+ i =5 (Verifiera sjalv denna likhet!)

Lat oss bevisa att (3) ar korrekt for alla n e N.
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Basfall(en): Fér n =0 och n =1 stammer (3).

0 _ (_1)0 _ (_l)l
Ty da sager (3) att Fy = (pT‘p och F| = (pTw, dvs
ool _gen 2o O E
= — = ocC = = = —_—= s
0= N N

och bagge dessa likheter ar i samklang med rekursionsformelns tva basfall.
Induktionssteget: Betrakta nu ett godtyckligt heltal > 2. Ett sadant ar pa
formen ng + 2 for nagot ng € N. Om vi kan visa likheten (3) for n = ng + 2,
under antagandet att (3) stammer for n = ny och for n = ng + 1, sa foljer av

basfallen att (3) stdmmer for n = 2. Och nar (3) stdmmer for n € {1, 2}, sa
foljer att (3) stdmmer for n =3, osv. . ...
Saledes racker det att bevisa implikationen

(pn() — (_l)no S07104—1 _ (_l)"ﬂ+1 ¢7L0+2 _ (_l)m]+2
po=t ") e 0 T .
ny — NGy » Ung+l = NGy ng+2 — NG ’
nagot som vi klarar av pa sex rader ...
QO"“+2 _ (_ l)m+2 ¢"0+2 B (_ l)mj+2
¢ (rek) P
Frovz = = Py + Fy,

T o M o) A
= +

V5 V5 V5
(i';i) 1 SIHL 4 g0 giet2 | (_l)n{)ﬁ B (_ l)ﬂ0+1 B (_l)m)
¥ ¥

(iii)

1 1
ng+1 o _ pM0+2 L (_1)0. -
¢ te ¢ +(=1) (wm)+2 + 90n0+1 Q"o ])

(1+¢_¢2)]

(iii) o (2 o
= —¢" (¢*—p-1) + (-1) e

()

-3 -51-5i

1 (iid)
(—tpm -0 + (_1)%.W .()) = 0.

Teckenforklaringar: (rek) rekursionsformeln, (i.a) induktionsantagandet,

iii) forenklingar, (*) ¢ ar en rot till 2-z-1=0.
(iii) g ¢

Darmed ar basfall och induktionssteg avklarade. o
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Anmaiarkning 3 Forklara vilka svarigheter som uppstar, om man forsoker gora ett
induktionsbevis i ett enda steg.

Enkel induktion i tva eller flera steg
Vart induktionsbevis i EXEMPEL 2 foljde nedanstaende mall:

Basfallet: P(0) och P(1)
Induktionssteget: P(no) och P(no + 1) = P(no + 2)

Om man behover gora ett induktionsbevis baserat pa en rekursionsformel
som rekurserar 3 steg, blir mallen forstas

Basfallet: P(0), P(1) och P(2)

Induktionssteget: P(no), P(no + 1) och P(no + 2) = P(no + 3)

Stark induktion

Ibland behover induktionssteget kunna hoppa godtyckligt ménga steg, dvs
som i foljande mall.

Basfallet: P(0)
Induktionssteget: P(0), P(1), ..., P(no) = P(no + 1)

En bra illustration av stark induktion finns i beviset nedanfor av
existensdelen i aritmetikens fundamentalsats.

Primtalsfaktorisering

Ett naturligt tal > 1 ar sammansatt, om det kan skrivas som en produkt av
tva mindre dito. Annars ar talet ett primtal. De minsta av de senare ar
2,3,5,17.

Primtalens viktigaste egenskap ar de utgor de naturliga talens minsta
multiplikativa byggstenar. Se satsen nedanfor.

Aritmetikens fundamentalsats
Varje naturligt tal > 1 kan skrivas som en primtalsprodukt, och produkten
ar entydig om vi bortser fran ordningen mellan primtalsfaktorerna.

Anmairkning 4 Med primtalsprodukt avses i kortaste fallet ett enda primtal. Langre
primtalsprodukter bestar av tva eller flera primtal (eventuellt kopior av samma
primtal) multiplicerade med varandra, som 2-3, 2-2 eller 2-3-3-5.

BEVIS (av fundamentalsatsens existensdel): Lat P(n) vara pastaendet "det
finns en primtalsprodukt, sa att n ar lika med namnda produkt”. Vi ska nu
bevisa att P(n) ar korrekt for alla n = 2.

Basfall P(2) stammer, ty 2 ar ett primtal.

Induktionssteget  P(2), P(3), ..., P(ng) = P(ng+1)
Antag att alla pastaendena P(2), P(3), ..., P(no) ar sanna. Vad kan vi da
saga om P(no + 1)? Fa se ..., lat oss betrakta talet ng+ 1.
Fall 1: Endera ar ng+ 1 ett primtal. Da stammer P(no + 1).
Fall 2: I annat fall ar np + 1 lika med en produkt av mindre tal, dvs.
ng+l=a-bdar a, be {2, 3, ..., no}. (Varfor kan inget av a, b vara lika

med 17) Av induktionsantagandet foljer att a och b ar primtalsprodukter.

Men da ar aven ng + 1 en primtalsprodukt, dvs. P(no + 1) stammer. O

Anmirkning 5 Rekursionsformeln i ovanstaende induktionsbevis ar
konstaterandet (se fall 2) att ng + 1 &r lika med en produkt av mindre tal.

Fran induktion pa naturliga tal till induktion pa listor och trad

Hittills har vi gjort induktionsbevis for pastaenden definierade pa naturliga
tal. Att bevisprincipen funkar dar beror ytterst pa att de naturliga talen har
en rekursiv struktur av typen "det finns ett minsta objekt, och varje annat
objekt byggs av ett mindre objekt (genom att man 6kar det mindre med en
enhet)”:

0 ar ett naturligt tal.
Om ngy ar ett naturligt tal, sa ar ocksa 1+ ny ett naturligt tal.
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Aven listor, trad och binara trad har en motsvarande rekursiv struktur. Dvs.
det finns ett minsta objekt, och varje storre objekt byggs av mindre objekt
av samma typ. Darfor fungerar induktionsbevis aven for pastaenden
definierade pa sadana strukturer.

Gangse definitioner av listor, trad och binara trad presenteras nedanfor.
Vi antar for enkelhets skull att det som benams atomer nedanfor ar tal.

Listor (atomara)

Den minsta listan ar den tomma listan [ ].
Om [a, b, ..., d] ar en lista, sa ar ocksa [atom, a, b, ..., d] en lista
for varje atom.

T.ex. ar [7, 11, 2, 3] en lista. Lagg marke till att en lista ordnar sina
element i en enkel hierarkisk struktur, namligen linedr.

Trad Ett rotat trad T bestar av en s.k. rotnod samt ett andligt antal
mindre trad som via sina rotnoder star i forbindelse med T':s rotnod. I det
enklaste fallet innehaller T inget mer &n en rotnod.

Om vi antar att det sitter en atom i varje nod, sa utgor saledes en

ensam atom det minsta (rotade) tradet. Och om Ty, Ty, ..., Ty, ar
(rotade) trdd, sa &r
rotnod

ocksa ett (rotat) trad {or varje val av atomér rotnod.

AN
‘ 13\ 17

7 11

EXEMPEL pa trad.

Notera att ett trad ordnar sina element i en mer komplicerad
hierarkisk struktur an den linedra. En nod som befinner sig langst ner
i hierarkin kallas lov. Varje annan nod kallas fordlder till de noder
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som den star i direktforbindelse med och som ligger langre ner i
hierarkin. De senare kallas avkommor till foraldranoden. I figuren

ovanfor ar t.ex. 1 avkomma till 2, men ocksa foralder till 16ven

11, 13, 17.
Binara trad 1 ett bindrt trad finns det ingen nod med fler &n tva utgaende
bagar. Av tekniska skal har det visat sig vara béast att lata det minsta binara
tradet vara tomt.

Om Ty, Ty ar bindra trdd, sa ar ocksa

rotnod

SN\,

ett bindrt trad for varje val av atomar rotnod. Se exemplet nedanfor
dar ett tomt binart trad ar placerat till vanster nedanfor 7 och likasa
till hoger nedanfor 5.

3 5
EXEMPEL pé binirt trid. /N /
71

\ 13

19

EXEMPEL 3 Instickssortering

Man sager att en enkel lista av tal ar sorterad om dess element ar placerade
i storleksordning fran mindre till storre eller fran storre till mindre. T.ex. ar
[2, 3, 5], [5, 3, 2] och [5, 2, 2] sorterade, men inte [2, 5, 3].

Nedanfor definieras (rekursivt) en sorteringsfunktion som bygger pa det
enkla faktum att om man redan har sorterat hela listan forutom det forsta
elementet (betecknas med Resten nedanfor), sa beh6ver man bara sticka in
det forsta elementet pa ratt plats i den redan sorterade delen. Instickningen
fungerar pa sa satt att det element som skall stickas in i den redan sorterade
listan jamfors med det forsta elementet i den sorterade listan. Och beroende
pa hur jamforelsen utfaller, vidtages relevant atgard.



11

Rekursion och induktion

Sortera([ 1) =1 ]
Sortera(L) = StickIn(Forsta(L), Sortera(Resten(L))

StickIn(xz, [ 1) = [z]
StickIn(xz, L) =
Om(z < Forsta(L),
Fogaln(z, L),
Fogaln(Forsta(L), StickIn(x, Resten(L))))

dar Fogaln(z, X) antasfogain zi X :svanstra ande.

Hur berakningstyngd ar instickssortering? Fa se ...

Lat oss forst berikna maximala antalet berdkningssteg (ndrmare bestamt
antalet jamforelser av typen z < Férsta(L)) som StickIn tvingas utfora vid
korning pa en lista av godtycklig langd. (Det maximala antalet far man da
det element som skall stickas in &r storre &n alla element i listan.)

Av rekursionsformeln for StickIn foljer att namnda antal ges av

{ AntalSteggyonm, (0) = 0
AntalSteggy; r.im (n) = 1+ AntalSteggsiocrm (n - 1)

Genom att driva ovanstaende rekursionsformel i botten erhalls den slutna

II'

formeln AntalSteggy; imm (n) = n. Genomfor sjalv detta "drivande

Lat nu AntalStegg, 40rq(n) beteckna antalet steg som Sortera maste utfora

vid korning pa en godtycklig lista av langd n. Da foljer att
{ AntalStegg,ior, (0) = 0
AntalSteggy e (1) = AntalSteggyppp(n— 1) + AntalStegg,  opa(n — 1)

= n-1 + AntalStegSortem(n— 1)

Och om vi driver rekursionsformeln for AntalStegg,,40p, 1 botten far vi ...
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AntalStegg,pierg(n) = n—1 + AntalStegg,,1oro(n—1)
= n—-1+ n-2+ AntalStegq, 10r,(n—2)
= n-1+n-2+ n-3 + AntalStegg,,ora(n — 3)

=n-1+n-2+...4+ n-(n—-1) + n—n + AntalStegg, soro(n— 1)
=n-14+n-2+...4+ 1
= TriangelTalin—1) = @

Anmairkning 6 Uppskattningen ovanfor visar att antalet berakningssteg for
instickssortering inte kar fortare a&n kvadraten pa listlangden.

EXEMPEL 4 Ett fullt bindrt trid ar ett icketomt binart trad dar varje
nod, som inte ar ett 16v, har tva stycken avkommor. Se figuren nedanfor.

Fullt Ej fullt

Visa att, om V &r méngden av vigar (fran rotnoden ned till 16ven) i ett fullt

binart trad, sa ar
=l —
% 1 (4)
veV

dar |v| ar lika med wv:s vaglangd matt i antalet vagstumpar.

T.ex. ir Z 971l =973 4973 19721972 1 972 _ | f5; figurens trid.
veV
LOSNING
Basfall Det minsta fulla binara tradet har en rotnod och inget mer.
Rotnoden ar i detta fall aven ett 16v. Sa den enda végen fran rot till 16v har

lingd 0. Dirmed har summan i (4) enbart termen 29, dvs 1.

Induktionssteget Betrakta nu ett godtyckligt fullt binart trad T storre an
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det nyss betraktade. T ar byggt av tva fulla binara trad Ty, Ty som bagge

ar mindre an T och ar kopplade till T:s rotnod.

T:s rotnod

/N

Ty p)

Att Ty, Ty ar fulla bada tva foljer av att om nagon av dem inte skulle vara
fullt, skulle 7" inte heller vara det. Notera att storleken pa traden 77, T9
kan vara vad som helst mellan 1 och n—2, om n ar T':s storlek matt i
antalet noder. Sa induktionssteget maste vara av typen stark induktion.
Antag darfor att varje fullt binédrt triad som &r mindre &n 7' (mindre &n

n—1 ar egentligen tillrackligt) har summaegenskapen (4).
For att visa att &ven T da maste ha egenskapen (4), konstaterar vi att

varje vag v fran T':s rot inleds med en vagstump av langd 1. Resten av v
ligger i T eller Ty. Det foljer (om V betecknar T':s vigméngd, och Vy, Vo
beteknar Ty, Ty:s dito) att

ZQ—IUI= Z o—(1+lvy]) | Z 9= (L+[ua))

velV ne Vl IS V2
= Z o—L. o-lvyl Z o—1 9=l
LS Vl IS V2

-1 oy gl | L 1 _
2-1. o-lnl 4 olmll=" Z.a+n=1.0
2, 2 3
1)1€V1 U2€V2



