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Forord

The process of preparing programs for a digital computer
is especially attractive, not only because it can be
economically and scientifically rewarding, but also because
it can be an aesthetic experience much like composing
poetry or music.

— Donald E. Knuth

Alltsedan antiken har det algoritmiska’ haft en viisentlig plats i
alla kulturer. Och i dagens hogteknologiska kultur ar dess infly-
tande storre &n nagonsin.

Nar de forsta penndragen drogs for att forsoka definiera det al-
goritmiska var rdkning med hela tal en viktig inspirationskélla.
Aven denna skrift tar sin utgangspunkt i heltalsaritmetiken. Vi
forsoker t.o.m. Overtyga lasaren om att allt algoritmiskt kan be-
skrivas i termer av heltalsfunktioner, men att det omvéanda inte
ar sant.

Narmare bestdmt visar vi hur man med utomordentligt enkla
komponenter som utgangspunkt kan bygga program kapabla att
utfora sysslor av avsevird svarighetsgrad — ja i princip l6sa alla
algoritmiska problem. Vad giller ickealgoritmiska problem, s&
behandlar vi det mest berémda av dem alla, och férscker férklara
vad olika stora odndligheter har med saken att gora.

Skriften innehaller ett stort antal exempel och Gvningar som
tacklar problem inom den diskreta matematiken pa ett sdtt som
kanske kan fa ldsare med erfarenhet av programmering att upp-
leva igenkdnnandets gladje, och alla ldsare att férhoppningsvis
bade erfara lite spdnning i en och annan utmanande problem-
stallning, samt fornimma nagot av skdnheten i det algoritmiska
hantverket.

T Ordet algoritm pastas ha sitt ursprung i namnet al-Khwarizmi
pa en persisk matematiker och astronom, ar 780-850, som bl.a. dr
kiand for konststycket att uppskatta jordens omkrets.
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Satten &r manga nar det géller att rdkna. I begynnelsen
raknade man sina far genom att lagga upp en hog av sméa
stenar’, en sten for varje far. Kulramen anvéindes pé sam-
ma satt. Handens fingrar likasa. I grunden handlar det om
att lagga till eller ta bort en sten.

Introduktion

Addition Jag skall berdtta en historia om tva fara-
herdar, som funderade Gver hur manga far de hade till-
sammans. De visste hur manga de hade var och en. Ty
var och en hade de sina stenar. I en farskinnspase fast
vid midjebéltet forvarade de sina sma stenar vilka alltid
overensstamde i antal med de far de hade att vakta.
Om vi ldgger ihop vara stenar, s& ser vi hur manga
far det blir tillsammans, foreslog den ene. Anej, sa den
andre. Blandas min stenhog med din, sa vet jag inte ldng-
re hur méanga far som jag har. Och lika lite vet du. Vi

T liten sten = calculus (latin)
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gor sa hér istillet. Och s& vinde han ut och in pa de tva
skinnpésarna, sa att stenarna trillade ut och lade sig i
tva prydliga hégar. Sedan borjade han att flytta stenar.
For varje gang som han tog bort en sten fran sin hég och
lade till den andres, s tog han en ny sten (det fanns gott
om stenar dir de stod) och lade i en ny hog. Salunda flyt-
tade han sin stenhog tillhopa med den férstes, men lade
samtidigt upp en extra hog. En hég som var en kopia av
den egna originalhdgen.

Sa har méanga far fick vi om vi slog oss samman, sa
han och pekade pa den forstes forstorade stenhog. Och
s& hir manga hade jag fore sammanslagningen sa han
samtidigt som han pekade pa extrahogen bredvid sig.
Hur méanga hade du?

Da fick den forste en bestamd kénsla av nagot oéter-
kalleligt. Den har sammanslagningen av faren var ju bara
avsedd som en tankelek. Det var aldrig meningen att de
skulle sla sig samman. Nej, de skulle precis som vanligt ga
at varsitt hall. Var och en med sina far. Var och en med
sina stenar. Innan han hade formulerat sina tankar i ord,
hade emellertid den andre fortsatt med sina kalkyler.

Subtraktion For att se hur manga far du hade fore
sammanslagningen, maste vi géra sa hér, sa han. Och sa
boérjade han att flytta stenar igen.

Varje gang som han tog bort en sten fran den sam-
manslagna hoégen, tog han bort en sten fran extrahd-
gen. S& holl han pa tills den sista stenen var bortflyttad
fran extrahdgen. De stenar som han tog bort fran den
sammanslagna hogen, lade han i sin egen skinnpéase, och
aterstoden i den andres. Salunda hade han aterkallat de
tva originalhogarna. Och den andre faraherden stod som
férstummad. Men lattad.

Symboler Sjilv blev du vil knappast férstummad av
den stenrdaknande faraherdens adderande och subtrahe-
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rande. Du skulle naturligtvis ha gjort motsvarande kal-
kyler pa ett till synes mindre omstandligt satt med hjélp
av de symboler som generationer av faraherdar, astrono-
mer, bokhallare och andra har utvecklat fram till idag.
Men det som den hér faraherden visar, ar att det gar
utmérkt att addera och subtrahera med hjilp av en enda
symbol (en sten) samt hégar av denna. Hogar utan inre
struktur. For att klara av detta, anvénder sig faraher-
den av ett vl strukturerat arbetsséatt. En sten i taget
laggs till eller tas bort ifran en eller flera hégar. I en viss
ordning. Detta upprepas tills en viss hog ar tom.

Stenhogsspraket

Hur avancerade kalkyler kan egentligen faraherden gora
med sitt sitt att rdkna? Tro mig eller ej, men ingen nu
existerande dator kan gora mer. Och férmodligen ingen
framtida heller.

For att lattare kunna tala om dessa ting, skall vi
formalisera faraherdens stenhégsréaknande till ett sprak —
stenhogsspraket — i vilket man pa ett precist satt kan be-
skriva den rdknande faraherdens stenh6gsmanipulationer.
Instruktionerna 1, 2 och 3 nedanfér utgoér det hér spra-
kets minsta bestandsdelar.

Instruktion Innebord
1 Okaz En sten laggs till hogen x.
Minska z En sten tas bort fran hogen z, savida det
finns nagon sten dér.
3 Salange z &r Det som star innanfor parenteserna — vilket
icketom { ...} forresten bara far vara instruktioner! av typ

1, 2 och 3 — upprepas sa lange x ar icketom.

Man kan likna stenhogarna med en dators minnesceller.

t En f6ljd av instruktioner atskiljer vi med semikolon eller rad-
brytning. Se exemplen som f6ljer.
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¢+ EXEMPEL 1.1 (Att tomma en hég.) Om man vill témma
en stenhog, skriver man

Saldnge x ar icketom {Minska x}

vars innebérd ar att man upprepande skall ta bort en
sten i taget fran z, sa ldnge x innehaller nagon sten. Nar
z 1 sinom tid blir tom, slutar man.

¢+ EXEMPEL 1.2 (Flytta en hog till en annan hog.) For
att flytta alla stenar fran en hog till en annan, tar man
bort sten fran den forra hogen, och lagger samtidigt sten
i den senare. En sten i taget, tills den forra blir tom.

Salinge z dr icketom {Minska z; Oka y}

Om den sten som laggs i y kommer fran z eller fran en
annan hog spelar ingen roll. Det ar enbart antalet stenar
i en hog som &r av betydelse.

Léagg marke till att y i slutdnden kommer att inne-
halla summan av det som fanns i x och i y fran borjan.
Och i det specialfall att y &r tom fran borjan, s kommer
y i slutet att vara en kopia av .

¢ EXEMPEL 1.3 (Addition) Vi papekade nyss att om x:s
stenar flyttas till y, adderas z till y. Eftersom x dérvid
toms sten for sten forsvinner dessvérre ursprungs:z, na-
got som i vissa situationer kan vara katastrofalt. (Se pa
sidan 2 hur den ene faraherden reagerar pa det till synes
oaterkalleliga.)

Hur kan man addera z till y, utan att forlora x?

Svaret ar foljande. Borja med att skaffa en tom hog,
sag e. Flytta sedan x till y samtidigt som du ldgger lika
manga stenar i e. Flytta slutligen e:s innehall till x:

Salange e ar icketom {Minska e}
Salinge z dr icketom {Minska z; Oka y; Oka e}
Séléinge e #r icketom {Minska e; Oka x}
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+ EXEMPEL 1.4 (Kopiering) I en slutkommentar i EXEM-
PEL 1.2 ndmnde vi att ""flytta x till y” resulterar i en
kopiering av z, ifall y &r tom fran boérjan. Dock blir vi
déarvid av med original-z.

Hur kan vi kopiera z, och efter kopieringen ha ori-
ginalet kvar? Efter EXEMPEL 1.3 ar det helt klart att
“addera z till y, dar y ar tom fran borjan” 16ser proble-
met. Dvs.

Tom y
Addera z till y

Har har vi dépt tomnings- och additionsrecepten pa fo-
regaende sida till "Tom x” och ” Addera x till y”.

¢+ EXEMPEL 1.5 (En sérskild resultatshég.) Om man vill
addera tva hogar och ldgga resultatet i en tredje hog,
behover man bara addera forst den ena, sedan den andra
hogen till den tredje, som ursprungligen ar tom. Ligg
marke till att de tva ursprungshdgarna bevaras intakta.

Toém r
Addera z till r
Addera y till

Procedurer och modultankande Vi har just bevitt-
nat hur de minsta byggstenarna

Oka z, Minska z, Salinge = #r icketom { ...}
kan anvéndas for att bygga moduler, till exempel

"Tém x” och ”Addera zx till y”,

vilka i sin tur kan anvindas for att astadkomma nya
moduler.

Det hér att anvanda fardiga moduler — och inte bara de
minsta byggstenarna — hjélper oss att bygga. Det hjilper
oss ocksa att tdnka. Ty att tdnka ar ju ocksa att bygga,
fastdn med tankar.
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Lat oss presentera modulerna fran de tidigare exemplen
—men nu med namn, s& att vi i fortsdttningen kan anropa
dem. Dessa moduler ar en sorts arbetande byggnadsverk
som skall utrétta olika saker at oss. Vi kallar dem for
procedurer — "stenhogsprocedurer”.

Tom z = L
Salange x ar icketom { Fore SR%
Minska z} Efter
Flytta = till y = . % Yy
Saldnge = ar icketom { Fore @e see
Minska x; Oka y} Efter KD
Flytta z till y och z = T Yy z

Fore .00 ©00© ©00©

Saldnge z &r icketom {

Minska Z; Oka Y, Oka Z} Efter % %@

Addera z till y = T y
Tém e Fore 00 o000
Flytta z till y och e
Flytta e till x Efter 00 %
Y P B & Y
Toém y Fore _©© _---
Addera z till y Efter 00 06
Addera z och yir = - y r
Tom r Fore o0 ©0®
Addera y till r
Addera z till r Efter 00 000 &b

Py < 27 utlises 7gor y till en kopia av 27 eller “tilldela y det
innehall som z har”
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Flera exempel

¢ EXEMPEL 1.6 (Multiplikation) Om en hog innehaller z
stenar och en annan y stenar, hur kan man dé ordna sa
att en tredje hog far x - y stycken stenar? Hér foljer ett
svar.

Tom r
Saldnge = ar icketom {
Minska z; Addera y till r}

Proceduren bygger pa att x -y avser x stycken y. Saledes ~ Multipli-
behover vi z ganger addera hogen y till en fran borjan  kation ar
tom hog r. Om vi 6nskar forhindra den 6deldggning som :ggfglzi?
2 blir utsatt for hér, kan vi borja med att skaffa oss en '
kopia z’ av x, och sedan arbeta med kopian z’ istallet

for med z. Da far multiplikationsproceduren féljande ut-

seende:

Multiplicera x och y i r = z Y r
2’ < x; Tom r Fore _ 0@ ©0@

Salange 2’ &r icketom {
Minska 2’; Addera y till r} Efter 0o oo 888

ANM. 1.1 Ursprungshégarna = och y gar oférstérda ur den
har multiplikationen. I vissa situationer kan man dock med-
vetet vilja dndra innehéallet i nagon av multiplikationens ur-
sprungshogar. T.ex. sd att en av ursprungshogarna z eller
y i slutdnden kommer att innehalla resultatet av multiplika-
tionen. I sjdlva verket kan ovanstaende multiplikationsproce-
dur anropas pa ett satt — Multiplicera x och y i * — som gor
ursprungshégen x till resultatshdg for multiplikationen, och
som ddrmed &ndrar innehéllet i hégen x. Eftersom anropet
Multiplicera = och y i = har den effekten att z multipliceras
med y, kallar vi fortsdttningsvis detta anrop for Multiplicera
x med y. Tyvarr gor inte anropet Multiplicera = och y i y att
ursprungshogen y blir resultatshog. Denna brist pa symmetri
i behandlingen av hogarna x och y beror pa att proceduren
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Multiplicera x och y i v &r skriven sa att x men inte y kopieras.
Forsok sjalv dndra proceduren Multiplicera x och y i r for att
avhjilpa denna brist. Forsok dven éndra sa att proceduren kan
anropas med Multiplicera x och x i x pa ett meningsfullt satt.
I fortsattningen antar vi att lampliga justeringar har gjorts s&
att multiplikationsproceduren och andra stenhégsprocedurer
kan anropas med sadan flexibilitet. T.ex. sa att Addera x och
z 1 x betyder fordubbling av x och sa att Multiplicera x och x
i x betyder kvadrering av x.

¢+ EXEMPEL 1.7 (Potensupphdjning) Tva hogar antas fran

borjan innehalla x respektive y stenar. Hur astadkomma
en tredje hog med x¥ stenar?

Med z¥ menas multiplikation av y stycken x, vilket
ar likvardigt med att y ganger multiplicera r med =,
dér r fran borjan innehaller precis en sten. Efter att r
har multiplicerats med x forsta gangen kommer saledes
r att innehalla 1-x = x stenar, efter tva multiplikationer
1-z -2 = 22 stenar, osv..

Potensupphéj x till y i r =

/ i T Yy T
yy;r1 Fore 00 0o _ - --
Saldnge y' ar icketom { oo

Minska g/ ss
Efter 0@ o000 _ OO

Multiplicera r med x} =

Booleska procedurer En procedur som svarar ja eller

nej kallas for boolesk efter George Boole!.

¢+ EXEMPEL 1.8 (En boolesk procedur.) I detta exempel

vill vi skriva en procedur med kompetens att reda ut
huruvida en stenhog ar tom eller ej.

Men — invander du — detta &r vél nagot som stenhogs-
spraket forutsittes kunna "medf6tt”, precis som 6kning

1 71” betecknar en stenhdg innehallande en sten. T I sitt stora
verk An Investigation of the Laws of Thought introducerade Boole
1854 en matematisk modell for den logik som synes styra rationellt
tdnkande.
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och minskning med en sten. Kontroll av huruvida en hog
ar tom eller ej ingar ju i stenhogsspréakets tredje bygg-
sten ”Sdlange x dar icketom { ...}” och maste val ddrmed
uppfattas som en pa féorhand given kompetens i stenhogs-
spraket?

Alldeles riktigt. Men den procedur som detta exem-
pel handlar om &r téankt att kunna mer:

Att kunna “svara” ja eller nej. Detta skall ga till sa,
att en “svarsh6g” — bendmnd s nedanfér — far innehal-
let en sten (respresenterande svaret ja) om den hég som
kontrolleras dr tom, annars noll stenar (nej):

x ar tom? i s —

T S
Fore a5+ 1
Salange a’ ar icketom {
Efter _ _© .. 1o
To6m a'; Minska s}

KOMMENTAR Om 2/ 4r en tom hog, sd kommer Sa-
lange-slingans repetitionsblock aldrig att besdkas. Det
enda som proceduren dérvid utrdttar innan den stannar,
ar att gora s till en 1-h6g — dvs. en hég som represen-
terar svaret ja. Om & andra sidan 2’ ar icketom, s& kors
repetitionsblocket en gang. Sedan &r det stopp. Och vad
ligger nu i s?

EXEMPEL 1.9 (Ytterligare en boolesk procedur.) An-
tag att vi vill reda ut huruvida den ena av tva hogar ar
minst lika stor som den andra. Foljande booleska proce-
dur utfér uppdraget genom att ta bort en sten i taget
fran vardera hogen tills den ena téms, och i slutdnden
kontrollera ifall &ven den andra blev tomd.

- y r>ylis=
Fore o0 oo - Salange x ar icketom {
Minska z; Minska 7}3

Efter o0 oo y ar tom? i s
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¢ EXEMPEL 1.10 (Division) Att dividera en hég = med en

annan hog y ar liktydigt med att, sa langt det gar, dra

bort delhogar av y:s storlek fran z. Lat oss kalla sddana

delhégar for y-hogar. Antalet y-hégar som kan dras fran

Kvoten ger  x bendmnes divisionens kvot, och representerar saledes
en grins for  en sorts grans’. Nér just sa manga y-hogar ar dragna

hur manga o o . . . . "
& fran x, sa har z reducerats till en hég som &r mindre &n

hogar som .. .. o
drmoj- Y- Den resterande z-hdgen benédmnes divisionens rest.
liga att Notera att r-hogen axlar x-hégens roll i procedurens

dra bort.  jpledning, och utsitts sedan for de férindringar som an-
nars skulle ha férstort z-hogen.
Dividera x med y i g och r =

réx;9+ 0 x y 4 "
i B
r=ys1s Fore S

Salange s ér icketom { —

Subtrahera’ y fran r
oo 55 § 2 8

r>y?is}

ANM. 1.2 Varfor gors de tva "r > y’-testen?
SVAR: For att kontrollera slingans omtagningar. Det som &r
avgorande for om vi kan dra bort en y-hog fran r och ddrmed
oka kvoten, dr ndmligen om r dr storre eller lika med y. Dér-
for utfores ett "r > y’~test fore intrddet i Saldngeslingan dér
subtraktionen med atféljande 6kning av ¢ skall dga rum. Ef-
tersom r blir mindre varje gang som slingans subtraktionsrad
kors, blir emellertid resultatet av det inledande ”r > y"—testet
overspelat i samma 6gonblick som subtraktionen genomfores.
Darfor maste ett nytt ”r > y’-test goras efter subtraktionen,
néagot som forklarar férekomsten av det andra ”r > y’-testet.
Om z redan fran borjan rakar vara mindre &n y, sa kom-
mer forstas slingan aldrig att koras, med foljd att ¢ och r

§ Lamplig modifiering s& att ursprungshdgarna passerar ofriandra-
de genom proceduren Sverlimnas till lisaren. T Aven i samhillsli-
vet anvénds bendmningen kvot for att uttrycka en grdns fér nagon
kvantitet, t.ex. for fisket eller handeln. * Du far sjilv skriva en
l&dmplig subtraktionsprocedur. Se &vning 1.3.
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blir lika med noll respektive x, ett uttryck for att = inte kan
sonderdelas i nagra y-hogar alls.

Raka ror mellan syntax och semantik

For en programutvecklare &r det efterstrévansvart att
kunna f& programtexten (programmets krumelurer) att
“stdmma” med programmets mening. "Raka rér” mellan
de hér tva delarna — vilka brukar kallas fér syntax och
semantik — forenklar sjélva programkonstruktionen och
gor ett program lattlast.

Till att borja med ska vi utrusta stenhogsspraket med
en enklare och tydligare kontroll av slingors omtagning-
ar. Vi gor det med hjilp av alias’.

Salange Bool Ett program som liamnar mycket Gvrigt
att onska vad géller ldsbarhet ar var nyss tillverkade di-
visionsprocedur som nedanstéende utdrag &r taget fran.

r>y?is

Salange s &r icketom {
Subtrahera y fran r (1)
Oka ¢
r>y?is}

(1) foljer en mall:

Bool? 1 s

Salénge s ér icketom {
" @)

Bool? i s}

som f.n. ar stenhogssprakets krystade sétt att fa en pro-
cedur P repeterad sa lange en viss boolesk procedur Bool

T Podingen med ett alias (tdcknamn) &r att med en kort och kirn-
full beteckning kunna referera till ndgot som upplevs som alltfor
komplicerat for att presenteras i alla detaljer.

krumelurerna

syntaxen

inneborden

semantiken



Ett alias

och-alias

Svarar ja,

om bade

Bool; och
Booly gor

det.

eller-alias
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svarar “ja”. (Se ANM. 1.2 pa sidan 10.) Med tydlighet
som ledstjarna infor vi ett alias for (2):

Salénge Bool {P} (3)
Inneborden i detta &r att vi kan skriva (3) och fa (2)
utford. T.ex. kan vi nu skriva

r<—uxz;q+<0
Salinge r > y {Subtrahera y fran r; Oka ¢}

och f& divisionsproceduren pé sidan 10 exekverad.

Och, eller, inte Antag att vi vill reda ut om tva booleska

procedurer bdda svarar ja vid korning. Sjilv skulle du
val kora de tva procedurerna och darefter titta i deras
svarshogar.

Men kan man inte 16sa problemet med ett program?

Jovisst, med ett program som kér de tva procedurer-
na, och sedan multiplicerar deras svar. Ty produkten av
tva tal ar ju lika med 1 om bada talen &r 1:or, men lika
med 0 om nagot av talen ar 0. Se nedanfor, dar vi infor
tdcknamnet

(Bool; och Bools)? 1 s

for Bool1?7 i 51
BOOIQ? 1 592
Multiplicera s och s9ir

Antag sedan att vi vill veta om minst en av de tva pro-
cedurerna svarar ja nar man kér dem. Losningen till det
problemet finns i summan. Ty summan av tva stenhogar
ar icketom om och endast om minst en av hogarna ar
det. Detta forklarar inférandet av tacknamnet

(Bool; eller Bools)? i s
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for Bool;1?7 i 57 Svarar ja,
Bools? i om Bool;
00la ! 1 89 ' eller Bools
Addera sy och s9ir gor det.

r ar icketom? i s

Med hjalp av det senaste tdcknamnet kan vi t. ex. skriva
enradersproceduren

(y ar tom eller y > x)71i s
istéllet for den grasliga

y ar tom? i s1
y>x?1i s

Addera sy och s9i7r
r ar icketom? i s

Till sist infor vi kortnamnet

inte(Bool)? is inte-alias

for proceduren Bool? i s’
s’ ar tom? i s

som undersoker om Bool svarar nej vid koérning. Med
dess hjalp kan vi t.ex. skriva foljande procedur for att
undersoka ifall x < y:
(x<y)?is= inte(zx>y)?is x Fy dr
liktydigt

med z < y.
Om - sa - annars Ar 1963 foreslog John McCarthy' att

man i varje programmeringssprak borde kunna skriva
nagot i stil med

if Bool then P else Py

T Se McCarthy (1963), A basis for a mathematical theory of com-
putation, Computer Programming and formal system, Braffort and
Hirschberg, NorthHolland, Amsterdam.
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med inneborden
Om Bool dr sann utfor Py annars Pa

Med hjilp av tva alias fullféljer vi McCarthys intentio-
ner.
Nérmare bestamt infér vi tdcknamnen

Om-alias Om Bool sa P
for Boole? i s
Saldnge s ar icketom {
Vad gor P
Minska s .
for nytta? Minska s }
och Om Bool sa P; annars Py
Varfor be-  for Boole? i s
héver vi s« s
i ? Qi . .
kopiera. s Saldnge s &r icketom {
Inse att P1 P1
kors igang Minska. S}
om Bool Sali ! ar t
svarar "ja’, alange s’ ar tom {
och att P 1?2
kors annars. Oka S/}

4 EXEMPEL 1.11 (Den storsta av tva hogar.) En procedur
som levererar den storsta av tva hogar ar osedvanligt 14tt
att skriva med hjalp av vart senaste alias:

Om x> ysadr<« rannars r < y

Delbarhet

Stenhogar behdver ofta delas i mindre hégar. Eftersom hogars
storlek beskrivs av hela tal, maste en stenhégsprogrammerare
vara fortrogen med heltalens delbarhetsegenskaper.
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Nar ett naturligt tal  divideras med ett positivt natur-
ligt tal y, far man en kvot q och en rest r (se sidan 10)
som uppfyller

T.ex. 15 =

r=q-y+rochr<y 9.6 4 3.

Om resten r ar noll, dvs. om = = ¢q - y, sa ar x lika med
nagot av talen

0,9,2y,3y, ... (4)

Talen i (4) sdgs vara (jamnt) delbara med y. Det &r vl
ett bra namn, eller hur?

@ ANM. 1.3 Har ar ett alternativt sitt att se pa saken. Om man

ur méngden av naturliga tal 0,1,2,3, ... viljer vartannat tal,
sa far man 0,2,4,6,.... Tar man istéllet vart sjunde tal, fas
0,7,14,21,....

Om man — helt allmént — tar vart y:te tal, sa erhalls (4).
Har du skolarens tragglande med multiplikationstabellerna i
gott minne, kinner du igen talen i (4) som talen i y:ans tabell.
Talet 0 finns med i varje tabell, och &r alltsé delbart med varje
tal. Talet 1 finns bara med i en enda tabell — 1:ans, och ar
bara delbart med sig sjalv. Talen 0 och 1 har saledes extrema
delbarhetsegenskaper. De 6vriga talen 2,3,4,... finns alltid
med i minst tva tabeller, 1:ans och sin egen tabell — men ofta
ocksé i andra tabeller — och &r saledes delbara med minst tva
tal, 1 och sig sjélv. Exempelvis dr 6 delbart med 1, 2, 3 och
6, medan 7 endast &r delbart med 1 och 7. Mer om detta i
avsnittet om triviala delare nedanfor.

9+ EXEMPEL 1.12 (Ar z delbar med y?) Med hjilp av di-
visionsproceduren Dividera x med y i q och r &r det 14att
att konstruera en delbarhetstestare:

x ar delbar med y? i s =
Dividera z med y i q och r
r ar tom? i s

Triviala delare, prima och sammansatta tal. Om
x ar delbar med d, ségs d vara en delare till z. Alla z
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har sig sjalv och 1 som delare. Darfor kallas 1 och x for
triviala® delare till .

Vissa x — t.ex. 5 — har bara triviala delare. Sddana x
sigs vara prima (eller primtal), om de ar storre dn 1. Vi
aterkommer till primtalen lite langre ner.

En hog som har enbart triviala delare kinns igen pa
att om man vill formera den i en rektangel si far man
bara en "urartad” rektangel: en rad eller en kolumn.

Andra x — t.ex. 6 — har &ven icketriviala delare, vilka
ocksa kallas for dkta delare. En hog som har dkta delare
kan alltid kan formeras i en "riktig” rektangel, nagot som
forklaras utforligt i anmérkningen nedanfor.

ANM. 1.4 Varje sammansatt = har minst tvd &dkta delare. Ty,
om x har nagon édkta delare d, dvs.om 1 < d < x och x = ¢q-d,
sé foljer att dven g ar en dkta delare till z. Se till att du forstar
det! Séledes kan varje sammansatt x skrivas som en produkt
av tva dkta delare. Harav sprakbruket "z kan sénderdelas” for
sadana z som har dkta delare.

sonderdelas. o, EXEMPEL 1.13 (Har 2 nagon ikta delare?) Hér ir en

boolsk procedur som kontrollerar om x &r delbar med
nagot av talen 2,3,4,...,x — 1.

x har nagon dkta delare? i s =
s+ 0;d+ 2
Saldnge d < = och s dr tom {
x ar delbar med d? i s
Oka d

}

ANM. 1.5 T sjdlva verket &r det onddigt slosaktigt att som i
proceduren ovanfor gora delbarhetskontrollen for alla tal d i
omradet 2 < d < x. Villkoret d < z kan erséttas med d-d < z%

T Inom matematiken brukar man kalla en egenskap for trivial, om
egenskapen #gs av alla. ¥ Forsok lista ut anledningen till detta.
LEDNING: ANM. 1.4,
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—nagot som reducerar antalet besok i slingans block vésentligt
nér x saknar dkta delare. For t. ex. x = 101 férvandlas antalet
besok fran 99 till 9.

Primtal Som redan omnémnts kallas ett tal p for prim-
tal om

p > 2 och p saknar dkta delare (5)

Exempelvis &ar 2,3,5,7,11 primtal, men inte 4,6,8,9, 10.
De senare talen kan sénderdelas som 2-2, 2-3, 2-2-2, 3-
3, 2-5. Lagg maérke till att faktorerna i dessa produkter in-
te kan sonderdelas ytterligare, de &ar s.k. primtalsfaktorer.
T.ex. dr 2 och 5 primtalsfaktorer i 10.

Med (5):s hjalp ar det latt att skriva en primtalstestare:

x dr prima? i s =
(x > 2 och inte(x har nagon dkta delare))? i s

Ovningar
1.1 Skriv procedurer som
a) gor tva kopior av en hog,
b) adderar tre hogar, utan att forstéra deras ursprung-
liga innehall, (Légg resultatet i en fjarde hog.)
c) later tva hogar byta innehall med varandra.

1.2 Vilka innehall kommer hégarna x, y, z att fa efter kérning
av nedanstaende treradersprogram?
T4y
TR
Z4 T

1.3 Konstruera subtraktionsprocedurer som utrédttar foljan-
de uppgifter
a) Subtraherar en hog fran en annan. Anvind den andra
hogen som resultatshog.
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b) Som ovan, men si att de tva ursprungshogarna beva-
ras intakta, och resultatet hamnar i en sérskild hog.

1.4 Tillverka procedurer som givet att en hdg innehéller x
stycken stenar ordnar sa att antalet stenar i en resul-
tatshog blir

a) 1 + 24 ...+

b) 1 -
c) 1—|—x+x
d) 1+x+22+... +2™

1.5 Konstruera procedurer som passar till nedanstdende namn
a) x &ar icketom? i s,
b) = >y?is,

c) z=y?is,

d) z dr udda? i s.

1.6 Konstruera en procedur som gor att innehallet i dess re-
sultatshog blir lika med skillnaden mellan den storsta
och den minsta av tva hégar. Jfr. med 6vning 1.3.

1.7 Talen 0,1,4,9, 16,25, 36, ... ar s.k. kvadrattal.
a) Skriv en procedur Kvadrattal n i r, som, for varje
naturligt tal n, kan berdkna det n:te kvadrattalet.
b) Ar 720801 ett kvadrattal? Skriv en procedur som for

varje naturligt tal x kan reda ut om det ar kvadra-
tiskt.

1.8 Talen 0,1, 3,6,10,15,21, ... beskriver storleken pa sten-
hoégar med triangulér form. Alltsedan antiken har talen
gatt under bendmningen triangeltal. Om du har gjort
ovning 1.4, s& har du redan skrivit en procedur (lat oss
kalla den for Triangeltal x i r) som berdknar triangeltal.
Har skall du skriva en procedur, = &r ett triangeltal? i s,
som for varje naturligt tal x kan reda ut om det dr ett
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triangeltal. Om du redan har gjort b)-uppgiften i forra
ovningen, kommer denna uppgift att gd som en dans.

1.9 Talen 1,1, 2, 3,5, 8,13, 21 &r exempel pa s.k. Fibonaccital.
De kinnetecknas av att varje tal efter de tva forsta &r
summan av de tva foregaende. Skriv en procedur som
for varje naturligt tal n placerar det n:te Fibonaccitalet

i hogen r.

1.10 Vad berdknar nedanstaende procedurer?

a) Artigzis=
y<+0
Salange y < z{
Addera 3 till y
}

y=x?is

c) Jadhr x ir =
r< 0, k<0
Salange = > k{
Oka r
Multiplicera r och r i k

}

Minska r

b) Bukzir =

r—0y+=x
Saldnge y &r icketom {
Z4
Saldnge z ar icketom {
Addera z till r
Minska z

}

Minska y

}

d) Tardavk zir =
r—0y+<1;z2+=2
Multiplicera z med 2
Saldange y < z{

Addera y till r
Addera 2 till y

}
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Vad en dator &dr och vad en dator gor kan man beskriva
pé olika satt. Har skall vi inte ga in pa vilka elektroniska
komponenter som sitter innanfor holjet. Inte heller skall
vi férscka tala om vilka olika anvdndningsomraden som
finns eller som kan tdnkas komma att finnas i framtiden f6r
dessa elektroniska underverk. Var utgangspunkt ar istéllet
foéljande:

Input och output

Varje datoranvindning handlar i grund och botten om
"att fa nagot visst ut (output) av nagot man stoppar in
(input)”. Detta output kommer inte utan vidare sdsom
genom ett trollslag, dven om det kan tyckas sa ibland.
Nej, man behover ett recept (en algoritm) som alldeles
precist — ibland steg for steg — talar om vad som skall
goras. Vad en dator formar utrdtta kommer darfor att
ytterst bero pa vilka sadana har recept som ar mdojliga
att skriva.

I forsta kapitlet larde vi kénna ett algoritmiskt kon-
cept som i hog grad byggde pa att man ténkte i termer
av "hardvara” — stenhogar. Om vi bortser fran vad som
hénder med de inblandade stenhégarna under kérning av
en procedur, kan vi sédga att t. ex. en adderande stenhogs-
procedur for givna godtyckligal naturliga tal z, y "riknar
ut” x +y.

Man séger att den adderande proceduren berdknar en
funktion — 1at oss kalla den for Add — med tva naturliga
tal x,y som input, och det naturliga talet x + y som
output.

x Add —— z+ y

t dvs. for alla naturliga tal.
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Att tédnka pa en stenhdgsprocedur som en funktionsbe-
raknare ar att tédnka pa en hogre abstraktionsniva, dér
man bortser fran stenhégsmanipulerandet, och istéllet
fokuserar pa sambandet mellan input och output.

Och fragan

Vad kan man géra med datorer?
far i funktionsberiknarnas varld formuleringen
Vilka funktioner kan man berikna med datorer?

Den som soker svar pa denna senare fraga, tvingar pro-
grammeringskonstens innersta véisen att oppna sig, och
tvingas sjalv ut pa en del djupa matematiska vatten.

Lat oss — innan vi kastar oss i djupet — berétta lite
grann om sjilva funktionsbegreppet.

Funktionsbegreppet

En funktion kan sdgas vara en regel som beskriver hur
vissa output ar relaterade till vissa input. Men man kan
ocksa siga att en funktion &r alla par av input-output
ifraga. Foljande exempel far illustrera vad som avses.

¢+ EXEMPEL 2.1 (Att dubblera.) Betrakta & ena sidan,
input 0,1,2,3,... tillsammans med regeln

“output &r dubbelt sa stort som input”, (1)

och & andra sidan foljande par av input/output

input 0
0

1 2 3 --- g1 .-
output 2 4 6 -+ 2¢ --- (2)

Det ar latt att se att (2) foljer av (1), och att (1) foljer
av (2).
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ANM. 2.1 Eftersom méngden av input-output beskriver vilka
output som hor ihop med vilka input, ar det inte fel att hidvda
att sjilva méngden av input-output ocksa ar en regel beskri-
vande hur output &r relaterat till input. Och i vissa situationer
ar detta faktiskt den naturligaste och enklaste regeln.

I alla héndelser, s& finns funktionsbegreppet for att be-
skriva att input och output associeras till varandra pa
sadant satt att varje input har hégst ett output associ-
erat till sig. Observera att jag sdger hdgst ett. Det kan
vara sa att ett input inte har nagot enda output associe-
rat till sig. Men om det har nagot, sa har det exakt ett.
Med andra ord:

En funktion skall fér ett input ge ett bestdmt output,
eller inget output alls. En funktion skall t. ex. inte kunna
ge bade output 3 och output 7 till ett och samma in-
put. Detta kallas ofta for determinism. Om en funktion
har ett output associerat till ett visst input x, sdger vi
att funktionen &r definierad i x och att den returnerar
det associerade outputelementet. Annars (om funktionen
saknar output for ett visst =) séger vi att funktionen &r
odefinierad i x.

Léagg mérke till att vi inte stéller nagra krav pa hur
output skall berdknas. Vi kréver inte ens att output gar
att berdknal.

Genom att funktionsbegreppet &r sa allmént hallet
kan vitt skilda fenomen beskrivas med funktioner, vilket
framgar redan av exemplen nedan.

Nagra enkla exempel

¢ EXEMPEL 2.2 (Att rita en karta.) En Sverigekarta utgor

output till en funktion fran "riktiga Sverige” till ett platt
“kart-Sverige”.

f Mer om detta i kapitel 7.

determinism

returnera

Manga
tycker att
detta ar
konstigt.

Till varje
position i
"riktiga
Sverige” hor
hogst en
position pa
kartan.
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EXEMPEL 2.3 (Att &lska.) Regeln "z dlskar y”, defi-
nierar knappast en funktion fran en inputméngd X av
personer till en outputméngd av personer Y, eftersom
x mycket vil kan &dlska flera personer. Daremot &r for-
stas "x dlskar bara y” en korrekt funktionsregel for en
funktion med z som input, och y som output.

¢+ EXEMPEL 2.4 (Att addera.) Adderaren &r en funktion

som for varje par x1, x2 av tal returnerar summan x1+s.

En funktion som i likhet med adderaren tar sitt input i
form av par kallas for tvastdllig. P4 motsvarande sétt kan
en funktion ta &nnu flera element som input. De enskilda
inputelementen ar funktionens s.k. argument.

Funktioner som specialiserade arbetare Vi kom-

mer ofta — nir vi limnar den formella aspekten av funk-
tionsbegreppet at sidan — att se pa funktioner som spe-
cialiserade arbetare. Nar det géller att dopa en funktion,
forsoker vi vélja ett namn som tydligt uttrycker vad funk-
tionen gor. Funktioner som vi kommer att anviinda ofta
ger vi om mojligt korta namn. T. ex. kallar vi adderaren
i EXEMPEL 2.4 for Add.

Vi anviander s.k. funktionell beteckning pa funktio-
nernas output. T.ex. skriver vi Add(z,y) for det som
Add returnerar. P4 motsvarande sidtt kommer vi t.ex.
att skriva

Mor(x), Sub(z,y), Mult(z,y) och Pot(x,y)

for
x:s mor, x — y, x - y respektive ¥

Heltalsfunktioner Det man gor nir man anvander da-

torer kan pa ytan vara valdigt langt ifran rdkning med
heltal. Men innerst inne handlar det &ndé alltid om att
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stoppa in heltal och f& ut heltal. Ty de symboler som
man matar datorn med, och de som datorn svarar med,
kodas ju till olika sekvenser av nollor och ettor — s.k. bit-
strangar. Sddana sekvenser representerar naturliga tal i
2-systemet. Déarfor kan man se pa datorn som en mate-
matikmaskin, vars férméga bestar i att kunna berékna
funktioner med naturliga tal som input och output. For
enkelhets skull kallar vi sddana funktioner for heltals-
funktioner, fastdn bara ickenegativa heltal ar inblanda-
de. Det problem som detta kapitel nu skall behandla och
vars 10sning stakar ut granserna for vad en dator kan
utrdtta dr foljande.

Vilka heltalsfunktioner kan en dator berdkna?

Innan du gar vidare, skall du ldmpligen forsdtta dig
i en byggmadstares situation. Om du gor det, vet du att
man for att bygga nagot behéver byggstenar och lamp-
liga metoder, dar de senare i béasta fall kan anvindas for
att fogas samman inte bara byggstenarna till stérre bygg-
nader, utan ocksa de senare till &nnu stérre byggnader.

Mojligheten att berdkna féljande funk-
tion tas for given'.

T 0 1 2
Oka(z) 1 2 3 z+1

Sammansittning Att bilda sammanséttningar — dvs.

att lata output fran en eller flera funktioner bilda in-
put till en annan — &r ett mekaniskt sitt att skapa nya
funktioner av gamla.

T Om inte annat, si kan den riiknande faraherden (sid 2) utfora
berdkningen at oss.

Vilket
naturligt tal
represente-
rar 1101010
i
2-systemet?

Markligt
nog
intresserade
sig t. ex.
David
Hilbert och
Stephen
Kleene for
dessa
funktioner
redan innan
de
elektroniska
maskiner
som idag
kallas for
datorer
hade gjort
sin entré.
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T ——> H —— G — G(H(z))

Serie- och
parallell- — Hl —
kopplingar.

: L»

Sa ldnge vi bara har funktionen Oka att laborera med
kan vi dock inte erbjuda s& mycket annat dn

z —» Oka —» Oka —— Oka(Oka(z)) = 2+z

Med hjélp av funktioner som adderar och multiplicerar
skulle vi déremot kunna komponera! t. ex.

z-(z+y)+y+z2)-z

X >
y{: Add—»
PO Add_: Multj

Rekursion

Nu skall vi tillfora var byggnadskonst en avgorande bygg-
nadsmetod, som &r nagot av ett trollspo for algoritmiken.
Dess utméarkande drag &ér att den tillater "byggnadsver-
ket” att vara med och bygga sig sjalv.

Funktioner byggda med denna metod anvénder van-
ligtvis vissa av sina output for att berdkna andra.

T sammansittning = composition (engelska)
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T.e.x. kan det for en sadan funktion vara sa att den
for att berdkna output for x = 100, forst maste ta reda pa
vilket output som svarar mot foregaende input x = 99.
Och for att gora det, maste den forst ta reda pa output
for z = 98, och sa vidare tills den hittar output for lagsta
input — man brukar sdga att rekursionen bottnar. Med
hjélp av output for ligsta input kan den berdkna output
for nésta input, och sa vidare tills output fér x = 100 &r
fardig att levereras.

Rekursion som ordagrant betyder dterlépning ar en
talande beteckning pa denna byggnadsmetod, eller hur.

Vi bérjar med ett par enkla exempel, dér fullstdndigt
triviala funktioner beskrivs med hjilp av aterlépning.

x 0 1 2
Noll(xz) 0 0 0

Sa hér ser en enkel rekursiv beskrivning ut:

Noll(0) = 0 ()
Noll(Oka(x)) = Noll(z) ()

Enkel? Ar inte det héir snarare en tillkranglad beskriv-
ning? En funktion som for alla input returnerar 0, ut-
trycks val dnda enklast pa foljande sétt:

Noll(z) =0 for alla x. (3)

Javisst, (3) &r forstas — i de flestas 6gon — det enklaste
och naturligaste séttet att beskriva funktionen Noll. Men
nu ar det s& att var ambition &dr att konstruera funktio-
ner enbart medelst rekursion och sammanséttning. Och
eftersom (3) varken utgor nagot exempel pa rekursion el-
ler pa sammanséttning, sa tvingas vi for ndrvarande att

forkasta (3).

En rekursiv
beskrivning
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Tillbaka nu till var rekursiva beskrivning.

(v«) sédger att nésta output ar lika med nuvarande
output, som i sin tur dr lika med féregaende output osv..
Och tack vare det s.k. basfallet (L) blir de alla lika med
0. Foljande korprov illustrerar det hela:

()

Noll(3) 2 Notn2) 2 Nou(1) 2 Not(o) E o.

EXEMPEL 2.6 (Identiteten) Den tabellbeskrivna funk-
tionen nedanfoér gor till synes ingenting, eftersom dess
output ar identiskt med input. Men nagot annat &n tri-
viala funktioner har ju heller inte utlovats just nu.

z 0 1 2
d(z) 0 1 2

Har &r en rekursiv beskrivning av Id.

{Id(o) =0 (L)
Id(Oka(x)) = Oka(Id(z)) ()

Rekursionssteget («) beskriver hur tva pa varandra f6l-
jande output ar relaterade till varandra: om man Okar
det ena med en enhet sa far man nista.! Basfallet (L)
beskriver hur output skall vara i botten — dvs. for det
lagsta vardet pa input.

Foljande korexempel illustrerar den mekaniska karak-
tdren i anviindningen av («/) och (). Vad for slags me-
kanisk kompetens som kravs skall vi diskutera lite langre
fram.

t Man kan #ven formulera relationen mellan nimnda tva output sa
hiir: Id(z) = Oka(Id(x — 1)) for > 1. T de flesta programsprak #r
detta synsdtt det forhdrskande. Eftersom det forutsitter tillgang
till ytterligare funktionalitet (en basfunktion som minskar en en-
het, samt villkorsbeskrivning), avstar vi fran det uttryckssittet till
forman for det mer renrakade (v). Men det skadar aldrig att i
tanken kunna hoppa mellan de tva.
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(v/) anvinds 1d(3)
for att skriva @) Oka(1d(2))
om forst 1d(3), () s s
sedan Id(2) = Oka(Oka(1d(1)))
och till sist ) 4 5 3
=" Oka( Oka( Oka(Id(0

Id(1). Dérefter L o Oa( Oka(1e(0))))
griper (L) in =) Gka( Oka( Oka(0)))
for att skriva _ Oka( Oka(l))
om 1d(0). — Oka(2)

=3

T 0 1 2

> EXEMPEL 2.7 (Addition) 40000 10y o4y,

Det som skiljer ett additionsresultat fran ndstkomman-
de, t.ex. 2+ y fran 3+ y, eller z +y fran (z+ 1) + y, ar
att det senare &ér en enhet storre. Med andra ord,

{Add(O, y) =y ()
Add(Oka(zx),y) = Oka(Add(z,y)) ()

Sa hér kan en additionsberdkning gestalta sig:
Add(3,5)

D Gra(Add(2,5))
D) Oka( Oka( Add(1,5)))

D) Gka( Oka( Oka( Add(0, 5))))

©) Gha( Oha( Oka(5))

= Oka( Oka(6))
= Oka(7)
=38
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% EXEMPEL 2.8 (Triangeltal) I en gammal historia berét-

&,

1+2+3+4

tas det om en larare som gav sina elever i uppgift att
rakna ut 1 +2 + --- + 99 + 100. Till historien hor att
Gauss' var en av eleverna. Dirfor blev det inte alls som
lararen hade ténkt sig. Efter endast nagon minut var
némligen lille Gauss framme vid katedern och 6verlam-
nade en lapp till lararen, en lapp pa vilken han tecknat
ned talet 5050. Lararens reaktion blev - enligt sdgnen —
inte beundran utan vrede, med foljd att lille Gauss fick
sig en omgang av riskvasten.

Léararen kunde gissningsvis inte forestdlla sig att den héar
berdkningen kunde goras pa annat sétt dn att ligga samman
talen det ena efter det andra. Och da kunde det ju inte ga
sa snabbt.

Men Gauss finurliga idé var nog att lagga samman det forsta
talet med det sista, det andra med det nést sista osv., vilket
ger upphov till femtio stycken additioner som var och en
resulterar i 101. Och 50101 &r ju snabbt utrdknat till 5050.

Talet 5050 ar forresten det hundrade triangeltalet. De
gamla grekerna — som &lskade heltal och moénster —
kallade tal som ges av 142+ ...+ for triangeltal. Ett
namn som forklaras av att man kan bygga vackra tri-
anglar om man anvénder just s& manga byggstenar som
dessa tal anger. Lararens naiva idé for berdkning av det
hundrade triangeltalet 1 + 2 4 --- + 99 + 100, dvs. att
lagga samman det ena efter det andra av talen, innebéar
att det avslutande momentet ar att addera talet 100 till
summan 14 24 --- 4+ 99. Eftersom den senare summan
beskriver det nittionionde triangeltalet, sa dr den nai-
va idén inget annat &n en rekursiv funktionsbeskrivning.

T Carl Friedrich Gauss 17771855, en tysk matematiker av enkel
harkomst som kom att bli kanske den storste av alla, nagot som
kommer till uttryck i epitetet "matematikernas konung”.
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Nedanfor finns en formaliserad version av namnda be-
skrivning, samt ett kérexempel.

Triangeltal(0) = 0
Triangeltal( Oka(z)) = Add(Oka(x), Triangeltal(x))

Triangeltal(3)
= Add(3, Triangeltal(2)))
= Add(3, Add(2, Triangeltal(1)))) Hir beriik-
= Add(3, Add(2, Add(1, Triangeltal(0))))) nas 3+2+1.

= Add(3, Add(2, Add(1,0))))
= Add(3, Add(2,1)))
= Add(3,3))
=6

Monstermatchning

Rekursiva berdkningar av ovanstaende slag forutsatter
bara en féorméaga att monstermatcha, och att behérska
basfunktionen. Narmare bestdmt skulle en maskin klara
av att utfora dessa rekursiva berédkningar om den hade
féljande férmagor:

1. att behérska basfunktionen, fram- och baklénges:
Aha, Oka(3) &r detsamma som 4.
Aha, 4 ar detsamma som Oka(3).

2. att kunna moénstermatcha textstréangar:
Triangeltal( Oka(3)) 6verensstammer tecken for tecken
med Triangeltal( Oka(x)), d& = sdtts till 3.

3. att kunna ersitta en ldst stréng — vars monster sam-
manfaller med véansterledsstrangen i nagot recept —
med motsvarande strdng i receptets hogerled: T.ex
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ersatta

Triangeltal( Oka(3)) med Add(4, Triangeltal(3)), eftersom
den forsta matchar vénsterledet och den andra mat-
char hogerledet i receptet for triangeltalsfunktionen.

Onsketinkandeprincipen

Forr eller senare stélls du infér problemet att sjalv kom-
ponera en rekursiv funktion. D& kan detta lilla avsnitt
kanske vara till hjalp.
Hemligheten bakom en rekursiv konstruktion &r ofta
Vagar du? att vaga Onska sig att man "néstan ar fardig” med kon-
struktionen.
Antag t. ex. att du vill skriva en rekursiv funktion for
multiplikation.
(i) Onska dig da att du for ett visst par av tal =,y
redan har rdknat ut x - y.
(ii) Forsok sedan ténka ut hur du skulle kunna anvénda
dig av resultatet fran (i) fér att berdkna (14 z)-y.
Om du inser att det som skiljer x -y fran (1+x) -y
ar att den senare dr exakt y enheter storre dn den
forra, dvs. lika med y plus den forra, sa har du
funnit en rekursionsformel fér multiplikation.
Se (v) nedanfor.

T z 012 3 .-

9 EXEMPEL 2.9 (Multiplikation) Mult(z,y) 0 y 2y 3y ---
Mult(0,y) =0 (L)
Muli( Oka(fc), y) = Add(y, Mult(z,y)) ()

Sadana specialfall av multiplikation som
z-z=x’ochz -z -z=2a°
ombesérjes av

Mult(z, x) och Mult(x, Mult(x,)).
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e Y 0 1 2
¢+ EXEMPEL 2.10 (Potensupphdjning) Pot(my) 1 o a2
Notera att
=g -x-... 2
< —-
y stycken

Vilken relation finns mellan z¥ och 2!'+¥?
SVAR: Den senare &r lika med den foérra multiplicerad
med z:

{Pot(az,O) =1
Pot(x, Oka(y)) = Mult(z, Pot(z,y))

En mall

Du har sdkert redan noterat att de rekursivt byggda
funktionerna i exemplen ovan har varit stopta efter sam-
ma mall. En mall som tycks vara nagot i stil med

(L) Beskriv output for ligsta input.

(/) Beskriv hur ett output kan beriiknas med hjilp' av
féregaende input och output.

Den primitivt rekursiva mallen

{ﬂog =b ()
f(Oka()) = g(a, f(2)) ()

f(ovylavyn) :b(ylaayn) (J‘)
F(Oka(x), Y1, oy Yn) = 9@, Y15 oy Yns F@, Y1, s ) (D)

T Funktionen g i mallen svarar for denna hjilp.

basfall

rekursions-
steg

f utan
passiva
argument

f med n
passiva
argument
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ANM. 2.2 Den primitiva rekursionens kidnnetecken &r dels att
rekursionen dger rum enbart i ett av argumenten — eventuella
ovriga argument ar passiva — dels att det rekurserande argu-
ment 16per bakat en enhet varje gang som rekursionssteget
anvinds. Tack vare basfallet bottnar (upphor) rekursionen.

F4,9) 2 93,9, £3,9))

9(3,9,9(2,y, f(2,9)))

2 93,592, 9, 9(Ly, F(1,y))))
(3,4,9(2,9,9(1,4,9(0,y, £(0,9)))))

9(3,9,9(2,9,9(1,9,9(0,3,0(y)))))

ANM. 2.3 T den primitivt rekursiva mallen har vi valt att lata
f:s forsta argument vara det rekurserande argumentet, men
egentligen tillater vi vilket som helst av argumenten att spela
denna roll.

ANM. 2.4 Av bekvamlighetsskél skall vi inte tolka mallen bok-
stavligt. En funktionsbeskrivning skall sigas folja mallen dven
om funktionerna b och ¢ (se mallen) bara anvinder en del
av de tillgdngliga argumenten. Mer om detta i aterblicken pa
nésta sida.

Stacken Nér mallen anviinds fér en berikning, ldggs det
upp en s.k. stack av operationer som maste utforas i en
viss ordning.

Engelskans ord stack star inom datalogin for en ”hog” eller
en "trave” av objekt, atkomliga enbart fran toppen. Téank pa
en trave pappersark lagda pa varandra. Sadan atkomlighet
innebar t.ex. att det ar det sist tillfogade objektet, och inget
annat, som kan plockas av forst.

Stacken byggs upp pa sa sitt att en ny operation fogas
till stacken for varje gang som rekursionssteget anvénds.
De “stackade” operationerna bildar till slut (se ANM.2.2
ovanfor) en lang sammanséttning déar funktionen g sam-
mansétts med sig sjalv.
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Aterblick Lat oss granska tva gamla exempel for att se
pa vilket satt dessa ar formade efter mallen.

EXEMPEL 2.7 igen. mallen
Add(0,) = Id(y) = y {f (0,y) = b(y)
Add(Oka(z),y) = Oka(Add(z,y)) f(Oka(),y) = g(z.y, f(z,y))

Ovanfor dr konstruktionens g-funktion lika med Oka som
nyttjar blott ett av de tre argument som den primitivt
rekursiva mallen tillater. Nedanfor anvénder konstruk-
tionens g emellertid bdda argumenten som erbjuds. Déar-
emot ar inte g den funktion man kanske skulle kunna tro
vid forsta paseendet, utan g(z,z) = Add(Oka(z), 2).

EXEMPEL 2.8 igen. mallen
Triangeltal(0) = 0 {f(O) -
Triangeltal( Oka(z)) = - B
{ Add(Oka(z), Triangeltal(z)) f(Oka(x)) = g(z, f(2))

Nagra nya exempel

¢+ EXEMPEL 2.11 (Minskning) Funktionen som beskrivs i
input-output-tabellen nedanfér &r en sorts motsats till
funktionen Oka.

n 0
Minska(n) 0

2 3 ... 14=x
1 2 T

1
0

Input-output-tabellen leder oss till formuleringen

En rekursiv

Minska(O) =0 funktion
Minska(Oka(z)) = x som aldrig
anropar sig

Vid en jamforelse med den primitivt rekursiva mallen, sjalv!?

ser man att var konstruktion féljer ur mallen, om mallens
g-funktion sétts lika med identitetsfunktionen.
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Y 0 1 2

®EXEMPEL 212 o 0 T LT

Det som (i tabellen) skiljer ett subtraktionsresultat x —y
fran néstkommande x — (y + 1) dr att det senare &r en
enhet lagre:

r—(y+1)=(@-y) -1
Med andra ord,

{Sub(:n, 0)==x
Sub(x, Oka(y)) = Minska(Sub(z,y))

¢+ EXEMPEL 2.13 (Konstanta funktioner.) Funktionen Noll
ar en konstant funktion. Med dess hjilp kan man kon-
struera flera:

Ett(z) = Oka(Noll(z)) & —» Noll— Oka —> 1
Tvi(z) = Oka(Ett(z)) © —> Ett —— Oka — 2
Tre(x) = Oka( Tvi(x)) & —> Tvg —> Oka — 3

Primitivt rekursiva funktioner

Vi har nu i nagra exempel (och flera foljer) visat hur
man genom att tillimpa operationerna sammanséttning
och/eller primitiv rekursion pa basfunktionen kan tillver-
ka mer komplicerade funktioner. Vidare, hur man genom
att ater tillampa operationerna pé dessa funktioner kan
tillverka dnnu mer komplicerade funktioner.

Med en primitivt rekursiv funktion menas en funk-
tion som kan konstrueras pa precis detta sitt, dvs. att
utgé ifran basfunktionen och sedan noll eller flera ganger
tillampa de tva byggnadsmetoderna.
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p O pnmztwt
) rekursiv funktion
pr:mztzv rekursion

ANM. 2.5 Légg miérke till att en primitivt rekursiv funktion
kan skapas utan att den primitivt rekursiva mallen anvénds.
Basfunktionen Oka #r ju t.ex. primitivt rekursiv, precis som
sammansattningar av den. Men utan den primitivt rekursiva
mallen kan man bara tillverka triviala funktioner.

Booleska primitivt rekursiva funktioner Med en
boolesk funktion menar vi en funktion vars output tillhor
méngden {0, 1}. Talen 0 och 1 representerar hér falskt
och sant (eller nej och ja).

¢ EXEMPEL 2.14 (Fem booleska funktioner.) Hér presen-

teras en kvintett anvidndbara primitivt rekursiva booles-

ka funktioner. Den forsta ar si populér att den har tva
namn: Noll? och Icke.

z 0

Noll?(z) = Icke(z) = Sub(Ett(z),z) 1

1 2
0 0

De 6vriga fyra ar tvastélliga:

Och(z,y) = Icke(Noll?( Mult(z,y)))

Eller(xz,y) = Icke(Noll?(Add(x,y)))

Storre(x,y) = Icke(Noll?(Sub(z,y)))
Mindre(z,y) = Storre(y, x)

Funktionen Och returnerar 1, ndr bada argumenten &r
nollskilda, FEller gor det da minst ett argument ar noll-
skilt, och Stérre da forsta argumentet dr storre dn det
andra.

S& har
tillverkas
primitivt
rekursiva
funktioner.

Ibland

avslutas ett
namn med
tecknet 777
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Falldefinitioner och funktionen Om Vi skall nu in-
troducera den omtyckta funktionen Om, som efter en
rekommendation fran John McCarthy' finns med i de
flesta programspréak for att hantera wvdgval. Funktionen
ifraga har tre argument och returnerar sitt andra eller
tredje argument beroende pa om det forsta argumentet
ar positivt eller ej:

y omax >0
z annars

Om(a.2) = {

Om kan latt tillverkas med hjdlp av den primitivt rekur-
siva mallen:

{Om(O,y, z)=z=1Id(z)
Om(Oka(x),y,z) =y = Id(y)

Ett typiskt sitt att anvinda Om-funktionen &r att skriva

Om(p(z), f(x),g(x))

Resultatet ar en funktion som returnerar f(x) om p(z) >
0, och g(z) om p(z) = 0.

¢+ EXEMPEL 2.15 (Returnera det storsta talet.) Foljande
tva konstruktioner kraver nog inga kommentarer.

Mazx(x,y) = Om(Storre(x,y), z,y)
StO.TStAUTT'e(‘ra Y, Z) - Mal'(flf, MCL(IJ(:% Z))

Division och delbarhet Att dividera ett naturligt tal
x med ett nollskilt naturligt tal y innebér som bekant (si-
dan 10) att fran x dra bort s& manga y:n att aterstoden
blir mindre &n y. Antalet bortdragna y:n &r divisionens
kvot g, och aterstoden r ar divisionens rest. Det hela kan
sammanfattas med

t John McCarthy &r kénd som mannen bakom programspraket
LISP.
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rT—q-y=r 11-2-4=3

eller eller
T=q-y+r 11=2-4+3
diarr <y

Om man adderar y till bada sidor av den senare likheten
erhalls

= (1 . 11+4=
r+y=~0+q y+r 543

Nar x okas med y enheter okar séledes kvoten med en
enhet medan resten forblir oférandrad. Ett konstateran-
de som visar hur resultatet fran z dividerat med y kan
anvindas for att dividera x +y med y. Tabellen nedanfér  Rekursion!
illustrerar hur det ser ut nér nagra tal divideras med 4.

zx 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ... Hir divide-
g 0 0O O O 1 1 1 1 2 2 2 2 ... ras z med
r 0123012301 2 3 4
Om vi infor beteckningarna Kvot(x,y) och Rest(x,y) for
kvoten respektive resten, kan rekursionen skrivas
Kvot(x +y,y) = Oka(Kvot(z,y))
Rest(x +y,y) = Rest(x,y)
eller .
Kvot(x,y) = Oka(Kvot(x — y,y)) (4)
ReSt(xa y) = ReSt(x - Y y) (5)
(4) och (5) géller enbart om x > y. Ifall z < y, kan inget
helt y dras fran x, med foljd att kvoten blir lika med 0
och resten blir lika med hela x. Det foljer att
Den hér
Kvot(z,y) = Om(Mindre(x, y),0, Oka( Kvot(Sub(x, y), y))) _r,d‘_ufionen
ar inte
Rest(xz,y) = Om(Mindre(z,y), z, Rest(Sub(z,y),y)) primitiv.
Se vidare

Ovning 2.17.
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PROVKORNING:
Kvot(19,4) Rest(19,4)
= Oka(Kvot(15,4)) = Rest(15,4)
= Oka(Oka(Kvot(11,4))) = Rest(11,4)
= Oka( Oka( Oka(Kvot(7,4)))) = Rest(7,4)
= Oka( Oka( Oka( Oka( Kvot(3,4))))) = Rest(3,4)
= Oka( Oka( Oka( Oka(0)))) =3
= Oka( Oka( Oka(1)))
= Oka(Oka(2))
= Oka(3)

=4
Till sist, med hjalp av funktionen Rest kan vi tillverka
en enkel delbarhetstestare:

Delbar(xz,d) = Noll?(Rest(z,d))

Akta, triviala och prima Vissa tal har dikta delare.
For en Andra har det inte. T. ex. har 6 de &kta delarna 2 och 3,

éter,zhcllz medan 5 bara har triviala delare, dvs. 1 och 5.
se s1d. .

9+ EXEMPEL 2.16 (Akta delare.) Fér att reda ut om ett
tal = har nagon dkta delare, behover man bara underscka
om z har nagon delare d i omradet 2 < d < x — 1, vilket
leder oss till att formulera

HarAktaDelare(x) = HarDelareIOmradet(z,2,x — 1)

Funktionen HarDelareIOmradet(x,y, z) som &r speciali-
serad pa att undersoka om x har nagon delare d i omradet
y < d < z, kan konstrueras med primitiv rekursion:

HarDelarelOmradet(x,y,y) = Delbar(z,y)
HarDelareIOmridet(x, y, Oka(z)) =
Eller(Delbar(z, Oka(z)), HarDelareIOmradet(z, y, z))
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PROVKORNING:

HarDelareIOmridet(5,2,4)
= Eller(Delbar(5,4), HarDelareIOmridet(5, 2, 3))
= Eller(Delbar(5,4), Eller( Delbar(5, 3), HarDelareIOmradet(5,2,2)))
= Eller(Delbar(5,4), Eller(Delbar(5, 3), Delbar(5,2)))
= Eller(Delbar(5,4), Eller(Delbar(5,3),0))
= Eller(Delbar(5,4), Eller(0,0))
= Fller(0, Eller(0,0))
= Eller(0,0)
=0

Med hjilp av funktionen HarAktaDelare #r det litt att
konstruera en primtalstestare:

¢ EXEMPEL 2.17 (En primtalstestare.) Vi séger att ett
naturligt tal ar prima om det &ar storre dn 1 och saknar
dkta delare. Harav,

Prima(x) = Och(Storre(x, 1), Icke( HarAktaDelare(x)))

Primitiv rekursion och iteration

Nar den primitivt rekurserande variabelns aterlépning
ar genomford dnda ner till bottenvirdet, och basfallet
har applicerats, sa startar ett berdkningsflode som kan
uttryckas med iteration (repetition). Som en illustration
av detta skall vi &nnu en gang iaktta en provkorning av
funktionen

Triangeltal(0) = 0
Triangeltal( Oka(x)) = Add(Oka(z), Triangeltal(x))



42 DE REKURSIVA FUNKTIONERNA | Kapitel 2

Rekursiva anrop bygger Triangelt al( 4)

upp en stack. Efter ]

de fem forsta ra- = Add(47 Tmangeltal(?’))

derna bottnar = Add(4, Add(3, Triangeltal(2)))
ISONen: = Add(4, Add(3, Add(2, Triangeltal(1))))
iroalla = Add(4, Add(3, Add(2, Add(1, Triangeltal(0))))
berak- = Add(4, Add(3, Add(2, Add(1,0))))
ningar av

ott och sam- = Add(4, Add(3, Add(2,1)))

ma slag: Ad- = Add(4, Add(3,3))

dera ett stindigt _ Add(4 6)

okande tal till ett ’

ackumulerande resultat. =10

Proceduren
GorNagot-
Med far inte
forandra k.
Varfor?

De avslutande additionerna &r enkla att goéra med en
slinga i stenhogsspraket

Salinge k < x {Addera k och r i r; Oka k}
som kan kompletteras till en stenhogsprocedur
Triangeltal z i r =

k< 1;r<0

Saldnge k < x {Addera k och r i r; Oka k}
vilken ger samma berdkningsresultat som den primitivt
rekursiva funktionen Triangeltal.

P4 motsvarande sétt kan man for varje funktion som
ar stopt i den primitivt rekursiva mallen,

Fantasi(0) = b
Fantasi(Oka(z)) = GorNagotMed(z, Fantasi(x))

finna en iterativ stenhdgsprocedur som ger samma be-
rakningsresultat:

Fantasi z ir =
k< 0;r+b
Saldnge k < x {GérNagotMed k och r i r; Oka k}
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Ovillkorig iteration Notera att nir Fantasifunktionen
och Fantasiproceduren ovanfor kors igang pa inputvardet
x tvingas den forra gora x stycken rekursionsanrop och
den senare x stycken iterationer.

Antalet iterationer i en procedur som hérmar primi-
tiv rekursion ar saledes bestdmd av inputvérdet, dvs. pa
férhand ként. Sadan iteration sigs vara owillkorlig.

Lat oss utvidga stenhdgssprakets vokabuldr med ett
alias for ovillkorlig iteration:

Repetera med k =1 till n {P}

for k<+1
Saldnge k < n {P; Oka k}

Med hjalp av vart nya alias kan triangeltalsproceduren
pa sidan 42 skrivas

70
Repetera med k =1 till n{Addera k till r }

Annan rekursion

En 6ppen fraga i borjan av 1900-talet inom den kon-
struktiva matematiken var vilka byggnadsmetoder som
kravdes for att man skulle kunna bygga alla "mekaniskt
konstruerbara” funktioner (de funktioner vars beskriv-
ningar kan ges i form av precisa recept av nagot slag).

Det tycktes som om metoderna sammansattning och
primitiv rekursion var tillrackliga. Ty ingen kénde till
nagon mekaniskt konstruerbar funktion som var omdjlig
att na via dessa metoder enbart. Inte forrdn Ackermann
presenterade sin funktion ...

t Proceduren P far inte forindra k.
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Ackermanns funktion, pa grénsen till det obe-
skrivbara Ar 1928 publicerade Wilhelm Ackermann'
ett recept pa en rekursiv funktion som besvarade en for
den tiden aktuell fraga. En fraga som vore lika intressant
idag om inte Ackermann redan hade givit svaret. Acker-
mann hade ndmligen — med ett relativt invecklat rekur-
sionsforfarande — lyckats konstruera en marklig funktion
(se nedanfor) samt bevisa att den var omdjlig att kon-
struera enbart medelst sammanséattning och det enklare
rekursionsforfarandet (som dérefter kom att kallas for
primitiv rekursion).

Nedanfor finner du receptet pa Ackermanns funktion.
Légg mérke till att funktionens bdda argument rekurse-
rar. I den tredje ekvationens hogerled har Ack dessutom
sig sjalv i ett av argumenten. Nagot som brukar kallas
dubbel rekursion.

Ack(0,y) = Oka(y)
Ack(Oka(z),0) = Ack(x,1)

Ack(Oka(z), Oka(y)) = Ack(x, Ack(Oka(z),y))

Efter en beskedlig inledning uppvisar Ackermanns funk-
tion plotsligt en forvanande tillvixtstakt.

Y 0 1 2
Ack(0,y) 1 2 3
Ack(l,y) 2 3 4
Ack(2,y) 3 5 7
Ack(3,y) 5 13 29
Ack(4,y) 13 65533 2.0% x 1019728

Pa nésta sida finner du en provkorning,.

t En tysk matematiker som arbetade i Gottingen tillsammans med
David Hilbert. ¥ Ett nirmeviirde.
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Ack(2,2)
= Ack(1, Ack(2,1))
= Ack(1, Ack(1, Ack(2,0)))
= Ack(1, Ack(1, Ack(1,1)))
= Ack(1, Ack(1, Ack(0, Ack(1,0))))
= Ack(1, Ack(1, Ack(0, Ack(0,1))))
= Ack(1, Ack(1, Ack(0,2)))
= Ack(1, Ack(1,3))
= Ack(1, Ack(0, Ack(1,2)))
= Ack(1, Ack(0, Ack(0, Ack(1,1))))
= Ack(1, Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(1,0)
= Ack(1, Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(0,1)
= Ack(1, Ack(0, Ack(0, Ack(0,2))))
= Ack(1, Ack(0, Ack(0, 3)))
= Ack(1, Ack(0,4))
= Ack(1,5)
= Ack(0, Ack(1,4))
= Ack(0, Ack(0, Ack(1,3)))
= Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(1,2))))
= Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(1,1
= Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(
= Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(
= Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(0,
= Ack(0, Ack(0, Ack(0, Ack(0, 3))))
= Ack(0, Ack(0, Ack(0,4)))
= Ack(0, Ack(0,5))
= Ack(0,6)
=7

)
1
0
2)

)))
)))

)))
;00)))
> )))
)))
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Néar man
jamfor den
héar
stackens
forvandling
med hur
det ser ut
vid kdrning
av en
primitivt
rekursiv
funktion
(Se sidan
34.) kan
man notera
en
vasentlig
skillnad.
Vid
koérning av
Ack sviller
och
krymper
stacken

flera

gdnger!



46 DE REKURSIVA FUNKTIONERNA | Kapitel 2

Ackermanns lyckades visa, att en sddan enorm tillvixt pa
output som hans funktion har, det kan ingen primitivt
rekursiv funktion uppvisa — och knappast nadgon méanni-
ska forestélla sig. Nar man tittar pa de tre ekvationerna
som beskriver Ack, och ser ett enda stélle (den forsta
ekvationen) dér output okar, och da bara med en futtig
enhet. Och nédr man vidare konstaterar att startvardet
Ack(0,0) ar 1, ja da ar det svart att forestélla sig att
Ack(4,4) ar sa stort, att om vi fick anvénda alla papper-
sark som finns att uppbringa pa var jord for att skriva
ut talet, sa skulle de inte racka till.

Rekursion bakat i flera steg Det finns intressanta
funktioner som bara med stort besvir later sig fangas
med primitiv rekursion, men som kan beskrivs mycket
enkelt med annan typ av rekursion. Har ar tva exempel.

EXEMPEL 2.18 (Fibonaccitalen) Antag att en nyfodd
kanin blir fertil efter en méanad, och att ett kaninpar
(hane och hona) en méanad senare och fortlopande var-
je manad déarefter producerar tva nya kaniner (hane och
hona), vilka i sin tur blir fertila efter en ménad och dér-
efter producerar tva nya kaniner, osv.. Hur ménga ka-
ninpar har man efter 12 ménader, om man startar med
ett nyfott kaninpar?

Ungefar sa skrev Leonardo Pisano — vanligen kallad
Leonardo Fibonacci — i sin bok i rakneldra Liber abaci ar
1220.

En tydlig bild av hur det ena kaninparet efter det and-
ra blir till, ges i ett "slakttrad” dar ett nyfott kaninpar
tronar i toppen, och dar méngden kaninpar méanad for
ménad aterfinns i trédets olika nivaer.
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nyfott kaninpar ---- 3O
|

fertilt kaninpar N d'Q

\

dQ o’IQ
ge O’Q g¥ o9 O’g @ O

Antalet kaninpar manad for manad beréknas med en en-
kel tvastegsrekurserandel funktion, som vi ger ett kort
och kirnfullt namn.

Fib(0) = 0
Fib(1) = 1
Fib(z + 2) = Add(Fib(z + 1), Fib(z))

z 0 1 2 3 45 6 7 8 9
Fib(z) 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

ANM. 2.6 Kaninparstalen, eller Fibonaccitalen som de kom att
kallas av den franske 1800-talsmatematikern Edouard Lucas,
har visat sig dyka upp i allehanda forklddnader. Den mest
kénda férekomsten av Fibonaccitalen har man nog i véxtriket,
dér de t.ex. finns i grenverket hos ett parontréad, i solrosens
blomkorg, i ett blomkalshuvud, i en tallkotte osv..

Aven i djurriket (det som hyser riktiga djur, inte kaniner
av det slag som omnédmns i Fibonaccis rdknebok), forekommer
Fibonaccitalen. T. ex. &r det sé& i ett bisamhélle att forfaderna
i den n:te generationen (riknat bakat i tiden) till en dronare®

T Den speciella formen hos Fib-funktionens rekursion foljer av (i)
att antalet fertila kaninpar en viss ménad &r lika med totala antalet
kaninpar manaden innan, och (ii) att antalet nyfddda kaninpar en
viss manad &r lika med totala antalet kaninpar tva méanader tidiga-
re. Forsok sjélv harleda (i) och (ii) fran antagandet om kaninparens
fortplantning. § dronare = manligt bi.

Fibonaccitalen
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ges av F'ib(n). Nagot som beror pa att en drénare produceras
utan sex av en bidrottning, medan en drottning produceras av
en drottning och en drénare tillsammans. Se figuren nedanfor.

NV NYZ NIRRT/ N1

foraldrar ------ X:\ ;/7 /

till en foralder — ----- 8

till en dronare ----- g

¢ EXEMPEL 2.19 (Kaos, en sldkting till Fib.) Precis som
i férra exemplet ska vi i detta exempel tillverka nésta
output genom att addera tva tidigare output — men nu
inte (sékert) de tva senaste. Dessa fungerar bara som ett
slags pekare till de output som skall adderas. Nérmare
bestdmt anger virdet pa de tva senaste hur langt (fran
det senaste) som man skall ga tillbaka for att hitta de
tva som skall adderas.

G4 tillbaka 4 resp. 8 steg. Addera talen som du finner.

Precis som 1 fallet med Fibonaccitalen startar vi med 0
och 1. De output som foljer pa detta sétt beskrivs av

Kaos(0) =0

Kaos(1) =1

Kaos(x + 2) = Add(Kaos(Sub(xz + 1, Kaos(x))),
Kaos(Sub(z + 1, Kaos(x + 1))))

och har, i motsats till Fibonaccitalen, ett ovantat kao-
tiskt uppférande:



Fib(x)

350
300 F
250 F
200 F
150+
100 £

50
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Kaos(x)
! ’
// 30 |
/ J e
/ s ? [s)f
/ 2 rln et
15 TNV} .
vt
te llolsd
10 [\oet {
[ ¥a's
5 | o0
-~ -« ) z : . . . . -
10 20 30 40 50

Att en liten fordndring i en funktion forvandlar ett mons-
tergillt beteende till ett kaotiskt, illustrerar att ordning
och kaos kan ligga ndra varandra.

ANM. 2.7 Den som tycker sig kiinna igen s.k. exponentiell till-

vaxt i Fibonaccifunktionens graf har ratt — i varje fall for sto-
ra varden pa argumentet. Exponentialfunktionernas egenskap:
E*T1 = k- k® kan jamforas med Fibonaccifunktionens dito for
stora virden pa z: Fib(z + 1) = ¢ - Fib(z), dir ¢ &ar det s.k.
gyllene snittet. Mahénda ligger en del av forklaringen till Fi-
bonaccifunktionens rika tillimpningar i denna egenskap.

En rekursiv flita I vissa rekursiva konstruktioner an-
ropar tva eller flera funktioner varandra — och kanske
ocksa sig sjilva — pa ett sdtt som gor att ingen av dem
star pa egna ben.

3 EXEMPEL 2.20 Hér dr ett enkelt exempel:

Jamn(0) =1
Udda(0) = 0
Jiamn( Oka(x)) = Udda(x)
Udda( Oka(z)) = Jimn(z)

Ovanstéende konstruktion! vilar pa det faktum att om
ett tal 4r udda sa &r nésta tal jamnt, och om ett tal &r

t De tva funktionerna Udda och Jimn kan dven konstrueras med
primitiv rekursion. (Ovning 2.8 pa sid. 56)

Tva
ihopflatade
booleska
funktioner.
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jamnt sa dr nésta udda. T. ex. berdknas Jimn(3) sa hér:

Jamn(3) = Udda(2) = Jamn(1) = Udda(0) =0

Framéatrekursion Vissa funktioner beskrivs naturli-
gast med en sorts bakvind primitiv rekursion. Néarmare
bestamt rekursion framdt istéllet for bakat. Har ar ett
par exempel.

9 EXEMPEL 2.21 (Ar z kvadratisk?) Antag att vi vill veta

ifall x &r kvadratisk, dvs. om x &r lika med nagon av
kvadraterna 02,12,22, ... Eftersom 2 omdjligen kan vara
lika med nagon kvadrat som &r mindre &n x, géller det
forstas att snabbt l6pa forbi (se ~) sddana kvadrater,
och stanna forst (se i) nir man tréffar pa en kvadrat
som inte dr mindre &n x. Den kvadraten dr den enda
som x méjligen kan vara lika med.

Kvadratisk(x) = LopFérbiKvadraterna(0, x)
LépFérbiKvadraterna(n, ) =
Om(Mindre(Mult(n,n), ),

LépFérbiKvadraterna( Oka(n), x), ()
Lika(Mult(n,n), z)) (T)
PROVKORNINGAR:

Kvadratisk(4) = LopForbiKvadraterna(0,4)
()

=) LopForbiKvadraterna(1, 4)
@ LopForbiKvadraterna(2,4)
D) Lika(Mult(2.2).4)) = 1
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Kvadratisk(8) = LopForbiKvadraterna(0, 8

)
@ LopForbiKvadraterna(1,8)

2) LopForbiKvadraterna(2, 8)

@ LopForbiKvadraterna(3, 8)

D) Lika(Mult(3.3).8)) = 0

3 EXEMPEL 2.22 Nu ska vi konstruera en funktion Prim-

tal(z) som returnerar primtalen i tur och ordning:

T 01 2 3
Primtal(x) 2 3 5 7

Idé: Utga fran nuvarande primtal, och s6k ndstkomman-
de genom att stega framat med en enhet i taget tills ett
primtal patraffas. Hjalpfunktionen NdstaPrimtal nedan-
for, som rekurserar ett steg framat, forverkligar denna
idé. Huvudfunktionen Primtal anropar sig dock med re-
kursion ett steg bakat.

Primtal(0) = 2
Primtal(Oka(x)) = NiéstaPrimtal( Oka(Primtal(x)))

NistaPrimtal(y) = Om(Prima(y),
v, (L)
NastaPrimtal( Oka(y))) ()
PROVKORNING:
Primtal(4) = NéstaPrimtal( Oka( Primtal(3)))
= NastaPrimtal( Oka(7)) = NastaPrimtal(8)

) NidstaPrimtal(9) ) NiastaPrimtal(10)

(~) ()

=" NdstaPrimtal(11) =" 11
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Klassen av rekursiva funktioner

De primitivt rekursiva funktionerna (Se sidan 36.) ar de
funktioner som &r mdjliga att konstruera utifran bas-
funktionen med hjilp av sammanséttning och den pri-
mitiva formen av rekursion.

Med klassen av allmdnt rekursiva funktioner, eller helt
kort de rekursiva funktionerna, avses den utvidgning av
de primitivt rekursiva funktionerna som &éstadkoms av
att man tillits anviinda andra former! av rekursion &n
den primitivt rekursiva — som t.ex. Ackermann-rekur-
sion”, "Fibonacci-rekursion” eller framatrekursion.

De rekursiva funktionerna bildar en sa rik klass av
funktioner att den tycks innehélla varje “mekaniskt kon-
struerbar” funktion. I alla héndelser har ingen hittills
lyckats skriva ihop nagot recept som accepterats som
mekaniskt utan att resultatet ingar i den hér klassen
av funktioner. Jag skriver tycks, ty nagot bevis i string
mening finns inte och kommer inte heller att finnas sa
lange som begreppet “mekaniskt konstruerbar” vilar pa
intuitiv grund. L&as mer nedanfér om det hér begreppets
svarfangade men till synes sjalvklara visen.

Mekaniskt konstruerbar, algoritmisk En intuition
for vad som dr "mekaniskt konstruerbart” har nog varje
programmerare och varje matematiker. Men att precist
formulera begreppet — att ge en definition — stéller sig
inte helt sjalvklart.

Svarigheterna att definiera “mekaniskt konstruerbar”

t Till en bérjan — fore Ackermanns exempel — fanns inte begreppet
allmdnt rekursiva funktioner. D& sa man rekursiva funktioner och
menade primitivt rekursiva funktioner. Den Osterikiska matemati-
kern Kurt Gédel var den forste att tala om allmént rekursiva funk-
tioner (1934), men uttryckte sig intuitivt och lite obestdmt. Man
kan beskriva den hér klassen mer precist och "tekniskt”. Se t.ex.
Kleene, General recursive functions of natural numbers, MATH.
ANNALEN 112, 340-353.
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i allménna termer ledde fram till olika sorts operatio-
nella definitioner’ vilka alla visat sig vara ekvivalenta,
och som saledes i grunden avser samma sak. De forsta
definitionerna av detta slag kom 1936. D& beskrev den
da blott 22-arige engelsmannen Alan Turing en typ av
abstrakta maskiner — Turingmaskiner — och menade att
det mekaniskt konstruerbara var precis det som dessa
maskiner kunde astadkomma. Samtidigt talade t.ex. de
amerikanska matematikerna Alonzo Church och Stephen
Cole Kleene i termer av rekursiva funktioner ungefir som
vi just har gjort. Nagot senare (1943) publicerade Emil
Leon Post - som ocksé var en amerikansk matematiker -
ett s.k. stringmanipulerande system. Pa 50- och 60-talen
kom ytterligare formuleringar genom bl.a. Wang (1957),
Smullyan (1962), Shepherdson och Sturgis (1963), Elgot
och Robinson (1964) och Minsky (1967).

Alla dessa forslag att via abstrakta maskiner eller sym-
bolspréak definiera ”det mekaniskt konstruerbara” visade
sig vara likvirdiga. Att s manga forskare har haft sam-
ma begrepp i tankarna, men gett det olika formuleringar,
kan tas som intdkt pa att begreppet dr fundamentalt.

Det finns flera olika namn pa detta begrepp, t.ex.
effektiv, berdkningsbar eller algoritmisk. Ibland férsoker
man trots allt beskriva begreppet i allménna termer. Da
brukar man tala lite lagom obestdmt om en metod eller
process som har input och output och som &r

o deterministisk, dvs. att processen ger samma resultat
varje gang som betingelserna dr desamma;

o andlig, att processen avslutas inom &andlig tid, och att
processen inte kréver oandligt mycket av nagon annan
kvantitet heller;

T Som jamférelse kan man ténka pa hur svarigheter att definiera
begreppet intelligens i allmédnna termer har framkastat forslaget
att definiera intelligens som ”det intelligenstest méter”.
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o mekanisk, att processen ar sa fullstindigt och precist
beskriven att inget ytterligare behover tdankas ut. En
maskin skall kunna utféra processen;

o numerisk, att processen kan beskrivas i termer av hel-
talen 0, 1,2, ....

Forutom de algoritmer som du har mott i denna skrift, sa
har du sakert sett matrecept eller stickbeskrivningar som
uppfyller ovanstaende villkor och dérfér utgor exempel
pa algoritmer.

Programsprak och rekursiva funktioner I ett pro-
gramsprak vill man (oftast) ha mojlighet att kunna skri-
va varje tdnkbar algoritm. Eftersom nu alla algoritmer
kan formuleras inom klassen av rekursiva funktioner (en-
ligt foregiende avsnitt), si ska foljaktligen ett program-
sprak mojliggora berdkningar av just dessa funktioner.

Alltsa bér man i ett programsprak pa ett eller annat
siatt kunna

o beridkna funktionerna Oka,
o bilda sammansdttningar,
o gora rekursion

Vad géller sammanséttningar — att "forst gora en sak”
och sedan anvénda resultatet av detta for att “géra en ny
sak” — sa erbjuder programspraken subrutiner och andra
procedurella tekniker dér en procedur kan anvindas inuti
en annan. Och rekursiva konstruktioner — dér program
kan anropa sig sjalva — tillats i ndstan alla programsprék.
Annars finns det iterativa konstruktioner som alternativ
till de rekursiva.

Ovningar
2.1 Visa hur foéljande uttryck kan berdknas som sammansatt-
ningar av Add(x,y), Mult(x,y) och Pot(x,y).
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a) z+y+z b)z-(y+z) ) 2@
d) (=¥)* ¢) avt? f) (x+y)°
g) (z+y)™

2.2 Visa (med provkdrning) hur Pot beriiknar 5%.

2.3 Konstruera Fakultet(r) = 1-2-... - 2." med primitiv
rekursion.

2.4 1 vart och ett av nedanstiende tre uttryck adderas x
stycken objekt. T.ex. adderas kvadrater i det forsta ut-
trycket, jamna tal i det andra och triangeltal i det tredje.

1+22 432+ ... +22
2444+64+...+2-2
I+1+2)+Q+2+3)+...+(1+2+3+...+2)

Funktionen f nedanfoér kan anvindas som en mall vid
berdkning av ovanstaende tre uttryck (och liknande ut-
tryck). Visa hur f — genom lampliga val av Vadd — kan
anvindas for att berdkna just de tre uttrycken ovanfor.

{f(O) =0
f(Oka(z)) = Add(Vadd(x), f(z))

2.5 Bestam f(1), f(2), f(3), samt f(x) for godtyckligt x, da

h(z,0) =1

fw) = hla,x) - och {hu, Oka(y)) = Mult(2, h(zy))

2.6 Betrakta foljande rekursiva konstruktion.

{f(O) =1
f(Oka(z)) = f(Sub(z, f(x)))

t Betecknas ofta med !
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a) Forklara varfor konstruktionen inte foljer den primi-
tivt rekursiva mallen.

b) Presentera en konstruktion inom klassen av primitivt
rekursiva funktioner som berdknar samma sak (som
konstruktionen ovanfor).

2.7 Beskriv hur funktionen Sub (EXEMPEL 2.12 pa sidan

36) foljer den primitivt rekursiva mallen.

2.8 Visa hur Udda och Jdmn var och en kan tillverkas med
den primitivt rekursiva mallen.

2.9 Konstruera foljande booleska funktioner inom klassen av
primitivt rekursiva funktioner

a) Lika(x,y) som reder ut om x =y,
b) Olika(x,y) som reder ut om z # y,
¢) MindreFEllerLika(z,y) som reder ut om x <y,

2.10 Visa att uttrycken nedanfor kan beréknas med hjélp en-
bart av den primitivt rekursiva mallen och funktionerna
Add(z,y) och Mult(z,y).

a) 2% b) 13423 +3%+... 423

2.11 Betrakta foljande stenhogsprocedur
Tom r
Repetera med k£ =1 till x{
Potensupphdj k till ki e
Addera e till r}

a) Vilket virde far r vid kérning pa z = 37

b) Tillverka en funktion inom klassen av primitivt rekur-
siva funktioner som berdknar samma sak som sten-
hogsproceduren ovan.

2.12 Forestéll dig att du endast kan réra dig framat 1 eller
2 meter i taget. Visa att antalet sdtt som du da kan ta
dig fram x meter ges av Fiib(x + 1).
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2.13 Konstruera en procedur i stenhogsspraket som berédknar
samma sak som foljande primitivt rekursiva funktion.

{f(O) =1
f(Oka(x)) = Add(f(x), Mult(Oka(x), Oka( Oka(x))))

2.14 Betrakta funktionerna i tabellen nedanfor

z 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

fxy 1.2 0 01 2 0 0 1 2 0 0
glz) 1.0 3 2 5 4 7 6 9 8 11 10
Konstruera

a) f med rekursion som loper tillbaka fyra steg, och g
med rekursion som loper tillbaka tva steg,

b) bagge funktionerna inom klassen av primitivt rekur-
siva funktioner.

2.15 Beraknar foljande tva funktioner samma sak?

f(0)=0 o
{f(éka(m)): Oka( Oka(f(x))) g(n) = Mult(2,n)

2.16 Konstruera en boolesk funktion som reder ut huruvida
x ar ett triangeltal eller ej.

2.17 Tillverka primitivt rekursiva versioner av funktionerna
Kuvot och Rest. LEDNING: Studera tabellen pa sidan 39.
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Listor

En (éndlig) lista ar en f6ljd av noder (positioner) som
kan fyllas med "vad som helst”.

I praktiken &r det innehdllet i noderna som intresserar
oss — inte sjélva positionerna. Darfér menar vi oftast folj-

o8
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den av nodinnehall (element) — istéllet for f6ljden av no-
der —néar vi talar om en lista. Denna lilla sprakforbistring
far vi sta ut med.

Vad vill man géra med en lista? De manipulationer
som man vill géra med listor &r ofta av féljande slag:

o Vilja en position i en lista och undersoka eller byta ut
dess innehall.

o Léagga till eller ta bort en position.

o Foga samman tva listor till en.

Namnda manipulationer behéver du t.ex. géra om du
vill byta ut ndgon bokstav eller nagot ord i den text som
ar skriven pa den hér sidan, eller om du vill sdtta in
ytterligare ord eller kanske mer "luft” i texten, eller om
du vill sdtta samman tva avsnitt till ett.

Stack och k6 Med hjalp av manipulationer i listans and-
positioner — som &r férhallandevis enkla att gora — kan
man astadkomma manipulationer dven inuti listan, na-
got som vid en ytlig betraktelse kan framstd som ett
mysterium, men som vi snart kommer att ge flera ex-
empel pa. Listor som bara tillater manipulationer i &nd-
positionerna ar darfor avsevirt mer flexibla &n vad man
skulle kunna tro — och mycket flitigt anvénda. De vanli-
gaste tva gar under bendmningarna stack och ké.

En lista vars positioner - EI push
ar atkomliga endast i

ena énden kallas for EI

stack. < EI pop

Om positioner laggs till (pushas) eller tas bort (poppas)
sker detta saledes i stackens ena dnde. Tank t.ex. pa en
trave bocker. F.6. har vi redan sett hur rekursiva funk-
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tioner organiserar sina arbetsuppgifter i stackar.

= I:Il:l En ktro ar e?-- 1istzaﬁE %ér
positioner laggs till i
I:Il:l ena anden och tas
I:Il:l - bort i den andra.

Syntax for listor I fortsittningen kommer vi att beteck-
na listor pa foljande sétt.

[xy ... z] icketom lista

[] eller nil tomma listan

Listor av listor Vi skall tillata listor att innehalla listor,
t. ex. som nedanfor.

Det utmérkande for sddana listor ar att de har djupstruk-
tur. Som exempel kan ndmnas ett stycke text som ytterst
bestar av meningar, vilka i sin tur bestar av ord som be-
star av tecken. Tecknen ar hir de minsta bestandsdelar-
atomer na — textens atomer. Listors atomer ar pa motsvarande
satt nagot slag av element som vi onskar betrakta som
odelbara, t. ex. naturliga tal. Nar vi fortsdttningsvis talar
om en lista [z y ... z] menar vi — om inget annat sigs
—att z, y, ..., z ar listor eller atomer, och att atomerna

ar naturliga tal.
(235 7] ar

En lista av atomer kallas i fortséttning for en atomdr
atomar.

eller enkel lista. Aven tomma listan hinfors till denna
kategori.
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Listfunktioner

Med en listfunktion menar vi en funktion vars input och
output &r listor eller naturliga tal. Listfunktioner utgor
darmed ett slags generalisering av heltalsfunktioner som
vi redan ar bekanta med fran kapitel 2. Vi ska nu visa hur
dessa nya funktioner kan byggas med sammanséttning
och rekursion pa motsvarande sédtt som heltalsfunktio-
nerna. Vi behdver emellertid ytterligare en basfunktion.

Basfunktionen En grundliggande algoritmisk verksam-
het pa en lista ar att utéka densamma med en extra nod.
Darfor definierar vi en basfunktion fér en sadan syssla:

Fogaln(nod, [z y ... z]=[nod x y ... z]

En populér infixbeteckning f6r Fogaln(nod, L) — som vi
kommer att anvinda ofta fortsattningsvis — &ar [nod ‘ L] A

Sammansittning Listfunktioner kan sittas samman pa
motsvarande satt som heltalsfunktioner. T. ex. ar

Fogaln(a, Fogaln(b, L)) = [a| [b|L]]

en motsvarighet till sammansittningen Oka( Oka(x)) fran
heltalsfunktionernas vérld. Se mer i exemplet som foljer.

9» EXEMPEL 3.1 (Ar listan tom?) Genom att sitta sam-
man var gamla funktion Noll? med Ldngd-funktionen
fran exemplet nedanfor erhalls en funktion som underso-
ker om en lista ar tom.

Tom?(L) = Noll?(Léangd(L))

Primitiv rekursion Den primitiva rekursionens kinne-
tecken for listmanipulation kan ségas vara att manipu-
lationen av listans dterstod, dvs. den del av ursprungs-
listan som finns till hdger om listans inledande element,

T J.fr. med infixnotationen z + y for Add(z,y).

basfunktionen

Om t.ex.
L=1lcde],
[a| [o]Z]] =

[abcdel.
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anvinds for att manipulera hela listan. Vi borjar med
nagra exempel.

¢+ EXEMPEL 3.2 (Langden av en lista.) Med lingden av
en lista avses antalet noder i listan. Tom lista har darfor
langden 0. Om en lista utékas med ytterligare en nod,
s Okar forstas listans ldngd med en enhet. Harav nedan-
staende recept:

Lingd([]) = 0
Léingd([nod|L]) = Oka(Lingd(L))

PROVKORNING:

Lingd([[] 1 [2]])

— Oka(Ldngd([l 12]]))
= Oka(Oka(Lingd([[2]])))
= Oka(Oka(Oka(Lingd([]))))

= Oka(Oka(Oka(0)))

= Oka(Oka(1))

= Oka(2)
=3

¢ EXEMPEL 3.3 (Foga samman.) Givetvis vill vi kunna
foga samman tva listor till en, t.ex. [a b ¢] och [d e] till
[a b cd e]. Man kan konstatera att om [b ¢] och [d e]
redan sammanfogats till [b ¢ d e], s& aterstar bara att
utoka resultatet i véinster dnde med a. Féljande funktion
ar bygegd pa detta kontaterande.

FogaSamman([],Y) =Y
FogaSamman([z|X],Y) = [z | FogaSamman(X,Y)]
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PROVKORNING:

FogaSamman([a b c],[d e])
= [a| FogaSamman([b c] de]

)]

= [ ‘ [b|FogaSamman de ))H

= [a‘ [ ’ [ ‘FogaSamma,n )H]
= [a] [b] [c \ e]]]]

— fol Pl (e a ]

ol (bedc]

=labcde]

¢ EXEMPEL 3.4 (Utoka i hoger dnde.) Ibland vill man
utoka en lista L med en extra nod i héger adnde istéllet
for vanster. Det kan man géra genom att foga samman
listorna L och [nod]. Vi betecknar sddan utokning med

FogaTill(L,nod).t

FogaTill(L,nod) = FogaSamman(L, [nod))

PROVKORNING:

FogaTill([a b c],d)
= FogaSamman([a b c],[d])
=labcd]

63

Sortering Man siger att en enkel lista av tal ar sorte-
rad om dess element dr placerade i storleksordning fran
mindre till storre eller fran storre till mindre nir man

ldser listan fran vénster till hoger.

T.ex. &r [2 3 5], [5 3 2] och [5 2 2] sorterade, men

inte [2 5 3].

T Ibland skriver vi FogaTill(L,nod) med infixnotation [L ||nod].



Manga

sorterar en
kortlek pa
detta sétt.
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¢ EXEMPEL 3.5 (Sortering genom instickning.) Hér presen-

teras en sorteringsfunktion som bygger pa det enkla fak-
tum att om man redan har sorterat hela listan férutom
det forsta elementet, sd behéver man bara sticka in det
forsta elementet pa ratt plats i den redan sorterade de-
len.

Sortera([]) =[]
Sortera([nod| L)) = StickIn(nod, Sortera(L))

Instickningen fungerar pa sa satt att det element som
skall stickas in i den redan sorterade listan jamfors med
det forsta elementet i den sorterade listan. Och beroende
pa hur jamférelsen utfaller, vidtages relevant atgard.

StickIn(z,[]) = []
StickIn(z, [y|Y]) = Om(Mindre(z,y),

=] [y|Y]],

ly ’ StickIn(z,Y)])
PROVKORNING:

StickIn(5,[2 3 7 11])
[Q‘Stzckln [3 7 11])]
[2{ [B‘Stzckln [7,11]) H
~ [2| 3] 5]17, 4]

— L2/ [3] 57 1]
=[2]|[35 7 11]]
=[235711]
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Listfunktioners primitiva rekursion

Rekursionen i exemplen ovanfor foljer ett ménster som
gar under ett bekant namn.

Den primitivt rekursiva mallen’

/ [ ]) b, nod, yi
f [nod ‘ L] (nod’ L, f(L)) avser listor

(
( eller atomer.
f([Lyayn) = B(yr, - - -5 yn)
f([nOd ] yla'-'ayn):g(nOdevf(L?yla"'ayn))

¢ EXEMPEL 3.6 (En aterblick.) Vi visar att Ldngd- och
FogaSamman-recepten fran EXEMPLEN 3.2 och 3.3 fol-
jer mallen.

f = Lingd D) =

f( [nod ‘ L] Oka(f(L))
f = FogaSamman f((l,Y)=Y

f([nod|L],Y) = FogalIn(nod, f(L,Y))

¢+ EXEMPEL 3.7 (Att foga listor av listor.) Inget hind-

rar basfunktionen Fogaln fran att utoka en lista med en
lista. Detsamma géller funktionen FogaTill. Likasa kan
FogaSamman sla ihop listor som innehaller listor:
FogalIn([nil 1],[2 0 [2 nil]]) = [[nil 1] 2 0 [2 nil]]
FogaTill([nil 1],[2 0 [2nil]]) =[nil 1 [20 [2 nil]]]
FogaSamman([nil 1],[2 0 [2nil]]) = [nil 1 2 0 [2 nil]]

¥ Den hir mallen skall — precis som den férra (sidan 33) — tolkas
sa att funktionerna g och B inte nodvéndigtvis behdver anvinda
alla sina argument, eller att det rekurserande argumentet ar just
det forsta ifall f har flera argument.
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Isartagare Att kunna plocka ut delar av en lista ar ett
“maste”. Darfor bor du ha féljande fyra enkla "isdrtagare”
latt tillgdngliga i din verktygsldda. I nésta avsnitt pre-
senteras dessutom en isértagare som delar en lista mitt
itu.

Forsta([]) =[] UtomFérsta([]) =[]
Férsta([nod|L]) = nod UtomFérsta([nod|L]) = L
Sista([]) =[] UtomSista([]) =[]
Sista( [nod‘L]) = UtomSista( [nod}L]) =
Om'(Tom?(L), Om(Tom?(L),
nod, [,
Sista(L)) [nod! UtomSista(L)])
PROVKORNINGAR:
Sista([a b c]) UtomSista([a b c])
= Sista([b c]) = [ ‘ UtomSista([b c])]
= Sista([c]) = [a‘ [b| UtomSista([c )H
=[d = [a| [o](1]]

[Hb]

:[a

Annan rekursion an primitiv
Det dr ibland naturligt att arbeta med rekursion av an-
nat slag &n primitiv. Exemplen med tudelning, reverse-
ring och sortering nedanfoér utgor goda illustrationer.

T Ifall rekursionssteget &r villkorat véljer man ibland att lata ett
extra basfall ta hand om villkorets specialfall. T. ex. skulle receptet
for Sista kunna skrivas som nedan istéllet.

Sista([]) =[]

Sista([nod]) = nod

Sista([nod|L]) = Sista(L)
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Att kunna dela en lista mitt itu &r nodvindigt for
nagra klassiska listfunktioner (Se EXEMPEL 3.9 och 6v-
ning 3.14). Tudelarfunktionen nedanfér anvénder sig av
en hjalpfunktion for att skyffla 6ver hélften av elementen
till en fran borjan tom lista.

TuDela(L) = h([], L)
X, 1) = [X []]
h(X, [y‘Y]) = Om(Mindre(Lingd(X), Lingd(Y)),

(X y].Y),
(X [y|Y]])
PROVKORNINGAR:
TuDela([a b ¢ d]) TuDela([a b c])
=h([].[a bcd]) =Nh([].[a bc])
= h(la], [b c d]) = h(la], [b c]
= h(la b],[c d]) = [la] [b ]]
= [[a b] [c d]]

Provkoérningarna illustrerar hur en lista av jamn langd
tudelas i tva exakt lika langa delar, och hur en av udda
langd delas s& att vinstra delen blir en enhet kortare an
den hogra. I alla héndelser kallar vi de tva delarna for
VinsterHalva och HégerHalva:

VinsterHalva(L) = Forsta( TuDela(L))
HégerHalva(L) = Sista( TuDela(L))

¢+ EXEMPEL 3.8 (Att reversera en lista.) Funktionen ne-

danfor vinder pa en lista med hjélp av en funktion som
paminner om Tudela:s hjalpfunktion.

Reversera(L) = h([], L)
X, [])=X
X, [y|Y]) =ny| X],Y)

Rekursionen
gar till sa
att den
hogra listan
forlorar sitt
inledande
element,
medan den
vanstra
utokas i
hoger dnde
med samma
element.
Nér de tva
listorna &r
lika langa
eller nar den
vanstra ar
ett element
kortare an
den hogra
bottnar
rekursionen.

Se prov-
korning
nedanfor.
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PROVKORNING:
Reversera([a b c]) = h(]],[a b ¢c])
= h([a], [b c])
= h([b al,[d)
= h([c bal],[])
=lcbal

Sortering igen. Om en listans tva halvor redan &r sor-
terade, s behéver man bara “smilta ihop”’ dem:

¢+ EXEMPEL 3.9 (Mergesort)
Sortera(L) = Om(Mindre(Léingd(L),2),
L,
Merge(Sortera( VinsterHalva(L)),
Sortera( HogerHalva(L))))

]
Merge([z|X], [y|Y]) = Om(Mindre(z, y),

(2| Merge(X, [y|Y])],

[y’Merge([:z:‘X] ,Y)])

PROVKORNING:

Merge([1 3 5],[23

= [1|Merge([3 5],[23 4

I

4])

D]

[ ‘[Q‘Merge ([35],[34 )H

= [1] [2] [3[Merge([5], [3 4])]]]

= [1] [2] [3] [3] Merge([5 7[4 )11

= [1] [2| [3] [3] [4[Merge([5], [ ]]]]]

= [1] 2] [3] [3] [4! 11111
=[123345]

t Merge pa engelska.
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Lite kombinatorik

Kombinatorik ar en gren av den diskreta matematiken
inom vilken man forséker beskriva hur arrangemang av
olika slag kan se ut och hur ménga de ar. T.ex. ar 16s-
ningen av pusslet nedanfor av kombinatorisk art.

¢ EXEMPEL 3.10 (Hanois torn.) Islutet av 1800-talet pre-
senterade den franske matematikern Edouard Lucas ett
slags matematiskt pussel (“recréation mathématiques”),
vars mal var att flytta en trave skivor av olika storlekar
fran en pinne till en annan.

malpinne  hjalppinne

Enligt pusslets regler skulle skivorna flyttas — en i taget
— utan att nagon skiva hamnar ovanpé en mindre skiva.
En tredje pinne fick anvindas som hjilppinne pa vilken
en skiva kunde vila medan andra skivor flyttades. En
lyckosam strategi som l6ser pusslet beskrivs nedanfor.

STRATEGI Fér att flytta ett torn med n+1 skivor till en
viss malpinne, maste man forr eller senare flytta tornets
bottenskiva. Men forst maste (1) de n 6versta skivorna
mellanlagras pa hjalppinnen. Efter forflyttningen (2) av
bottenskivan, aterstar bara att (3) flytta de mellanlag-
rade skivorna till malpinnen. Det ar allt.

(3)

Al LA | [&




Ett 3-torn

Lat oss
skriva
A— B,
A—C,
B—C.

A — B.

C— A,
C — B,
A — B.
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Antag t.ex. att ett 3 skivor hogt torn skall flyttas fran
A till B, med C' som hjélppinne.

A B C

A

Strategin uppmanar oss att

(1) forst mellanlagra det 6versta 2-tornet pa C. Medelst
strategin kan man gora det genom tre enstaka skiv-
forflyttningar: den minsta skivan flyttas fran A till
B (mellanlagring), nésta skiva fran A till C, och till
sist flyttas den nyss mellanlagrade minsta skivan en
gang till, nu fran B till C,

(2) sedan flytta bottenskivan fran A till B,

(3) till sist flytta det mellanlagrade 2-tornet fran C' till
B. Hér kan vi kopiera forflyttningarna i (1), men
med C, B, Ai A, C, B:s gamla roller.

En foljd av 3+ 1+ 3 enstaka skiviorflyttningar (Se mar-
ginalen ovanfor!) 16ser séledes pusslet med 3 skivor. Men
hur ska vi presentera 16sningen? Fa se ..., en foljd &r ju
inget annat &n innehallet element for element i en lista.
Sa lat oss paketera ndmnda foljd i en lista:

[A-B A—-C B—-C A—-B C—A C—B A—B|

Funktionen Hanoi nedanfor, som ar byggd med hjalp av
den ndmnda strategin — och darfoér 16ser pusslet — retur-
nerar listor just av ovanstaende slag. Funktionens forsta
argument beskriver tornets hojd méatt i antal skivor, och
de 6vriga argumenten representerar i tur och ordning
“franpinnen”; "tillpinnen” och “hjélppinnen”.
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Hanoi(0, A, B,C) = nil
Hanoi( Oka(n), A, B, C)
= FogaSamman(Hanoi(n, A, C, B),
[A—>B | Hanoi(n, C’,B,A)])

PROVKORNINGAR:
Hanoi(1, A, B,C)

Forsta
argumentet
rekurserar
ett steg

bakat. Anda
ar Hanoi
inte
konstruerad
med
primitiv
rekursion.
Varfor?

= FogaSamman(Hanoi(0, A,C, B), [A— B | Hanoi(0,C, B, A)])

= FogaSamman(nil, [A— B|nil]) = [A— B]

Hanoi(2, A, B,C

)
= FogaSamman(Hanoi(1, A, C, B), [A—>B | Hanoi(1,C, B, A)} )
(

= FogaSamman([A—C], [A— B|[C— B]])
= FogaSamman([A—C],|[A—B C—B))
=[A—-C A—B C—B))

Hanoi(3, A, B,C)

= FogaSamman(Hanoi(2, A, C, B), [A—>B | Hanoi(2,C, B, A)} )

= FogaSamman([A—B A—C B—(C],
[A-B|[C—A C—B A-B]))
= FogaSamman([A—B A—C B—(C],
[A-B C—A C—B A—DB])

=[A—-B A—-C B—C A—B C—A C—B A—B]

ANM. 3.1 Man kan visa att pusslet inte gar att 16sas med féarre
skivforflyttningar &n de som var 16sning ger upphov till.
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EXEMPEL 3.11 Vi har nyss 16st problemet med hur de
enskilda skivorna skall flyttas i Hanoitornspusslet. Ett
annat intressant problem om Hanoitornspusslet ar fol-
jande.

Hur manga skivforflyttningar mdaste man géra ndr ett
n-torn flyttas?

Har &r tre olika l6sningar.

LOSNING 1: Eftersom funktionen Hanoi returnerar alla
skivforflyttningar paketerade i en lista, och ingen korta-
re lista duger (se ANM. 3.1), behover vi bara beridkna
listans langd.

AntalSkivforflyttningar(n) = Lingd(Hanoi(n,A,B,C))

LOSNING 2: Nista losning anviinder sig inte explicit av
funktionen Hanoi, men ar inspirerad av densamma.

AntalSkivforflyttningar(0) = 0
AntalSkivforflyttningar( Oka(n))
= 1+ 2AntalSkivforflyttningar(n)

LOSNING 3: Med hjilp av 16sningarna ovanfor ar det
latt att berdkna nagra inledande output.

n 01 2 3 4 5 6
AntalSkivforflyttningar(n) 0 1 3 7 15 31 63

Tycker du att talen 0,1,3,7,15,31, 63 verkar bekanta?
LEDNING: Jamfor med talen 1,2,4,8,16,32,64. dvs.
med 20,21 22 23 24 25 96,

Du har ratt om du gissar att

AntalSkivforflyttningar(n) = 2" — 1.
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Kombinationer av vanster och hoger Nista ex-
empel beskriver alla sétt att ta sig fran en punkt till en
annan — med vissa restriktioner pa forflyttningarna.

¢ EXEMPEL 3.12 (Zickzackvigar) Forestill dig en stads-

del vars gatunit bestar av enkelriktade gator med tva
tillatna riktningar — betecknade v respektive h i figuren.
Fran en infart i 6vre hornet kan man zickzacka sig fram
till stadsdelens olika gatukorsningar. Till Q) nedanfor gar
det en enda vig, men till P gar det flera — fastdn bara
en ar utritad.

N,

Q

D 9<

Tva vigar [hv h hv] och [vv].

Eftersom figurens P ligger 2 kvarter till vinster om och
3 kvarter till hger om infarten méaste varje vig till P —
likt den utritade — innehéalla 2 stycken v:n och 3 stycken
h:n.

Nu ska vi konstruera listfunktionen AllaVigar(n,k)
som for n > k, returnerar en lista innehallande alla vigar
av langd n med k stycken v:n (och resten h:n).

(a) Betrakta forst en gatukorsning som likt figurens @
ligger langs nagon av de tva 6vre kanterna av gatunétet.
Till en sddan gatukorsning finns det blott en vig. Be-
roende pa om gatukorsningen ligger pa den 6vre vanstra
kanten eller den hogra, sd kommer vigen dit att innehalla
enbart h:n eller enbart v:n, dvs. den &r av typ [h h ... h]
eller [vv ... v].

Varje lista
med v:n och
h:n
beskriver en
vag — och
omvant.

Hur ser
vagbeskriv-
ningen ut
for den vig
till P som
har 2 v:n
som
avslutning?



Se 6vning
3.2, sid 85.

Varfor
paketeras
Bara(n, h)

Bara(n,v) i
listor?

%2

N
4

2

Vi konstrue-
rar Vanster-
Utéka och
HégerUtoka
pa sid. 75.
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En lista vars element ar likadana tillverkas enklast av

Bara(n,xz) =gz ... x]

n st

Hérav,
AllaVigar(n,0) = [Bara(n, h)]
AllaVigar(n,n) = [Bara(n,v)]

(b) Betrakta sedan en gatukorsning som likt P i margi-
nalen inte befinner sig pa nagon av gatunétets 6vre tva
kanter. Till en sadan gatukorsning finns det vagar med
ett avslutande h och vigar med ett avslutande v — se
illustrationen i marginalen. De foérra passerar P;, och de
senare gar genom P5. Vidare géller det att alla vigar till
P, kan utdkas med ett h, och ddrmed bli vagar till P. Li-
kasa kan alla vagar till P, efter utokning med v bli vigar
till P. Nagra andra végar till P finns inte.

Det betyder att om man redan kénner alla vigar till
Py och alla véagar till Py, behéver man féljaktligen bara
utoka dessa pa det nyss beskrivna sattet, och vips s& har
man alla vigar till P.

Notera att végarna till P; har samma ldngd som de
till P», men att de senare har ett v mer dn de férra. Det
foljer att om végarna till Py beskrivs av AllaVégar(n, k),
s& ges viagarna till Py av AllaViégar(n, k + 1), och de till
P av

AllaVigar( Oka(n), Oka(k)) =
FogaSamman( Vinster Utoka( AllaVigar(n, k)),
HégerUtoka( AllaVigar(n, Oka(k))))

Det kompletta receptet for funktionen AllaVégar blir
dérmed
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AllaVigar(n,0) = [Bara(n, h)]
AllaVigar(n,n) = [Bara(n,v)]
AllaVigar( Oka(n), Oka(k)) =
FogaSamman( Vinster Utoka( AllaVigar(n, k)),
HégerUtoka( AllaVigar(n, Oka(k))))

PROVKORNINGAR:
AllaVigar(2,1)
= FS(VU(AllaVigar(1,0)), HU(AllaVigar(1,1))),
= FS(VU([[r), HU([[v]]))
= FS([[h]], [[v Al])
= [[ho] [vhl]

AllaViégar(3,2)
= FS(VU(AllaVigar(2,1)), HU(AllaVagar(2,2)))

= FS(VU([[hv] [vh]]), HU([[vv]]))
= FS([[hvv] fohol],[[veh]])

[
= [[hvo] [vho] [vvh]]

Map, en hoégre ordningens funktion. Nu ska vi
som utlovat (sid. 74) konstruera listfunktionerna Vins-
terUtéka och HégerUtdka. De tva vagutokarna &r ténkta
att for en given lista av vigar, utéka alla i listan ingéende
viagar med ett avslutande v resp. h.

Lat oss forst konstruera Map, som &r en mer generell
listfunktion. Dess specialitét &r att med hjalp av olika
funktioner f manipulera alla positioner i en lista.

Map(f,[]) =[]
Map(f, [nod|L]) = [f(nod)| Map(f,L)]



Notera att

Map har
egenheten
att ta olika
funktioner
som argu-
ment. Varje
funktion
som — likt
Map — kan
ta funktion-
er som argu-
ment brukar
kallas for

en hdgre
ordningens
funktion.

76 LISTOR OCH TABELLER | Kapitel 3

PROVKORNING:
Map(f,[a b c]) = [f(a)| Map(f, [b c])]
= [f(a)] [f(b)| Map(f,[c])]]
= [f@)] [f®)] [f(e)|[1]]]
= [f(a) f(b) f(c)]

Vid anviandning av Map géller det att vélja ett f som
utfor avsedd nodmanipulation. T. ex.

Map(Oka, [1 2 3]) = [2 3 4]
Map(Prima,[1 2 3]) =[0 1 1]
Map(Léangd, [[1 2 3] [100] [2 3]]) =1[3 1 2]
Map(fy,[[hv] [vh]]) = [[hvv] [vho]]
om f1(vig) = FogaT'ill(vig,v)
Map(fs, ([h] [0h]]) = [hwh] [vhh]
om fa(vig) = FogaTill(vag, h)

Foljaktligen ar
VinsterUtoka(vigar) = Map( fi1, vagar)
HégerUtoka(vigar) = Map( f2, vigar)

¢ EXEMPEL 3.13 (Antalet vigar.) Berdkna antalet vigar

av lingd n som innehdller k stycken v:n.

Vi presenterar tva losningar.

LOSNING 1: Det sokta antalet &r lika med antalet ele-
ment i listan AllaVigar(n, k).

AntalVigar(n, k) = Lingd(AllaVéigar(n, k))

LOSNING 2: Ovanstéende 16sning forutsitter att man
konstruerar’ viigarna for att rikna ut hur manga de &r.
Detta kommer att visa sig vara onodigt.

¥ Det #r ju vad AllaVigar(n, k) gor.
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Till en gatukorsning som ligger pa nagon av de tva ovre
kanterna gar det bara en vig. Harav foljande tva basfall

AntalVigar(n,0) =1
AntalVagar(n,n) =1

For en gatukorsning P som inte ligger pa négon av de
ovre kanterna, kan man konstatera att vagar till P kom-
mer fran gatukorsningarna omedelbart ovanfér P. Och
att varje vag till nagon av de senare gatukorsningarna
blir efter utokning en vég till P. Féljaktligen méste sum-
man av antalet vigar till gatukorsningarna omedelbart
ovanfér P vara lika med antalet viagar till P. Harav,

AntalVigar(Oka(n), Oka(k))
= AntalVigar(n, k) + AntalVigar(n, Oka(k))
Rekursionssteget ovanfor ar extremt latt att tillampa, ef-
tersom det bara innehaller en addition. Har foljer nagra

illustrationer dar antalet viagar skrivs in i de gatukors-
ningar till vilka vigarna leder.
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Binomialtalen Rad for rad har vi ovanfér berdknat
hur manga véigar det finns till de olika vagkorsningarna
pa avstanden 2, 3 och 4 fran infarten. Nedanfor finner

lasaren resultatet av ytterligare nagra berdkningar.

Talen pa
undre raden
ar
AntalVagar(6,0)
AntalVagar(6,1)
AntalVagar(6,2)
AntalVagar(6,3),
AntalVagar(6,4)
AntalVéagar(6,5)
AntalVagar(6,6)

binomial-
utvecklingar

2% % % 1

Talen i det triangelformade omradet beskrevs av den franska
matematikern Blaise Pascal pa 1600-talet. De var dock kénda re-
dan pa 200-talet f.Kr. i Indien. Skilen till skilda kulturers stora
intresse for talen ar att de férekommer naturligt i manga kom-
binatoriska sammanhang. Ex.vis vid s.k. binomialutvecklingar!:

(14+2)0=1
(1+2)t=1+2
(14+2)2=1+22+ 22
(1+2)3=1+32+322+23
(1+2)t=1+42+622 +423 + 2*
(14 2)° =1+ 5241022 + 1023 + 524 + 25
(1+2)5 =1+ 62+ 1522 + 2023 + 1524 + 625 + 2°

T De olika koefficienterna framfér z-potenserna kallas binomial-
koefficienter eller binomialtal och har i den matematiska traditio-
nen fatt en speciell beteckning, ndmligen (:) fér den koefficient
som star framfor z* i utvecklingen av (1 + z)™. T.ex. skriver man

(1420 =1+ Q2+ (2 + () + ()4 + )+ 25
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Att (}) Sverensstémmer med AntalVigar(n,k) far sin
forklaring i nedanstaende anmérkning.

ANM. 3.2 Man kan konstatera att antalet vigar av langd n som
innehaller k£ stycken v:n ar lika med antalet sétt att i en lista
av langden n vilja k platser (&t v:na), eller helt allmént ur en
méngd med n element av nagot slag vilja k stycken element.
T.ex. att ur en latsamling med n latar, vilja ut k latar, eller
att vid multiplikationen

14+2)(14+2)...(1+2) 1+ z ér ett

binom.

n st

villja z ur k stycken binom (och 1:an ur de aterstdende bino-

men). Varje sadant val resulterar i en zF-termf, nir de valda
z- och 1-elementen multipliceras ihop. Antalet val dr ddrmed
lika med antalet z*-termer i binomialutvecklingen.

Ett sarskilt basfall for atomar nod

Listfunktioner som skall arbeta pa listor av listor beho-
ver ibland kunna sérskilja en atomdr nod fran en nod
som &r en lista. Det 16ser vi med hjilp av ett "atomért”
basfall. Narmare bestdmt reserverar vi ordet atom for
atombeskrivning, och rdknar med att varje maskin som
kor vara recept kénner till detta. Foljande exempel illu-
strerar férhoppningsvis vad som avses.

¢+ EXEMPEL 3.14 (En boolesk funktion.) Med hjalp av
ovan ndmnda reservation av ordet atom kan vi konstru-
era en funktion som sérskiljer atomer fran listor.

Atom?(atom) = 1
Atom?([]) =0
Atom?([nod|L]) =0

T Vid multiplikationen (1 + z)(1 + z) far man t.ex. z-termer nir
man véljer z ur det forsta binomet (och 1:an ur det andra), eller z
ur det andra (och l:an ur det forsta).
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¢+ EXEMPEL 3.15 (En utslatare.) Antag att du vill avlags-

na en del av en texts djupstruktur, t.ex. dess indelning
i kapitel, avsnitt och meningar. Da handlar det om att
slidta ut texten. Nedanfor konstrueras en funktion som
sldtar ut en lista &nda ner i botten. (Se dven 6vning 3.18
pa sid. 89.) Dvs. den hér funktionen tar bort listans hela
djupstruktur, sa att listans atomer returneras paketera-
de i all sin nakenhet inuti en tom lista — i samma ordning
som de patréffas i den ursprungliga listan.

SlataUt([]) =[]
SlitaUt([nod| L)) =
Om(Atom?(nod),
Fogaln(nod, SlitaUt(L)),
FogaSamman(SldtaUt(nod), SlitaUt(L)))

Som demonstration utslatar vi en lista med oansenlig
djupstruktur:

SlataUt([3 [2]])
= Fogaln(3, SlataUt([[2]]))
= Fogaln(3, FogaSamman(SlataUt([2]), SldtaUt([])))
= Fogaln(3, FogaSamman(Fogaln(2, SlataUt([ ])), SlataUt([ ])))
= Fogaln(3, FogaSamman(Fogaln(2,]]),[]))
= Fogaln(3, FogaSamman([2],[]))
= Fogaln(3,[2])
—[32]

Med hjélp av funktionerna Ldingd och SldtaUt ar det latt
att berdkna antalet atomforekomster i en lista:

AntalAtomer(L) = Léingd(SlataUt(L))
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Tabeller

Endimensionella Antag att man aldrig fogar nya noder
till en enkel lista och heller aldrig tar bort noder fran den,
utan enbart intresserar sig for att undersdka eller d&ndra
nodinnehall. D4 kan man, nar man vill beskriva en nods
innehall, referera till nodens position. Om positionerna

numreras med t.ex. i = 1,2,...,n, sd kan en sadan listas
innehall uppfattas som output L(i) till en funktion L
med &ndligt manga input 1,2,...,n.

L)L) ] ... [L(n)

Vi kallar en sadan lista for endimensionell tabell, och
betecknar den med

L(i),i=1,2,...,n eller [L(1) L(2) ... L(n)]

¢+ EXEMPEL 3.16 (En temperaturlista) Téank dig att vi
mater temperaturen pa en viss ort varje timme under
ett visst dygn. Dygnets 24 timmar forser oss da med 24
stycken temperaturvirden. Dessa kan bokforas i en en-
dimensionell tabell av langd 24, vilket innebér att tem-
peraturvirdena T'(timme) rdknas upp det ena efter det
andra allt efter vilken timme péa dygnet de dr uppmétta:

T (timme), goome

timme = 1,2,...,24 M/v

Tabeller av hogre dimension

¢+ EXEMPEL 3.17 (En tvadimensionell tabell) Ténk dig
nu istallet att vi har gjort sadana har métningar varje
dygn under en hel vecka. Da har vi 7 - 24 = 168 tempe-
raturuppgifter att bokfora. Istéllet for att placera dessa
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i en endimensionell tabell av lingd 168 som ordnar tem-
peraturvirdena enbart efter periodens 168 timmar, kan
vi valja att placera dem i en tvadimensionell tabell som
haller reda bade pa vilken veckodag och vilken timme pa
dygnet som métningen ar gjord. Detta ger mer struktur
at vara matdata — och mer ordning och reda at oss. Var-
je temperaturuppgift T'(dygn,timme) blir nu med i tva
uppréakningar:

T(dygn,timme),

dygn=1,2,...,7
timme =1,2,...,24

¢+ EXEMPEL 3.18 (En tredimensionell tabell) Lat oss nu
ga vidare och ténka oss in i en situation dér vi har gjort
sadana hér temperaturmétningar under flera veckor —
t.ex. under arets 20 forsta veckor. Om vi bokfér mét-
ningarna aven efter veckonummer far vi en tredimensio-
nell tabell vars element T'(vecka, dygn, timme) finns med
i tre olika uppréikningar

vecka 20

T (vecka, dygn, timme),
vecka =1,2,...,20
dygn =1,2,...,7
timme =1,2,...,24

vecka 1

Man kan askadliggora en saddan har tredimensionell ta-
bell som t.ex. ett hus med tjugo vaningar, dar varje va-
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ning representerar en viss veckas temperaturuppgifter.
Vertikal forflyttning i huset motsvarar da en inspektion
av de olika veckornas temperaturer en viss veckodag och
ett visst klockslag.

¢+ EXEMPEL 3.19 (Fyra dimensioner) Vidare, tink dig att
vi gjorde sddana hér temperaturmétningar varje ar un-
der t. ex. ett decennium (10 ar). D4 skulle vi kunna bok-
féra vara métdata som nedan:

T (ar,vecka, dygn,timme),
ir=1,2,...,10
vecka =1,2,...,20

Om du gérna vill tdnka i
bilder, tédnk da t.ex. pa 10
stycken 20-vaningshus ldngs
dygn =1,2,...,7 en gata, dar varje hus
timme =1,2,...,24 innehéaller ett ars métdata.

¢ EXEMPEL 3.20 (Fem dimensioner) Om vi fortsétter med
insamlingen av métdata under 10 decennier (ett sekel),
sa lampar sig foljande tabell for bokforingen:

T (decennium, ar, vecka, dygn, timme),

(decennium =1,2,...,10 "Ett kvarter
ar=1,2,...,10 med 10 gator
vecka — 1.2 20 om vardera 10

stycken
dygn=1,2,...,7 20-vaningshus.”
timme =1,2,...,24

Iteration ar en naturlig operation pa tabeller Att
rekursion ér en naturlig operation vid listmanipulering,
har vi sett flera exempel pa. De operationer som vi kan
gora med tabeller utfors mycket naturligt med ovillkorlig
(se sid 44) iteration.
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3% EXEMPEL 3.21 Medelvirdet av samtliga temperatur-
varden fran tabellen T'(vecka, dygn, timme) (EXEMPEL
3.18) fas genom att forst addera dem och sedan dividera
med antalet:

sum < 0
Repetera med timme =1 till 24 {
Repetera med dygn =1 till 7 {
Repetera med vecka =1 till 20 {
Addera T'(vecka, dygn, timme) till sum

}
}

}
antal < (20 -7 - 24)T

Dividera sum med antal i medel och r8

¢+ EXEMPEL 3.22 (Ett annat temperaturmedelvirde) Ge-

nom att addera 7'(1,1,12),7(2,1,12),...,7(20, 1, 12) och
sedan dividera med 20, berdknas medelvirdet av de tem-
peraturer som méttes upp under de 20 veckornas man-
dagar klockan 12 (hér noteras mandag som dygn 1):

sum < 0

Repetera med vecka =1 till 20 {

Addera T(vecka,1,12) till sum

}

antal < 20

Dividera sum med antal i Medel(dygn,tim) och r

T Ett forkortat skrivsitt for en stenhdgsprocedur som multiplicerar
tre hogar i hogen antal. ¥ Divisionsproceduren forser oss med en
resthég r som vi inte har nagon anvindning av.
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¢+ EXEMPEL 3.23 (En medelvéirdestabell) Gor for varje
veckodygns varje timme motsvarande berdkning som den
féor mandagarnas tolvslag ovan. Dvs. fyll en tabell

Medel(dygn, timme),

dygn=1,2,...,7
timme =1,2,...,24

med medelvirden, ett medelvirde for varje dygn och var-
je timme:

Repetera med dygn =1 till 7 {

Repetera med tim =1 till 24 {
sum <0

Repetera med vecka =1 till 20 {
Addera T'(vecka, dygn, tim) till sum
}
antal < 20
Dividera sum med antal i Medel(dygn,tim) och r

}
}

Ovningar

3.1 Lat Z vara listan [nil 1 [2 nil]]. Bestdm
a) Forsta(Sista(Z)),
b) Sista(UtomFérsta(Z)),
c) Sista(Sista(Z)).

3.2 Tillverka funktionen Bara(n,z) sa att den returnerar en
lista med n stycken x och inget annat. S& att t.ex.
Bara(3,5) =[5 5 5] och Bara(3,[1 2]) =[[1 2] [12] [12]].
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3.3 Antag att L ar en atomaér lista och att x &r en atom
(naturligt tal). Konstruera funktionen
a) Tillhor(L,x) sa att den reder ut huruvida L innehaller
nagon z-férekomst eller ej,
b) AntalFérekomster(L, x), som returnerar antalet z-fore-
komster i L. Sa att 3 returneras om ex.vis x = 4 och
L=[427414].

3.4 Konstruera funktionen ListPositioner(L, x) sa att den re-
turnerar en lista med positionernal till samtliga z-fore-
komster i L, givet att L och z ar som i férra évningen.
Sa att t.ex. ListPositioner([427 4 14],4)=[146].
LEDNING: Téank dig att du kéinner positionerna for 4 i
[2 741 4], dvs. positionslistan [3 5]. Vilken manipula-
tion av denna positionslista behéver du gora for att fa
positionerna for 41 [4 2 74 1 4]?

3.5 Konstruera funktioner som givet en lista och ett godtyck-
ligt naturligt tal n returnerar

Betriffande a) listans nod i positionen 1,
position, se b) listans nod i positionen n,
fotnoten.

c¢) listan forutom noden i positionen 1,
d) listan férutom noden i positionen n,
e) listan efter positionen 7.

3.6 Antag att L &r en lista. Tillverka en funktion
a) som utokar L genom att foga in x omedelbart fore
position 2 i L, s& att t.ex. [a b ¢] utokas till [a = b c],
b) FogalnFére(n, L,x) som infogar z omedelbart fore
position n i L.
3.7 Skriv ett program som med hjélp av tabellen i EXEM-
PEL 3.18 pa sidan 82 berdknar ett temperaturmedelvér-
de klockan 12
a) for vecka 5, b) for arets forsta 20 veckor.

T Lat oss beteckna en listas positioner med 1,2, ...
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3.8 Lat L vara en godtycklig atomér lista. Konstruera funk-
tioner som
a) tar bort varje z-forekomst fran L,
b) ersétter varje xz-férekomst i L med y,
c¢) undersoker om L innehaller tva eller flera forekomster
av nagot element.

3.9 Lat L vara en godtycklig atomér lista. Konstruera funk-

tioner som

a) vid forekomst av flera pa varandra foljande identiska
noder i L tar bort alla utom en. S& att t.ex.
[2217772] évergari[2 17 2],

b) vid forekomst av flera identiska noder i L tar bort
alla utom en (av de identiska). Sa att t. ex.
[2217772]6vergari[217].

3.10 Konstruera med primitiv rekursion en funktion som
a) reverserar atoméra listor, t.ex. [a b c] till [c¢ b a]),

b) reverserar godtyckliga listor, men ej dess noder, t. ex.
[[ab] c] till [¢ [ab]]),

3.11 Konstruera en funktion som reverserar godtyckliga lis-
tor, och alla dess noder, t.ex. [[a b] c] till [¢ [ba]]).

3.12 Antag att L &r en enkel lista med tal. Tillverka en list-
funktion ListMax(L) som returnerar L:s storsta element.
Om L ar tom, skall nil returneras. Jaimfor med talfunk-
tionen Max pa sidan 38.

3.13 Heltalsfunktionen Fib pé sidan 46 returnerar Fibonacci-
tal. T.ex. &r Fib(6) = 8. Konstruera nu — utan att anvéin-
da funktionen Fib — en listfunktion Fibonaccitalslista(n)
som returnerar en lista med alla Fibonaccital upp t.o.m.
Fib(n). Sa att t.ex.

Fibonaccitalslista(6) = [0 11 2 3 5 8].
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3.14 Bindr sokning efter ett visst element x i en sorterad lis-
ta L bygger pa det faktum att om z adr mindre &n det
forsta elementet i L:s hogerhalva, sa racker det — om lis-
tan dr sorterad fran mindre till storre — att leta efter x
i vinsterhalvan av L, annars i hogerhalvan. Efter var-
je mindre-jamforelse, halveras saledes sokrymden. Kon-
struera en funktion BindrSok(z, L) som implementerar
sddan sokning i en lista L som &r sorterad fran mindre
till storre.

3.15 En lista kan delas i tre lika langa delar om dess langd
ar delbar med 3. Annars méste de tre delarnas langder
skilja sig at med atminstone en enhet. Jfr. med delning
mitt itu pa sidan 67. Konstruera en funktion TreDela
som delar en lista i tre delar pa ndmnda sétt.

3.16 Den kinda sorteringsalgoritmen Quicksort bygger vida-
re pa den idé som Mergesort anvander sig av, ndmligen
den att dela en lista i tva delar, sortera delarna var och
en for sig, och sedan sétta ihop de sorterade delarna. Men
till skillnad fran Mergesort, sa ser Quicksort till att de
redan sorterade listorna kan séttas ihop till en sorterad
lista medelst enkel sammanfogning.

a) Hur ska tva sorterade delar vara beskaffade om enkel
sammanfogning av dem garanterat skall ge en sorte-
rad lista som resultat?

b) Konstruera en delningsfunktion Dela(L,m) som de-
lar upp L i tva delar, s att den ena delens element
dr mindre &n m, och sa att den andra delens element
ar storre eller lika med m.

c¢) Implementera Quicksort!

3.17 I 6vning 3.6 konstruerades en funktion som utdkar en
lista genom att foga in ett element pa godtycklig plats
i den. Konstruera en funktion som givet en lista L och
ett element = returnerar en lista med alla utokade listor
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som erhalls nar L utokas pa alla sddana sétt med x. T.ex
skall [[x a b] [a x b] [a b z]] returneras om L = [a b].

3.18 Funktionen SlataUt pa sidan 80 slatar ut all djupstruk-
tur 1 en lista. Konstruera en mer nyanserad utslitare
SlataUtHdgst(L,n) som slatar ut hogst ett bestdmt an-
tal nivaer n.

Sa att t. ex. SlataUtHogst([[1 2] 3 [[4]]],1
men SlataUtHogst([[1 2] 3 [[4]]],2) =123

(123 [4]],

N

3.19 Forestdll dig att du skall placera en méngd personer
vid ena sidan av ett langbord. Vilka olika placeringslistor
(permutationer) ar mojliga? Ja, ja, det beror forstas pa
hur ménga personerna ar. Ar de t.ex. tre stycken, A, B
och C, sa finns det sex olika listor. Se nedanfor dar de
olika permutationerna ar paketerade i en tom lista.

[ABC] [ACB] [BAC] [BCA] [C AB] [C A B

Konstruera en funktion Permutationer som for en god-
tycklig mangd X returnerar alla permutationer av X pa-
keterade pa ovanstaende satt. T.ex. sa att
Permutationer([A B C]) ger sexelementslistan ovanfor.

3.20 Med Kartesiska produkten X xY mellan tva listor X
och Y menas listan av alla tvaelementslistor [z y], dar =
tillhér X och y tillhoér Y. Har ar ett exempel:

[z1 2 23] X [y1 y2] =
[[z1 y1] (71 o] [m2 y1] [w2 we] [w3 91] [23 92]].
Med andra ord, X xY kopplar samman varje element i

X med varje element i Y, nagot som motiverar figuren
nedanfor.
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Skriv en funktion som givet tva godtyckliga listor X och
Y returnerar den Kartesiska produkten X xY.

ANM. 3.3 Ordningen mellan de olika tvaelementslistorna i
X XY ar ovésentlig. T.ex. skulle &ven foljande lista vara en
korrekt beskrivning av [21 23 x3] X [y1 y2].

[z1 v1] [v2 1] (23 y1] [21 92] [22 yo] [23 v2]].

Daremot far ordningen mellan de tva elementen z,y i X xY:s
enskilda tvaelementslistor [ y] inte kastas om.
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Introduktion

Ett trad véxer ut och bildar grenar. Varje gren vixer i
sin tur ut och skaffar sig sina egna grenar (kvistar), som
sedan vaxer ut och ....

3% EXEMPEL 4.1 Program forgrenar sig ofta likt trad.
:17 > y’?
x> 27 y > 27

/N /N

x ar storst z ar storst y ar storst z ar storst

91
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4 EXEMPEL 4.2 (Antavla) Charles foraldrar, mor- och far-
foraldrar och deras foraldrar presenteras bést med nedan-
staende slakttrad. En antavlas forgreningar kommer all-
tid i part.

Charles

Elisabeth Philip

PN N

Elisabeth George Alice Andrew
/" \ / \ /' \ / \

Cecilia Claude Mary George Victoria Louis Olga George

¢ EXEMPEL 4.3 (Stamtavla) Augusta tillsammans med
barn och barnbarn bildar en familjedynasti — fastén i
litet format — med Augusta som dynastins moder.

Augusta

N

Karl Anna Maria Jon

/N I /N

Per Bo August Erik  Tor Jonas Johanna

% EXEMPEL 4.4 Aritmetiska uttryck later sig beskrivas
som om de vore stam- eller antavlor.

7O\ N
/l\ /\/ +/ \. u/\/
NN NI NI,
3 z 5 y 7 z 2 w /\ /\

3 © 5 y

a8yt T2)(wE20) s b T2 (u t 2/)

t Se mer om bindra trid pa sidan 101.
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Trad

Du har just sett exempel pa s.k. rotade trdidstrukturer,
dvs. datastrukturer av hierarkisk karaktir, med datats
minsta bestandsdelar i noderna, och dar sjilva hierarkin
visar hur dessa minsta delar ar relaterade till varandra.
Fortsdttningsvis kallar vi en sadan hér datastruktur for
ett rotat trad. Epitetet rotat kommer sig av att en av
tradets noder ar utvald for att vara en sorts urmoder for
tradet. Den kallas rotnod eller roten. Har "borjar” tradet.
Pa motsvarande sitt "slutar” triadet i [6ven.

DEFINITION Ett rotat & rotnod .
N A I fortsatt-
trad bestar av ningen
e en rotnod och inget mer o under-  kallar vi
eller av trad till rotade trad
e en rotnod som via roten lg{giz (f)(,jcfl
utgdende bagar ar (‘ trid.
forbunden med andra

16v \

trad — en bage for varje lv

sadant s.k. undertrdd.

Om definitionens rekursiva karaktir Definitionen
ar rekursiv, eftersom den anvander sig av begreppet trad
for att beskriva begreppet trad. Detta kan tyckas ga i
cirkel. Men eftersom de “andra tridden” som definitionen
talar om &r dtminstone en nod fattigare &n det “forsta
tradet”, s faller definitionen slutligen tillbaka pa det fall
att tridet bestar av en enda nod — basfallet. Och da
behéver definitionen inte anropa sig sjalv langre.

Tradens orientering Det dr tradition att rita triaden
“upp och ner”, dvs, sa att de forgrenar sig nedat — precis
som rotsystemet till ett trad. Men inget hindrar dig fran
att rita trdden med andra orienteringar, bara det framgar
vilken nod som ar tdnkt att vara rotnod.
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Nivaer och sldaktskapsrelationer

I analogi med ett

foralder slakttrads olika gene-

va 1 f/ B0 rationer har ett triad
niva

olika mivder. En nod

i ett trad sdgs vara

niva 0

niva 2 - - b ~ L )
fordlder till de noder
barn . K
. ¢l f som den forgrenar sig
niva 3 1 e e o
till 1 nivadn strax un-
der. De senare noder-
niva 4

na kallas i1 sin tur for
barn till sin foraldrer-
nod.

Undertrad Ett undertrdd T’ i ett givet trad T ar ett trad
som bildas genom att lata en nod i T bilda T":s rotnod,
och sedan lata ndmnda nods barn, barnbarn osv. ...,
anda ner till 16ven vara med i T”. Speciellt kommer T
att vara ett undertrad i sig sjalv (det storsta undertré-
det). Och T':s 16v bildar de minsta undertraden. I figuren
ovanfor ar tre speciella undertrad markerade — de som &r
direktkopplade till roten.

Ordnade respektive oordnade trad Om vi fister
betydelse vid den inb6rdes ordningen mellan barnen till
en nod sigs triadet vara ordnat, annars oordnat. Alla
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vara exempeltrdd utom det tredje dr ordnade. Notera
t.ex. hur ordningen mellan barnen i EXEMPEL 4.4 &r
av storsta betydelse. Kastar man om ordningen mellan 1
och u, s& kommer namligen 2/v att dndras till v/2 i det
aritmetiska uttrycket som da far en helt annan innebérd.

Ett trads olika ansikten Ett trid kan representeras pa
andra sétt &n med en grafisk bild av ett “riktigt trad”.
T.ex. med indragna rader eller med en lista. Den senare
representationen kommer du att se mer av i fortsdttning-
en.

Graf Indragna rader Lista
a a
|
b/ c\d ¢ [a ] [c[e] [£]) [d]
/\ N

Skog Ibland har man anledning att betrakta flera trad
tillsammans som om de bildade en enhet, vilken da kallas
— just det — for en skog.

/N

En skog med tre trad

ANM. 4.1 T listmodellen representeras en skog av en lista in-
nehallande noll eller flera tradlistor.

tom skog = []
icketom skog = [tradlista tradlista ... tradlista]
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Tradmanipulerande algoritmer

Algoritmer manipulerar alltid helheten genom att mani-
pulera delar av den. Om helheten kan delas sonder i delar
som liknar helheten, sa ar det naturligt att manipulera
helheten med rekursiva algoritmer. Tréd kan delas sénder
i delar som sjilva ar trad. Trad bor darfér manipuleras
med rekursiva algoritmer. Trad kan representeras med re-
kursiva listor, och rekursiva listor kan manipuleras med
listfunktioner. Listfunktioner utgér darmed algoritmiska
verktyg for att manipulera trad.

Definitionen av ett trad (se sidan 93) beskriver hur ett
trad tillverkas av en rotnod och ett antal enklare tréd.
Definitionen kan implementeras i listmodellen med hjélp
av Fogaln, efter att de enklare tridden har samlats ihop
till en skog S.

ngd S = [[b] [c] [d [e] [f1]] Fogaln( nod S

()
LA

N ron A
e f e f

Aven funktionen FogaTill kan anvindas for tradtillverk-
ning. D& utgar man fran tvd trdd:

T = [a [b] [¢]] FogaTzll(T ,T7)
= [a [b] [c] [d [e] [f1]]
\ 7 = [d [ ] i
b/l d } b/(\j\d
I\ Fogariti N\
e f e f
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Notera att den senare ihopséattaren tar emot trad och
lamnar ut trdd, men att den forsta ihopséttarens input
och output &r av skilda slag — en atom och en skog kom-
mer in, ett trad kommer ut.

Vilken av de tva ihopséttningarna som &r lampligast
far beddmas fran fall till fall, men enligt min erfarenhet
ar den forsta att foredra i de flesta fall.

¢+ EXEMPEL 4.5 (En l6vsamlare) Var forsta tradfunktion
handlar om ett trids 16v. Vi ska konstruera en funktion
som for ett godtyckligt trad returnerar dess 16v pakete-
rade inuti en lista.

For det minsta triadet (se sid. 93) &r roten det enda
l6vet.

For ett storre trad hittar man l6ven langre ner i tra-
det, ndrmare bestdmt i den icketomma skog som roten
ar direktkopplad till. Tack och lov ar det ldtt att samla
16v ur en icketom skog. Man behover bara foga samman
16ven ur skogens forsta trad med l6ven ur resten av sko-
gen. Pa detta konstaterande kan vi bygga en rekursiv
flita mellan en trédfunktion och en skogfunktion:

LovUrTrid([rot]) = [rot]
LévUrTrid([rot| skog]) = LvUr(skog)) En rekursiv

LovUn([]) = [] e
LovUr([T ‘ S]) = FogaSamman(LévUrTrid(T), LévUr(S))

En provkorning pa tradet nedanfor illustrerar det rekur-
siva flatandet.
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/il\ LévUrTrid([a [be] [f]] [c] [d]])
bc d = LovUr([[b[e] [f]] [c] [d]])
6/ \f — FS(LovUrTrid([b[¢] [£]]), LévUr(([¢] [d]]))
= FS(LovUr([[e] [f1]), LovUr([[c] [d]]))
= FS(FS(LovUrTrad(le]), LovUr([[f]])),
. Zja;man FS(LévUrTrad([c]), LovUr([[d]])))
? FS(FS([e], LovUr([Lf1)));
FS([c], LovUr([[d]])))
FS(FS([e], FS(LovUrTrad([f]), LovUr([]))),
S([¢], FS(LovUrTrad([d]), LovUr([])))

le
[
[
[
ES(FS([e], FS([£1, 1)),
[
[
[
]

5>

FS( o, FS((d], [1)))
S(lel, 1]
S(lel [d]
= FS(le f1;[c d]

=[efed]

w%

);
)
)

ANM. 4.2 Léage maérke till att skogfunktionen LovUr ovanfor
tar en lista med trdd som input och manipulerar varje trad
pa ett och samma sétt, namligen paketerar dess 16v i en lista.
Sadan listmanipulering kan man géra med hjilp av funktionen
Map (Se sidan 75). Dock méste man avsluta med att avldgs-
na djupstrukturen med hjélp av SldtaUt. Det foljer att den
rekursiva flitan i exemplet ovanfér kan erséttas av

LovUrTrad([rot]) = [rot]
LévUrTrid([rot ‘ skog|) = SlitaUt( Map(LévUrTrid, skog))
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Att traversera ett trad

Manga tradmanipulerande algoritmer behover ga igenom
(traversera) ett tréads alla noder for att soka efter nagot
eller for att &ndra innehallet i noderna.
Tva huvudlinjer faller sig darvid naturliga:
e Att gé igenom tradet i sidled. bedden forst
e Att ga igenom tridet i djupled. djupet forst

Bredden forst Hir tar man noderna nivavis enligt figu-
ren.
Detta kan synas enkelt. Men eftersom en start_
sadan genomgang inte foljer tradens under-
tradstruktur, som den representeras i tré- b c d
dens listor, sa blir denna traversering re- \7'<-‘
lativt intrikat — i jdmforelse med “djupet e
forst”. Se dvning 4.16 pa sidan 108. N slut

Tre olika varianter av djupet forst Nér du ldser
en bok, sa gar du igenom ett trad. Boktradets struktur
presenteras vanligtvis i en innehallsférteckning. Om du
laser boken fran boérjan till slut — boktiteln forst, sedan
bokens kapitel i tur och ordning, och fér varje kapitel,
kapitelrubriken forst och sedan sjilva kapiteltexten med
eventuella underkapitel i turordning, och foér varje under-
kapitel dess rubrik forst osv., sa gar du igenom boken i
s.k. preordning.

DEFINITION Att ga igenom ett trid i start) q

preordning innebar att / l \
b c d

1. forst besoka rotnoden,

2. sedan i preordning ga igenom / \
undertrdden i turordning fran e f
vanster.



Inordning
anvands i
huvudsak
for binéra
trad.
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Laser du ddremot bokens kapitel innan du laser dess titel,
och kapiteltexterna fore kapitelrubrikerna osv., sa laser
du i postordning.

DEFINITION Att g4 igenom ett trid i a
postordning innebér att b/l \d
C
1. forst i postordning ga igenom
undertrdden i turordning fran / \
vanster, € /

2. sist besoka rotnoden.

Eller ldaser du kanske i inordning?

DEFINITION Att ga igenom ett a

trad i inordning innebar att / l \

1. i inordning g igenom b c d
undertriden i turordning fran / \

vanster, e f
2. besoka rotnoden daremellan.

ANM. 4.3 Lagg maérke till de tre "djupet forst”-traverseringar-
nas rekursiva karaktér. T. ex. bestar en preordningstraversering
av ett rotbesok foljt av enklare trads preordningstraversering-
ar —irotens undertrad. Dessa i sin tur bestar av rotbesok foljt
av dnnu enklare trads preordningstraverseringar. Och det hela
bottnar med de allra enklaste preordningstraverseringarna —
rotbesok allena — ndr man kommer till 16ven.

ANM. 4.4 Tronf6ljden i en dynasti Gverensstammer vanligtvis
med dynastitradets preordning.

% EXEMPEL 4.6 (Funktionen PreOrdna.) Om man avlags-
nar djupstrukturen i listmodellen sa far man en utslatad
lista med tradets noder i preordning. Harav foljande pre-
ordningsfunktion.

PreOrdna(trad) = SlitaUt(trad)
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% EXEMPEL 4.7 PostOrdna kan vi konstruera med hjilp
av Map pa motsvarande séatt som vi konstruerade 16v-
samlarfunktionen LévUrTrid i ANM. 4.2.

PostOrdna([rot]) = [rot]
PostOrdna( [rot ‘ skog] ) =
FogaTill(SlitaUt( Map(PostOrdna, skog)), rot)

@ ANM. 4.5 Vid inordningsgenomgang av triadet for ett aritme-

tiskt uttryck rdknas noderna upp i “rétt” ordning. Vid preord-
nings- och postordningsgenomgang kan man tycka att noderna
kommer huller om buller. Men i sjédlva verket dr preordningen
precis den som den funktionella notationen anvinder sig av.
Och postordningen &r RPN-fickrdknarnas inmatningsmode.

(z+y)- = Mult(Add(z,y), z) xy + z-

. Mult : N
/
+/ \z Add \z +/ z

/A\ /N / N\
T Y x Y x Y

Binara trad
o—— rotnod
DEFINITION Ett bindrt trad bestar
av
e ingen nod alls (det ar tomt)
eller av
e en rotnod som via utgaende bagar
ar forbunden med tva andra
bindra trad — vdnster och hdger

- vanster
undertréad. undertrad hoger undertrad
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ANM. 4.6 Enligt definitionen har varje nod x i ett binért trad
exakt tva undertrad kopplade till sig. Nar nagon av dessa &r
tomt, kan man i grafiska illustrationer representera ”det tom-
ma” genom att fran x dra en utgéende bage som slutar i intet
dér "intet” foljaktligen representerar ett tomt undertriad. Den-
na grafiska konvention har delvis tillampats bade i figuren som
illustrerar definitionen av binédra trad och i figuren nedanfor.

Tva bindra trad motsvaras av ett vanligt trad
/a a\ a
|
b \ / b b
/N /\ SNy

Listmodellen for bindra trad Fér att kunna bearbeta
bindra trad algoritmiskt, behdver vi listrepresentera dem. Har
ar ett forslag. Representera icketomt binért trdd med en lista
av langd 3 — [rot vd hd] — och tomt binért trid med nil.

N N\
AN L AN

[a [b[c][d]] nil] [a mil [bc] [d]]]

Men véinta nu. Som papekats i ovanstaende anmérkning har ju
alla noder tva undertrdd kopplade till sig — &ven 16ven, fastdn
deras undertrid dr tomma. Dérfor bor vi inte skriva [I6v], utan
[lov nil nil]. Ty det algoritmiska maskineriet fungerar bést
om vi representerar alla tomma binért trad pa samma sétt.

A /,
c/ \d c/ \d
/N /\ /N 7\

[a [b [cnil nil] [d nil nil]] nil] [ nil [b [c nil nil] [d nil nil]]]
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& EXEMPEL 4.8 Vi skall nu konstruera en listfunktion InOrdna
som tar ett binért tréads listrepresentation som input, och som
returnerar en (atomér) lista innehdllande det bindra tradets
icketomma noder tagna i inordning. T.ex. skall var funktion
vid kOrning pa de tva binéra traden i figuren ovanfor returnera
listorna

[cbda] respektive [a cb d].

Innan vi skrider till verket med tillverkningen av InOrdna,
notera att dess input skall vara en tom lista eller en lista av
typ [rot v h] vars tre element i tur och ordning representerar
roten, vanster undertrdd och hoger undertrad.

Att inordna gar som bekant ut pa att forst ta vinster un-
dertrdd (i inordning), sedan roten och sist hoger undertrad
(i inordning). S& om vi redan har inordnat ndmnda under-
trid, dvs. om vi redan har tva atoméra listor InOrdna(v) och
InOrdna(h) med respektive undertrads noder tagna i inord-
ning, ja da ar det inte sarskilt mycket som aterstar att gora.
Vi behover bara foga ihop alltsammans pa lampligt sétt:

InOrdna([]) =[]
InOrdna([rot v h]) =
FogaSamman(InOrdna(v), [rot| InOrdna(h)])

PROVKORNINGAR:

InOrdna([[b [] []]) = FogaSamman(InOrdna([]), [b| InOrdna([])])
= FogaSamman([],[b []])
= FogaSamman([], [b])
= [t]

InOrdna([c [d[][]] []])
= FogaSamman(InOrdna([d [] []]), [c|InOrdna([ ])])
= FogaSamman([d],[c[]])
= FogaSamman([d], [c])
=[d ]
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InOrdna([a [b[][]] [c [d[][] [1]])
= FogaSamman([InOrdna([b [] []]),
[a] Ordnale [d [ 1] (1))

= FogaSamman([b], [a ‘ [d]])
= FogaSamman([b],[a d c])
=lbad

¢+ EXEMPEL 4.9 (Att sortera en lista med hjalp av ett binért
trdd) Om man har en lista av tal som man vill sortera i stor-
leksordning, sa kan man gora det genom att férst bygga ett
binért trad av listans tal, och sedan ga igenom det binéra tra-
det i inordning. Det enda som man behover tédnka pa ar att
bygga tradet pa lampligt satt. Héar ar en illustration:
Betrakta listan [9 3 7 2 3]. Ta dess tal ett i sinder (borja
t.ex. fran slutet) och placera in dem pa foljande sétt i ett
vaxande binért trad:

93728 [9373 937 9 3

A f\ /\& VA RVAN
A AN N /\ ANA

i i

Successiv konstruktion av ett binért tréd vars
inordningsgenomgang réknar upp talen i storleksordning.

Tradkonstruktionens idé &r foljande: Nér ett tal (fran listan)
skall laggas in i tradet géller det att tillfoga en nod. Var i
tradet skall noden tillfogas? SVAR: I vinster undertrdd ifall
talet d&r mindre dn rotnodens tal och i héger annars. Sedan
upprepas detta viagval i varje undertrdd som man befinner sig
i tills man ar i ett 16v. D& fogas talet in som vénsterbarn till
16vet ifall talet &r mindre &n l6vets tal, och hégerbarn annars.
Se vidare 6vning 4.18 pa sidan 109.
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ANM. 4.7 Om den givna listan redan &r sorterad, kommer det
bindra tradet att f& en extrem form. Vilken? Och vilken form
far det binira triadet om listan ar "extremt osorterad”?

Fran en skog av trad till ett binart trad Varje
skog av vanliga trid kan transformeras till ett binédrt trad
som nedan. Och detta pa ett reversibelt satt. Dvs. man kan
ga fran skogen till det bindra tridet och sedan tillbaka igen,
utan att nagonting hos skogen gar forlorat. (Vad géller den
tillbakagéende algoritmen, se 6vning 4.19 pé sidan 109.)

b/c\d j,‘ j/\k 1 > blc—d f j/—k
9/ \h | g/—h

/\ ‘ ; e —1
R S AN A
¢ f ' b—e=d f j—k
AVAVARNAVELESE
AN AT A d 9 g—h
h k \ \
I I\ h k

1. Varje yngre syskon frigors fran sin foralder och knyts istdllet
till sitt dldre syskon. 2. Varje yngre trads rotnod forbinds med
sitt ndrmast #ldre triads dito. (Aldsta tréidet finns ldngst till
vanster.) 3. Hall i dldste roten och skaka! 4. Férbered for
listrepresentationen.

En enkel listfunktion kan utfora transformationen.

SkogTillBindr([]) =[]
SkogTillBindr([[rot| S1] | S2]) = [rot SkogTillBiniir(S1) SkogTillBindr(S2)]
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PROVKORNING:
STB([[a [0] [d [d]] [e [£]]])
= [a STB(([b] [c] [d]]) STB([[e [f1]])]
a STB([[o] [d] [d]]) [e STB(([f1}) STB(])]]
STB([[b] [] [dl]) [e [f STB([]) STB([])] STB([])]]
a STB([[b] [¢] [d]]) [e [fmnilnil] nil]]

=
=[a
=
=[a [b STB([]) STB([[c] [d]])] [e [fnilnil] nil]]
=la [bnil STB([[] [d]])] [e [fnilnil] nil]]

—[a [bnil [e STB(]) STB((d)]] [e [fnilnil] nil]]

=[a [bnil [cnil STB([[d]])]] [e [fnilnil] nil]]

=la [bnil [cnil [d STB([]) STB([])]]] [e [fnilnil] nil]]
=[a [bmnil [¢ nil [dnilnil]]] [e [fnilnil] nil]]
Ovningar

4.1 Vilka ordnade trad kan man bilda med noderna a, b, c om a

ar rot?

4.2 Rita bindra trédd som representerar foljande aritmetiska ut-
tryck.

a) 7 i

Y+ z v Sx—x-y

4.3 Rita alla trid som har totalt fyra noder utspridda pa nivaernal
0,1, 2.

4.4 Presentera tradlistan [a [b] [c [d]]]

a) i modellen "med indragna rader” b) i grafmodellen

4.5 Antag att listan T beskriver ett trdd. Da berdknas antalet
barn till triadets rot av Langd( UtomForsta(T)).
Vad berdknas av Minska(Langd(Forsta( UtomForsta(T))))?

4.6 Horners metod gar ut pa att transformera ett uttryck® pa for-
men ag + a1 + ... + apz™ till en form (Horners form) som

T Se sidan 94. ¥ Sadana uttryck kallas for polynom. T.ex. &r
2+ 3z + 522 ett polynom som omskrivet till Horners form blir lika
med 2 + (3 4 5z)z.
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innehaller farre multiplikationer &n det ursprungliga uttryc-
ket. T.ex. blir ag + a1 + asx? och ag + a1 + asx? + azx® lika
med ag + (a1 + agzx)z resp. ag + (a1 + (ag + azz)z)z, nir de
skrivs om till Horners form.
a) Rita ett bindrt trad som representerar uttrycket
ag + (a1 + (a2 + azx)z)z.

b) Konstruera en sammansatt funktion med Add och Mult
som beréknar ag + (a1 + (az + asz)z)z.

¢) Konstruera en listfunktion Horner som — givet en lis-
ta av tal [ag a1 ... an] och en obekant x — returne-
rar Horners form av ag + a1z + ... + a,x™. T.ex. skall
Horner([2 3 5],x) ge 2+ (3 + 5x)z.

4.7 Rita ett binart trdd som nar det gas igenom i inordning repre-
senterar det aritmetiska uttrycket
321‘ ) 5321"52m
4.8 Tillverka en funktion BytLévMotTrid(T,x, B) som i ett binért

trad T byter ut varje x-forekomst mot ett binért trad B, ifall
x arett loviT.

4.9 Med ett trads djup avses antalet nivaer i tradet. Skriv en funk-
tion som for ett godtyckligt trid returnerar dess djup.

4.10 Skriv en funktion som for ett godtyckligt bindrt trid retur-
nerar dess djup.

4.11 Ett trad T ségs vara k-stdlligt och fullstindigt, om varje for-
alder i T har k stycken barn, och om foraldrar p4 samma niva
ar rotter till lika djupa undertrad.

AT

Konstruera en funktion som foér godtyckliga T och k besvarar
fragan "Ar T ett fullstindigt k-stélligt trad?”.
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4.12 Lat oss kalla ett binért trad T for balanserat, om det for varje
nod i T skiljer hogst en niva mellan trddjupen hos nodens
vénstra och hogra undertrad. (Se nedanfér.) Konstruera en
funktion som underséker om ett binért trdd dr balanserat.

e

Tva ar balanserade och ett (vilket?) &r obalanserat.

4.13 Betrakta en godtycklig skog. Varje trad i skogen har som du
vet en rot. Skriv en funktion Rdtter som returnerar en lista
innehallande rétterna till skogens alla trad.

4.14 Detta tradproblem handlar om syskonskaror i ett godtyckligt
trad T = [rot | skog}. T. ex. bildar de noder som har rot som
foralder en syskonskara som ges av Ritter(skog), dar funktio-
nen Rotter aterfinns ovanfor. Men en syskonskara kan forstas
dven finnas langre ner i T. Din uppgift nu ar att konstruera
en funktion SyskoniTrdd(T,x) som for ett godtyckligt  retur-
nerar en lista av alla syskonskaror inuti 7" i vilka x ingar.

4.15 Tillverka en funktion NoderPdNivi(n,T) som, for ett god-
tyckligt naturligt tal n och ett godtyckligt trdd T', returnerar
en lista med de av T":s noder som ligger pa niva n.

4.16 Anvind NoderPdNivi(n,T) ovanfor, for att tillverka en funk-
tion som returnerar en lista med 7":s noder i den ordning som
de patriffas vid “bredden forst™traversering!.

4.17 Som bekant ar det i forsta hand det forstfodda barnet som &r-
ver tronen i en dynasti. Skriva en tradfunktion som returnerar
hela tronfoljden for ett godtyckligt trad, dvs. som returnerar
en lista av tréddets rot foljd av rotens forstfédda barn, det
forstfodda barnets forstfodda barn, osv..

t Se sidan 99
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4.18 Konstruera en funktion som utgéende ifran en enkel tallista
bildar ett bindrt trdd vars inordningsgenomgéang raknar upp
talen i storleksordning. (Se EXEMPEL 4.9 pé sidan 104.)

4.19 Antag att 7" &r det binéra triad som blev resultatet av trans-
formationen av en skog S enligt funktionen FranSkogTillBindr
pa sidan 105. Konstruera en funktion som transformerar till-
baka fran det bindra tridet T till skogen S.

4.20 Skriv en funktion som evaluerar det bindra trddet for ett
aritmetisk uttryck byggd av addition, subtraktion och multi-
plikation av naturliga tal.
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En forutsattning for att nagot skall kunna behandlas med
hjalp av dator, ar att detta nagot kan aritmetiseras, dvs.
beskrivas med tal. Vi skall hir presentera en metod — Go-
delnumrering — som pa sétt och vis &r aritmetisering in
absurdum. Med denna metod kan man exempelvis — i
princip! — beskriva innehallet ord for ord i Bibeln med
hjilp av ett enda naturligt tal. Att sd mycket information
kan "bo inuti” ett tal kan forefalla mystiskt, men beror
faktiskt bara pa det enkla faktum att de naturliga talen
ar odndligt manga, och att det &r viss ordning och reda
dem emellan. Gédelnumrering utnyttjar en fundamental
egenskap hos de naturliga talen — den entydiga primtals-
faktoriseringen.

Primtalen som byggstenar

Primtalen fungerar som en sorts byggstenar for de naturli-
ga talen. Man kan namligen astadkomma varje naturligt tal
som &r storre dn 1 och som inte sjélv &r primtal, genom att
multiplicera ihop l&mpliga primtal med varandra.

Antag nédmligen att x ar ickeprima och stoérre &n 1. Da
kan z sonderdelas’ i faktorer, séig ¢ = y - z, dir y och
z &r storre 4n 1 och mindre &n z. Endera ar y och z
prima, och da &r primtalsfaktoriseringen av x fardig. Eller
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T Metoden ger alltfér stora heltal for att vara anviindbar i prakti-
ken, men har &ndé en avsevard principiell betydelse.
1.4 pa sidan 16 om sammansatta tal.

§ Se ANM.
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sd &r nagon av dem ickeprima, och kan sénderdelas, sig
z = u-v. Hirav ¢ = y-u-v. Endera &r y, u, v prima varvid
primtalsfaktoriseringen av x &ar fardig. Eller sa ar de inte
prima alla tre, och da kan nagon primtalsfaktoriseras . ...
Nu kan ju inte den hér sénderdelningen héalla pa hur lange
som helst, dvs. z:s faktorer kan inte bli hur méanga som
helst, ty da skulle deras produkt vixa Over alla granser
eftersom varje faktor &r storre &n 1. Speciellt Gver det
givna talet & som produkten skulle vara lika med. Alltsa,
forr eller senare gar ingen av faktorerna att sonderdela
ytterligare. D4 ar primtalsfaktoriseringen av x ett faktum.

Att generera naturliga tal genom att multiplicera ihop primtal
kan jamforas med ett i viss mening enklare sitt att generera
naturliga tal. Det att addera samman ettor. Ettor ar additio-
nens primtal i meningen att de ej kan sénderdelas som summor
av mindre naturliga tal. Sa hir genereras exempelvis talet 120
pa de tva olika sétten:

120=14+1+14+14+1+14+1+1+14+1+1+14+1+1+1
+1+14+1+1+1+14+14+1+1+14+14+1+1+14+1+1
+1+14+14+1+1+14+14+1+1+14+14+1+1+14+14+1
+1+1+14+14+14+1+1+1+1+14+14+1+14+1+1+1
+1+14+1+1+1+14+1+1+1+14+14+1+1+14+1+1
+1+14+14+1+1+14+14+1+1+14+14+1+1+14+14+1
F1+1+14+1+14+1+14+1+14+1+14+1+14+1+1+1
+14+1+1+141+14+141+1

120=2-3-3-5

Vid ettsummering behéver man bara en sorts byggsten (talet
ett), men man maste anvinda manga byggstenar varje gang.
Vid primtalsfaktorisering maste man ha tillgang till manga
olika sorts byggstenar (oéndligt ménga primtal), men man be-
hover inte anvinda sa manga at gangen. Talet 120 genereras i
forsta fallet av 120 ettor, och i andra fallet av 3 tvaor, 1 trea
och 1 femma. Observera att talet vi genererar vid ettsum-
meringen beskriver (dr lika med) antalet byggstenar. I nésta
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avsnitt skall vi driva tesen att talet vi genererar vid primtals-
faktoriseringen ocksa beskriver antalen byggstenar i en viss
mening — t.ex. att 120 &r en sorts beskrivning av [3 1 1], och
omvant att listan beskriver talet 120.

Godeltal De naturliga talen anviinds vanligen till att rikna
antal — ettsummeringen dr grunden for detta sjdlvklara bruk. I
primtalsfaktoriseringen finns hemligheten bakom en annorlun-
da anvéndning. Vi ger en enkel illustration:

Om man anvénder de tre forsta primtalen 2, 3 och 5 som
multiplikativa byggstenar, sa kan man bygga vissa natur-
liga tal, t. ex.

2.3.5=230
2.5% =50
2.3.3-5=120

Kort sagt, genom att multiplicera ihop ett visst antal tvaor,
ett visst antal treor och ett visst antal femmor, astadkommer
man vissa tal — som vi kallar for Gédeltalt. Sadan talpro-
duktion kan forstas beskrivas i termer av (input, output) pa
foljande satt:

input  [111] [102] [211] [z y 2]
output 30 50 60 2% . 3Y - 5%

Vi har hér att géra med en funktion som tar emot en lista av
tre tal och returnerar ett tal — listans Godeltal. Funktionen har
den viktiga egenskapen att den kan “koras bakldnges” — den
ar reversibel. Och detta beror pa att primtalsfaktorisering &r
entydig. Tar vi exempelvis talet 30, s& ar det sa att 30 inte kan
faktoriseras i andra primtal &n just 1 tvaa, 1 trea och 1 femma.
Den hir mojligheten att ga fran listan [1 1 1] till Godeltalet
30 — via primtalsmultiplikation — och sedan fran Gddeltalet 30
tillbaka till listan [1 1 1] — via primtalsfaktorisering — innebér
att Godeltalet 30 kan ses som ett namn eller en kod for listan
[111]. For att pd motsvarande sétt berikna Godeltal for
heltalslistor som &r ldngre &n 3, anvdnder man flera primtal

P Kurt Godel introducerade s.k. Gddeltal i beviset av sin ofull-
stéandighetssats.
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an 3, men forfar i 6vrigt pa samma sétt.
godel([zg x1 2o ... x,])=2%-3%1.5%2 . .p," (1)

dér p,, ér det n:te primtaletf.
Givetvis kan man ge en rekursiv konstruktion av (1):

godel([]) =1
godel(L) = Mult(godel(UtomSista(L),
Pot(Primtal(Lingd(UtomSista(L))),
Sista(L)))
Vid hantering av olika langa listor kan ett aterskapnings-

problem uppsta, ndmligen att olika listor kan ha likadana
Godeltal. Foljande exempel illustrerar vad som asyftas:

L [111] [1110]
godel(L) 24-3'.5'=30 2'.3'.5'.7°=30

En kodning for vilken skilda objekt kan ha en och samma
kod, ar inte reversibel, och kan knappast fortjana epitetet
kodning. Olika 16sningar till det héar problemet &r tdnkba-
ra. Snart presenteras en sadan l6sning.

En lista som innehaller andra tecken &n heltal — exempelvis
bokstéver — kan ocksa ges ett Godeltal, bara man forst ser till
att tecknen kodas till tal.

Ger man exempelvis A kodnumret 1, B kodnumret 2, osv.,
s Oversatts ABBA forst till [1 2 2 1] som sedan pa van-
ligt sétt tilldelas godel([1 2 2 1]) = 2'-3%.5%.7' = 3150,
vilket far vara ABBA:s Godeltal.

Om man vill ge Godeltal till listor som innehaller bade tal
och bokstéver, dar de senare tas ur ett alfabet med sidg 29
bokstéver, sd kan man borja med att koda de 29 bokstédverna
till heltal. Exempelvis s& att A blir 1, B blir 2, osv.... Detta
innebér att man reserverar talen 1,...,29 for bokstédverna.
Och da maste man forpassa talen 1,. .., 29 till andra boplatser
— t.ex. flytta alla tal (utom 0 som kan stanna kvar) 29 steg

Tp0:21 p1:37p2:57"~
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framat, dvs. sa att ett tal x far kodnumret =+ 29. Nér salunda
tal och bokstéver har fatt sina respektive kodnummer, sé kan
en lista bestaende av bade tal och bokstaver dversittas till en
ren tallista som sedan kan ges ett Godeltal pa vanligt sétt.
Exempelvis skulle ADA1 forst 6versittas till [1 4 1 30], och
sedan skulle man beriikna gddel[1 4 1 30] = 2'.3%.51.730 =
18256865635460729051169231690.

Listor av listor kan ocksé tillordnas Godeltal. Ta exempelvis
listan av alla bocker som redan &r skrivna. Varje enskild bok
kan ses som en lista av ord och varje ord kan ses som en lista
av tecken. Om man forst ger varje ord ett Godeltal som ovan,
s& blir varje bok en lista av tal. Och en lista av tal kan ju ges
ett Godeltal. Darmed blir listan av bocker en lista av tal, som
slutligen tillordnas sitt Godeltal. Enkelt eller hur? Ett enda
heltal kan saledes vara bérare av all den text som &r skriven.
Och med hjilp av detta heltal — textens Godeltal — kan man
i princip aterskapa varje boks innehall ord for ord. Tanken
svindlar.

Det finns ett problem férbundet med Goédelnumreringen
av listor vars element sjilva kan vara listor. Annu ett re-
versibilitetsproblem. Antag ndmligen att man har ett Go-
deltal i sin hand, och att man ur detta vill dterskapa det
som en gang ar kodat. D& kan man fa svarigheter att ur
Godeltalet ldsa ut huruvida det var en lista av listor eller
en lista av tal som var kodat. t.ex. &r 16 Godeltalet for
listan [[2]] men ocksa for listan [4].

En modifiering av Godeltalsdefinitionen Vi har
stott pa tva reversibilitetsproblem med Godeltalen. Ett som
berodde pa forekomst av nollor i slutet av listorna, och ett
som dok upp néar vi ville koda saval listor av tal som listor
av listor. Bada dessa problem forsvinner om man modifierar
gddel till Godel pa foljande satt:

Godel(tal) = 2t

Godel([ml Ty ... mn]) _ 3G6del(z1) . 5G6del(wz) C 'pnGé'del(:vn)

¢+ EXEMPEL 5.1 Listorna [1 1 1] och [1 1 1 0] har likadana
Godeltal nar man kodar med hjélp av godel (Se forra sidan.),
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men tilldelas skilda Goédeltal av Gédel. Det beror pa att nér
man fogar en nolla till slutet av en lista s& multipliceras listans
Godeltal i forsta fallet med 1, och i det senare fallet med ett
primtal. Nedanfor far du svart pa vitt pa hur det ser ut vid
kodning med Gddel.

Gédel([l 1 1]) — 3Gb’del(1) . 5G6del(1) . 7G(’idel(1)
=32 .52 .72
—32.52.72
=9-25-49
= 11025

GOdel([l 11 0]) — 3G5del(1) . 5Gﬁdel(1) . 7G6del(1) . llGﬁdel(O)
=32 .5 .72 11

=32.52.72. 11!
=9.25-49-11
=11025- 11

= 121275

% EXEMPEL 5.2 Redan mattligt komplexa listor tilldelas tal av
avsevard storlek.

Gédel([Q [[1 0] 4”) _ 3Gé‘del(2) .5G6del([[1 0] 4])
2 5(3Gﬁdel([1 o), 5Gadel(4)

=32

Gédel(1) .5 Godel(0) o4
53 ° -5%7)

— 3%
_ g2t 5@ s

gt 5(345' 516)

—81- 52954312706550833698643-152587890625

= 81-450792344139226333411102294921875
= 36514179875277333006299285888671875.



116 GODELNUMRERING | Kapitel 5

¢ EXEMPEL 5.3 (Program och Godeltal) Eftersom ett program
kan betraktas som en lista, kan varje program tilldelas ett
unikt Godeltal med hjélp av Gédel. Detta faktum kommer i
efterfoljande kapitel att visa sig vara en begrinsande faktor
for programutvecklare.

Ovningar
5.1 Primtalsfaktorisera 924.

5.2 Ar 924 ett Godeltal? Enligt godel? Enligt Godel?
5.3 Koda listorna [[2]], [4], [2 0] och [0 [2 0]] med Gddel.
5.4 Ge strangen AH A ett Godeltal.

5.5 Finns det listor som har féljande Godeltal enligt Gddel? Be-
rdkna i férekommande fall ndmnda listor

a) 48 b) 27 - 5%

5.6 Ge en rekursiv konstruktion av Gddel. Lat dig inspireras av
motsvarande konstruktion av gddel pa sidan 113.

5.7 Beskriv informellt hur man kan ge Godeltal till foljande objekt,
s& att dessa kan aterskapas (mer eller mindre exakt) utgéende
ifran deras Godeltal.

a) En melodi, t.ex. Blinka lilla stjirna ddr, given i en viss
tonart b) ett foto ¢) en stumfilm

LEDNING: Bérja med att ange hur objekten kan beskrivas
med tallistor.
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Vi skall hir presentera en idé som idag ar accepterad — bland
matematiker — men som mottes med stor misstro nér den fram-
kastades i en teori om oéndliga méngder av Georg Cantor i
slutet av 1800-talet. En for var del intressant konsekvens av
Cantors teori &r — som vi snart skall se — att programmen &ar

farre an heltalsfunktionerna.

Ett vedertaget synsétt ar att tva dndliga mangder innehdller
lika manga element — eller ar lika mdktiga — om man kan
para ihop varje element i den ena mingden med ett element
i den andra pa ett sitt sadant att inget element blir 6ver i
nagondera méngden. Man kallar en sadan ihopparning for en

1-1-motsvarighet.

— fyeda® Handens

_ porsdad fingrar ar

) lika méanga
som veckans
arbetsdagar.

¢ «——— mandag

117

1-1-
motsvarighet
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Cantor menade — i sin teori — att ovanstédende synsdtt kunde
tillimpas &ven pa odndliga mangder.

% EXEMPEL 6.1 Salunda kunde Cantor hénvisa till nedansta-
ende 1-1-motsvarighet

1 2 3 ... a
rr 1 ... 1
100 200 300 ... n-100

och hévda att hundratalen 100, 200, 300, . .. &r lika manga som
de positiva naturliga talen 1,2, 3,....

Nu protesterar vil kanske nédgon och menar att de forra ta-
len (hundratalen) méaste vara féirre, eftersom de omfattar blott
vart hundrade element av de senare, nagot som nedanstaende
ihopparning illustrerar:

12 ... 99 100 ... 199 200 ... n-100
I ! I
100 200 n-100

For 6vrigt — fortsatter den protesterande — kan man ju havda
att hundratalen &ar flera &n de positiva naturliga talen, genom
att t.ex. som nedanfor para ihop vart tionde hundratal med
de positiva naturliga talen:

100200 ... 10-100 ... 20-100 ... 10n-100

I ! !

1 2 n

Du inser nog nu varfér Cantors idé om o#ndliga méngders
méktighet hade svart att bli accepterad. Det ligger néra till
hands att déma ut hela idén. Att betrakta den som osund och
hanvisa till de till synes motstridiga konsekvenserna hér ovan.

Men man kan ocksé séga ungefir sa hér: Om tva personer
A och B slass, och A vinner ibland, B andra ganger, och om
det ocksa hénder att det blir oavgjort, s& finns det skil att
hévda att A och B ar lika starka.

Lat oss anamma detta senare synsétt nir det géller odnd-
liga méngders méktighet, och ddrmed acceptera Cantors idé.
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Vi séger siledes att méngden av hundratalen &r lika méktig
som mangden av alla naturliga tal, eftersom det finns nagot
sdtt att para ihop de tva méngdernas element sa att inget
element blir 6ver i ndgondera méngden. Dvs. att det finns en
1-1-motsvarighet mellan méngderna. Att man &ven kan para
ihop pé andra séitt — sa att det blir element 6ver i den ena
eller andra méngden — det bortser vi ifran, eller ocksa ser vi
det som ho6gst naturligt.

Upprikneligt
En méngd som ar lika méktig som méngden av naturliga tal
0,1,2,...
bestar alltsa av element
a,b,c,...

som kan paras ihop med de forra. Man brukar sédga att en sa-
dan méangd ar upprdknelig eller numrerbar — en uttryckssétt
som avser att leda tankarna till att man kan "sdtta nummer-
lappar” pa mingdens element, och diarmed tala om det O:e,
1:a, 2:a elementet osv.

0 1 2 En
i i i “numrering”.
a b c

Maéngden av naturliga tal dr forstas sjilv uppréknelig. Sa &ar
ocksé varje odndlig delméngd av de naturliga talen, eftersom
delméangdens element alltid kan numreras i storleksordning —
som exempelvis hundratalsméngden nyss, eller méngden av
primtal 2, 3, 5, .... Varje odndlig méngd vars enskilda ele-
ment kan ges Godeltal dr ocksa uppriknelig. Ty elementen i
en sddan méangd kan ju numreras allt efter hur stora deras
Godeltal &r — elementet med det minsta Godeltalet forst.

Nagra exempel pa upprékneliga mangder

¢+ EXEMPEL 6.2 Méangden av alla par [z y] av naturliga tal &r
uppraknelig, eftersom varje sddant par kan ges ett Godeltal.
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¢ EXEMPEL 6.3 Méangden av alla ickenegativa rationella tal z/y
(braktal) &r uppriknelig, eftersom varje sddant tal kan repre-
senteras med [z y].

% EXEMPEL 6.4 Alla tdnkbara program-input — skrivna medelst
tangentbordets teckenuppséttning eller i nagot annat alfabet
— bildar en uppréaknelig méngd. Ty varje input kan ses som en
andlig lista [a; ... a,] av tecken ur det aktuella alfabetet,
och kan saledes Gédelnumreras.

% EXEMPEL 6.5 Méangden av alla program-output &r upprék-
nelig av samma skal.

3 EXEMPEL 6.6 Médngden av alla program — korrekta, intel-
ligenta eller dumma, men ocksé felaktiga — &r uppriknelig,
eftersom program &r texter och har ddrmed Gdodeltal. Se EX-
EMPEL 5.3 pa sidan 116.

3 EXEMPEL 6.7 Méngden av alla texter likasad. Romaner, dik-
ter, tidningstexter, bloggar, reklamtexter, ja alla texter (korta
eller langa) som redan &r skrivna men #ven de som &dnnu inte
ar det. En till synes ofantligt stor méngd.

Hilberts hotell

Det ségs att David Hilbert, nar han forelaste om Georg Cantors
teori rérande olika graderingar av oédndligheten, anvinde sig
av en metafor i form av ett hotell. Féljande beréttelse ar en
variation pa detta tema.

Hilberts hotell har en outtémlig mangd av rum i féljande me-
ning. Till varje naturligt tal n finns det ett rum med rums-
nummer n. Det finns saledes rum med nummer 0,1,2,3,...

Vidare har hotellet formen av ett bindrt trdd, med rum 0
i rotnoden och de dvriga rummen i de évriga noderna — num-
rerade som i figuren nedan. De forsta gésterna anlénder. Av
néagon oforklarlig anledning dr de numrerade med nummer 1,
nummer 2, osv. Hotellportieren Hilbert som uppmérksammar
deras nummerlappar héilsar dem vélkomna och séger.

"Ni skall fa de basta rummen, eftersom ni ar de forsta gés-
terna. Den som har nummer n, var god intag rum n.”
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Hilberts hotell

Rum 0 — ténkte han — kan alltid vara bra att ha kvar.

Just da kommer det ytterligare tva géster till det till synes
fullbelagda hotellet. Hilbert som var van att formulera svara
problem, men &ven att snabbt 16sa enklare dito, funderade en
mycket kort stund. Sedan visste han.

Via hotellets kommunikationssystem lat han sénda ivig fol-
jande meddelande till hotellets samtliga rum.

"Gést i rum n, var god flytta till rum n + 2.”

Pa detta sétt blev rum 1 och rum 2 lediga. Och de tva nya
gésterna fick varsitt rum.

Innan Hilbert hunnit sla sig till ro, dyker det upp ytterligare
en samling géster. Odndligt manga. Och numrerade likt de
forsta gésterna. Pa vig ut for att mota de nya gésterna vinder
han tillbaka in i hotellet igen, for att till hotellets alla rum lata
sdnda ut dnnu ett meddelande.

"Gést i rum n, var god flytta till rum 2n.”

Darigenom blev alla rum med udda rumsnummer lediga.
Och Hilbert kunde lugnt ga ut och hélsa de nya gésterna val-
komna.

"Hjartligt vilkomna, jag forstar att Ni onskar varsitt rum.
Det skall Ni fa. Inte nog med det. Ni skall fa de bésta rummen
vi har. De med udda rumsnummer. Den av er som har nummer
n var god intag rum 2n — 1.”

Innan Hilbert hunnit sitta sig ned — n6jd over att ha ordnat
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rum at alla géster och &nda ha ett rum 6ver — intréaffar nagot
mycket méarkligt. Dagsljuset som nyss silade in genom hotellets
vackra entrédorrar blev allt svagare. Utanfor hotellet tornade
nagot upp sig, som satte Hilberts tankar i brand. Han kénde
hur det hettade innanfoér pannloben. I nattliga diskussioner
med Cantor, hisskonduktéren, hade denne patalat mojligheten
att det till hotellet en dag skulle kunna komma séa forfarligt
oandligt manga géster att hotellet inte kunde ta hand dem
alla. Att rummen icke skulle ricka trots att de var odndligt
manga. Med ett resonemang vars barande idé var en diagonal
hade Cantor kommit fram till detta. Férst nu insag Hilbert att
Cantor hade haft ratt hela tiden. Just da viks entrédorrarna
undan och in i vestibulen véller en enorm massa. En individ
ur massan lyckas tridnga sig fram till Hilbert och séiger:

”Vi ar manga, men man har sagt oss att detta hotell aldrig
ar fullbelagt fast det synes vara det. Kan Ni ordna rum at var
och en av oss?”

Nér den trugande gésten bojer huvudet i en blidkande gest
ser Hilbert hur en strdng av nollor och ettor dinglar fram
och tillbaka runt dennes hals. En snabb blick ¢vertygar Hil-
bert om att varje individ i massan har en sddan stréng runt
halsen. Han granskar den trugandes stréng igen sa noga han
kan. Och sa vitt han kan bedéma sa finns det inte nagot slut
pa strangen. D& ser han med ens allting klart for sig. Varje
sadan striang kan ses som en vigbeskrivning. En karta over
en odndlig vig nerifran vestibulen och uppat i hotellets kor-
ridorer, vaning efter vaning, &nda upp till takterassen! Den
n:te siffrans virde anger at vilket hall uppéat (0=vi och 1=ho)
som man skall vélja ndr man befinner sig pa hotellets n:te va-
ningsplan. Med denna idé i bakhuvudet griper Hilbert nu tag
i kommunikationssystemets mikrofon och sdger med lugn och
sdker stdmmas:

"Hjartligt vilkomna, jag forstar att Ni onskar varsitt rum.
Det skall Ni fa. Inte nog med det. Ni skall f& de bésta rummen
— de som finns pé takterassen, och som dérfér har en fantas-
tisk utsikt. Med var accelererande hiss som f6r varje vaning
fordubblar hastigheten passerar Ni hotellets férsta vaning pé
1 sekund, nésta vaning pa en halv sekund osv., varfér Ni efter
totalt 1+1/2+1/4+1/8+... = 2 sekunder har natt Edra rum.
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For att gora Er vistelse hos oss sa personlig och séker som ba-
ra vi kan, har vi dessutom ordnat sa att var hisskonduktor
Cantor tar dig till just ditt rum med hjilp av den strang som
du bar runt Din hals. Ingen annan strang leder till ditt rum.

Var sa goda, tag plats i hissen.”

Mingden av booleska funktioner

I anekdoten ovanfor antyds det att det finns en storre odndlig-
het 4n den som de naturliga talen beskriver. Narmare bestamt
att mangden av alla odndliga bitstrangar skulle vara en sadan
mangd. Vi ska strax bevisa att det ar pa det sattet. Men 1at oss
forst konstatera att en odndlig bitstring! kan betraktas som
outputrad till en boolesk funktion definierad pa de naturliga

talen, och omvént.

T.ex. att bitstrdngen med 1:or i udda positioner, den med
1:or i jdAmna positioner, och den med 1:or i primtalspositioner-

na dr outputrader till funktionerna

n 0 1 2
Udda(n) 0 1 0
1

1

Jamn(n) 1 0
Prima(n) 0 0

O R Ok
— O | Ot

3
1
0
1

Eftersom méngden av odndliga bitstrdngar och méngden
av booleska funktioner kan paras ihop péa det just beskrivna
sittet, ar de lika méktiga. Vi bevisar nu att denna miktighet
ar storre &n de naturliga talens méktighet. Det vackra bevi-
set gar under namnet Cantors diagonalbevis och publicerades

férsta gangen 1891.

Cantors diagonalbevis

Det naturliga sattet att bevisa att en méngd &r storre &n en an-
nan ar att visa att varje forsok att para ihop dess element med
den andra méangdens element resulterar i att det blir element
over i den forstndmnda méngden.

Antag nu att nadgon forsoker numrera booleska funktioner med

naturliga tal:

t Notera att varje oéindlig vig i Hilberts hotell definierar en boolesk

funktion och omvéant.

Cantors
diagonalbevis



Ett forsok
att numrera
booleska
funktioner.
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funktions-
nummer
0 en boolesk funktion
1 en annan boolesk funktion
2 ytterligare en boolesk funktion

For att gora det kommande resonemanget mer konkret, sa kan
vi tédnka oss att de forsta tre funktionerna i numreringen &r
lika med Udda, Jdmn och Prima:

funktions-
nummer input 0 1 2 3 4 5
0 output 0 1 0O 1 0 1
1 output 1 0 1 0 1 O
0 0 1 1 0 1

2 output

Med hjalp av de hypotetiskt numrerade funktionerna ska vi nu
se att man kan bilda en funktion som inte finns med bland de
férra. Betrakta diagonalen, men framférallt den inverterade
diagonalen - dvs. varje 1:a i diagonalen &ndrad till en 0:a och
vice versa:

input 0 1 2
diagonalen 0 0 1
inverterade diagonalen 1 1 0

Den inverterade diagonalen definierar en boolesk funktion som
omdjligen kan vara lika med nagon av de fran bérjan numrera-
de funktionerna. Ty betraktas vilken som helst av dessa fran
bérjan numrerade funktioner, sig den med nummer n, s ar
dess output horande till inputvardet n - p.g. av inverteringen
- skild fran den nya funktionens output fér samma input.
Detta bevisar att varje forsok att numrera booleska funktio-
ner med naturliga tal ldmnar dtminstone en boolesk funktion
utanfor. O

ANM. 6.1 De booleska funktionerna utgor saledes en méktigare
mangd &n méngden av naturliga tal, och &r ett exempel pa en
s.k. dveruppriknelig méngd.
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En intressant konsekvens av detta ar, att det visar pa fo-
rekomsten av booleska funktioner som inte kan beskrivas med
ord".

Om varje boolesk funktion kunde beskrivas med en text
(dvs. av ord), skulle de booleska funktionerna kunna pa-
ras ihop med de texter som beskriver dem. Och da skulle
ndmnda funktioner inte vara flera dn texterna. Men det
ar de ju, eftersom de &r Overupprikneligt ménga, medan
texterna ar upprikneliga. (EXEMPEL 6.7 pa sidan 120.)

Funktioner som inte kan beskrivas med text kan forstas inte
heller berdknas av program, eftersom program &r texter, och
ett program som berdknar en funktion foljdaktligen skulle vara
en text som beskriver funktionen ifraga.

Ovningar
6.1 Hitta pa en upprikning® av talen ..., —3,—2,—-1,0,1,2,3,....

6.2 Hitta pa en uppriakning av de positiva decimaltal som har 6
eller farre decimaler. (0.1 och 3147526.136619 ar tva sidana
tal.)

6.3 Nedanfor visas ett klassiskt sétt att rdkna upp alla ordnade par

av naturliga tal. Konstruera en rekursiv funktion Nummer(z,y)

som returnerar (x,y):s nummer i denna upprikning.
LEDNING Triangeltalen &r involverade.

¥ » There are indeed things that cannot be put into words.” (Ludvig
Wittgenstein) $ Dvs. en 1-1-motsvarighet mellan méngden av
naturliga tal och uppgiftens méngd.

Det finns
saledes
heltalsfunk-
tioner som
inga
program kan
berakna)
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Talparen Talparens nummer




Stopproblemet

Program och deras funktioner. . . . . . . . . . 127
En funktion som inte kan berdknas . . . . . . . . 128
Stopproblemet . . . . . . . . . . . . . . . 130
Enstaka stopproblem. . . . . . . . . . . . . 130
Att tala om sig sjalv arsvart . . . . . . . . . . 131

Att det finns heltalsfunktioner som inte kan berdknas med pro-
gram, det har vi lyckats visa. (Se sidan 125.) Men inget enda
exempel har vi presenterat &nnu. Nu ska vi latta pa den forlaten.

Program och deras funktioner

Nér man intresserar sig for den funktion som ett program
berdknar, bortser man fran hur programmet ar utformat. Det
enda som har betydelse &r programmets output i relation till
dess input. Visserligen dr det ofta helt oproblematiskt att tala
om programmet och funktionen i samma andetag, men i detta
kapitel ar det av storsta vikt att man kan halla isér de tva
begreppen. Observera ocksa att det inte &dr ovanligt att tva
skilda program — dvs. program som é&r skrivna pa olika satt —
berdknar en och samma funktion. Vidare kan det vara sa att
ett program av en eller annan anledning inte ger output for
varje input.

Den som har minsta erfarenhet av programmering, vet t.ex.
hur latt det ar att koka ihop en odndlig slinga i sitt program,
och darmed f4 ett program som "forséker berékna output, men
aldrig lyckas”.

Om ett program — for ett visst input — inte férméar ge output,
s galler forstas samma sak for den funktion som programmet
berdknar. Ofta siger man att programmet och dess funktion
ar odefinierade for ett sddant input.

127
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3 EXEMPEL 7.1 Programmet
NollStopp(x) = Om(Noll?(z),1, NollStopp(x))

och dess funktion &r odefinierade for alla input utom 0.

T 0 1 2 3
NollStopp(x) 1

En funktion som inte kan beraknas

Av ett programs determinism foljer det att varje program be-
raknar en funktion. Men omvént foljer det inte fran funktions-
begreppet (se sidan 22) att det till varje funktion méaste finnas
ett program som kan berdkna funktionen. I funktionsbegrep-
pet finns ndmligen inget krav pa hur funktionens output skall
berdknas eller att de alls maste ga att berdkna. I sjélva verket
gar det att definiera funktioner som inga program kan berédk-
na. Vi ska strax ge ett par exempel.

Som utgangspunkt for det forsta exemplet ligger det faktum
(se sidan 120) att mingden av alla program &r uppriknelig.
Lat

Po, P, Py, . ..
vara en upprékning av ndmnda méangd. Varje redan skrivet
program savél som varje dnnu inte patankt program finns med
i denna uppréakning.
Vi definierar nu en funktion CANDI med naturliga tal som

input savél som output, och visar sedan att inget av program-
men Py, Py, P, ... kan berdkna den.

1+ P,(n), om P,(n) ar definierad

CANDI(n) = 2 Puln) M)
1, om P,(n) ar odefinierad

Innan vi diskuterar CANDI:s oberdkningsbarhet, far du en
fraga att noga reflektera over. Texten som beskriver CANDI
kan ju, med vart generdsa synsétt pa vad program ar, betrak-
tas som ett program. Eller hur! Lat oss kalla detta program
for CANDI-texten.

Varfér kan inte CANDI-texten berdkna CANDI?
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Har ar ett svar.
Ett nédvandigt och tillrackligt villkor for att CANDI-texten
for ett visst n, skall kunna berdkna CANDI(n) &r

att kunna reda ut ifall P,(n) dr definierad. (2)

Har CANDI-texten den férmagan?

Inte ensam, ty i CANDI-texten star ju inget om hur (2)
skulle kunna ténkas ga till.

Men det kanske dnda finns nagon beskrivning négonstans
av hur det kan ga till? Om inte, kanske det gar att tdnka ut
en sddan? En beskrivning som vi i s& fall skulle kunna ligga
in i CANDI-texten som darvid i ett slag skulle forvandlas till
ett program som berdknar CANDI Men denna tanke mas-
te tyvarr forbli ett onsketdnkande. Ty — som vi snart skall
inse — finns det inget program som kan berdkna den mérkli-
ga funktionen CANDI. I nésta avsnitt diskuterar vi sedan en
intressant konsekvens av att det dr pa det sittet.

Vi visar nu att inget av programmen Py, P;, P, ... kan be-
rakna CANDI

Funktionen CANDI &r avsiktligt definierad pa ett s dja-
vulskt sitt att inget P, ensam skall kunna berdkna den. Av

(1) foljer ndmligen att for varje n ar
P, (n) # CANDI(n). (3)

Och av (3) foljer att varje P, har &tminstone en position i sin
outputrad dér innehallet skiljer sig fran innehallet i samma
position i CANDI:s outputrad, nimligen den n:te. Se mer om
detta nedanfor.

@ ANM. 7.1 Forestall dig att du kéinner outputraderna, den ena

efter den andra, till Py, Py, P3,.... T.ex. som nedanfor. In-
neborden i (1) ar att CANDI:s outputrad definieras som en
modifiering av diagonalen.

T 0 1 2
P()(x) = 1 2
Pz 3 RS Cantons
P. 2 3 5
2 (x) diagonalbevis
sid. 123.

CANDI(z) 1 4 6



130 STOPPROBLEMET | Kapitel 7

Lésare som menar att funktionen CANDI pa sin héjd ar av
akademiskt intresse, kan kanske hitta nagot av intresse i nésta
avsnitt.

Stopproblemet

stopproblemet

En funktion
som "16ser”
stopproblemet

Ifall nagot program kunde 16sa problemet

att for varje program P, och varje input x,
reda ut om P, ndagonsin stannar vid kérning pd x.

sa skulle funktionen CANDI kunna berdknas (se (2)).

Men CANDI kan de facto inte berdknas.

Saledes finns det inget program som kan l6sa stopproble-
met, som forresten kan ges en funktionsbeskrivning:

1 p ++ defin
Stannar?(n, z) = { , om P, (x) ar definierad

0, om P,(z) &r odefinierad

Att inget program kan l0sa stopproblemet, betyder att funk-
tionen Stannar? inte kan berdknas av nagot program. Och
det &r onekligen mycket trist, eftersom odndliga slingor och
andra hdngningsproblem &r programutvecklares virsta gissel.

Enstaka stopproblem

Stopproblemets olésbarhet innebér att det inte finns nagot
program som for varje program och wvarje input kan rédkna ut
om programmet stannar vid kérning pa ndmnda input.

Med enstaka program — till exempel Kalles program — ar
det annorlunda. Det kan vara fullt mdjligt att reda ut ifall det
stannar. Om man kor igang Kalles program, och det visar sig
att detta stannar efter en tid, s& &r ju saken klar. Och om det
annu inte har stannat, sa kan det dnda vara sa att det stannar
nésta sekund eller nésta sekel, och d& (nér det har stannat) ar
saken klar. Men det kan ocksa vara omdjligt att fa reda pa om
det stannar eller ¢j. Atminstone fir det omdjligt att fa visshet
via ett resonemang som &r sd mekaniskt att man kan gora ett
program av det. stopproblemets olésbarhet innebér namligen
att man medelst program inte kan fa visshet for alla program
— och Kalles program kan ju vara ett av de omdojliga.
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Lagg maérke till att vi siger att Kalles program kan vara
ett av de omojliga. Ty hur d4n Kalles program &r beskaffat —
om det till exempel &r ett oerhort komplext program, svart
att forsta, eller om det ar enkelt och latt att forstd — s kan
dnda ingen bevisa att Kalles program tillhor de omdjliga. Ty
antag att man kunde bevisa att det var omdjligt att fa reda
pa ifall Kalles program nagonsin stannar eller ej. Da skulle
Kalles program inte kunna stanna —eftersom man da skulle fa
visshet! Men att det inte kan stanna innebér ju ocksa att man
har visshet! Alltsa, ifall man kunde bevisa att det var omdjligt
att fa visshet, s& skulle man fa visshet.

Att tala om sig sjalv ar svart

Med program kan man gora manga till synes komplexa utrék-
ningar, exempelvis berdkna planeternas banor eller de forsta
tio millionerna decimaler for 7. Men nér program skall rdkna
ut saker om program, sa dyker det upp logiska paradoxer av
olika slag som gor programmen till Stalmédn med kryptonit
runt halsen. I sjélva verket &dr de hir svarigheterna en yttring
av Godels ofullstindighetssats™ — som 16st talat séger foljande:

Inom varje motsagelsefritt axiomsystem for matematiken som
inkluderar elementdr aritmetik gar det att formulera pastden-
den som det — inom systemets ram — inte gar att bevisa eller
motbevisa.

t Kurt Gédel publicerade satsen 1931 i Monatshefte fiir Mathema-
tik und Physik 38, 173-198. Flera utmérkta populédrvetenskapliga
skrifter har satsen som ett huvudtema. T.ex. Douglas R. Hofstad-
ters Pulitzerprisbelénta bok GODEL ESCHER BACH, och Ray-
mond Smullyans Forever undecided, a puzzle guide to Gdodel, 1988.



Losningar till Gvningar

1.1 a) o’ + =
' —x

b) Toém r

Addera zx till r
Addera y till r

c) e+y
Y
T e

Addera z till r

1.2 z,y, z kommer att f& de innehall som ursprungligen fanns

1y,2,y.

1.3 a) Subtrahera y fran z =
Y <y
Salange y’ ar icketom {
Minska y’; Minska z}

1.4 a) Tom r
Saldnge z &r icketom {
Addera z till r
Minska x}
c) Toém r
Potensupphdj x till 211 ¢
Addera ¢t till
Addera z till »
Addera 1 till »

1.5 a) inte(z dr tom)? i s
¢) (x>yochy>x)?is

b) Subtrahera y fran z i r =
rxy —uy
Salange y’ dr icketom {
Minska y’; Minska 7}

b) r«1
Saldnge z &dr icketom {
Multiplicera r med x
Minska x}
d) Tém r
Saldnge n ar icketom {
Potensupphdj z till n it
Addera t till r
Minska n}

b) inte(y > x)71is
d) Dividera z med 2 i q och r
r=171s

1.6 Om z > y s& (Subtrahera y fran i r)
annars (Subtrahera = fran y i r)

1.7 a) Kvadrattalnir =

Multiplicera n och n i r

132

b) x &r ett kvadrattal? i s =

Toém n; Tom k

Salange k < x {
Kvadrattal n i k; Oka n}

rx=k71is
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1.8 z &r ett triangeltal? i s =
Tom n; Tom ¢
Salange t < x {Triangeltal n i t; Oka n}
r=1t71s

1.9 Fibonaccinir =
r 1,7+ 0k« 1
Salange k < n{
Oka k; e < r
Addera ' till 7
<« e}
KOMMENTAR: Om n = 1, dvs lika stor som ursprungs-k, si
kors slingan aldrig igenom, och da kommer r att innehalla 1,
det forsta av de uppridknade Fibonaccitalen. Om n = 2 s kors
slingan igenom en gang, osv.. For att generera nya Fibonac-
cital skall de tva senaste talen adderas. Detta intréffar inuti
slingan dar r alltid innehaller det allra senaste Fibonaccitalet
och r’ det nist senaste. Extrahogen e anviands som behallare
for r:s Fibonaccital nér r uppgraderas. Sedan lamnar e Gver
detta tal — som nu ar det néist senaste — till r’.

1.10 a) Artig = i s? undersoker om z ligger i treans multi-
plikationstabell. b) Buk x i r ligger 2® i hdgen r. ¢) Jadhr =
i r lagger heltalsdelen av /x i hogen r. (Jadhr ar ett gam-
malt arabiskt namn for kvadratrot och anvindes redan av al-
Khwarizmi i dennes klassiska text Al-Jabr Wa-Al-Muqgabala
fran ar 820.)

d) Tardavk x i r lagger summan av de z forsta udda talen i
r. Och denna summa #r lika med z2.

KOMMENTAR till d) Att summan av de z forsta udda talen
ar lika med kvadraten pa x kan bevisas mycket Gvertygande
med en figur. Narmare bestamt med hjilp av en kvadrat med
sidan z som delas in i rutor med sidan 1.

2.1 a) Add(x, Add(y, z)) eller Add(Add(x,y), z)

b) Mult(z, Add(y, z)) ¢) Pot(z, Pot(y, z))
d) Pot(Pot(x,y), z) e) Pot(z, Add(y, z))
f) Pot(Add(z,y), z) g) Pot(Add(x,y), Mult(z,u))
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2.2

Pot(5,4)
= Mult(5, Pot(5,3))

= Mult(5, Mult(5, Pot(5,2)))
= Mult(5, Mult(5, Mult(5, Pot(5,1))))
= Mult(5, Mult(5, Mult(5, Mult(5, Pot(5,
= Mult(5, Mult(5, Mult(5, Mult(5,1)))

= Mult(5, Mult(5, Mult(5,5)))

= Mult(5, Mult(5,25))
= Mult(5,125)
=625

0)))
)

2.3 Fakultet(0) = 1
' Fakultet(Oka(x)) = Mult(Oka(x), Fakultet(x))

2.4
J(0) =0 .
f(Oka(z)) = Add(Kvadrat( Oka(z)), f(x))

7o) =0 ..
f(Oka(x)) = Add(Mult(2, Oka(x)), f(z))

fro |
f(Oka(z)) = Add(Triangeltal( Oka(x)), f(z))

2.5 f(0)=1,f(1)=2,f(2) =4, f(3) =8, och f(x) = 2% for
godtyckligt x. Motivering: Anropet f(z) drar (med hjélp av
h(zx,x)) igng en (primitivt) rekursiv kalkyl dér h anropar sig
sjalv x ganger. Vid varje anrop férdubblas foregaende output,
och rekursionens botten ar lika med 1. Resultatet efter alla
dessa fordubblingar blir 2-...-2-1 = 2%, eftersom antalet 2:or

ar lika med z.
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2.6 a) "Felet” ligger i att hogerledet f(Sub(z, f(x))) ar av
otillatet slag. Om man jamfér med hogerledet i den primi-
tivt rekursiva mallen, ser man att g—funktionen inte far kon-
strueras med hjilp av f, utan maste vara en redan konstrue-
rad funktion — inom klassen primitivt rekursiva funktioner. b)
Man ser att f:s samtliga output dr 1. Darfor kan man t. ex.
presentera f som

o) =1
f(Oka(z)) = f(x)
2.7 I den primitivt rekursiva mallen

Sub(x,0) = b(z)
Sub(z, Oka(y)) = g(Sub(z,y))

valjer man b som identitetsfunktionen, och g som funktionen
Minska.

2.8
Udda(0) = 0
Udda(Oka(x)) = Icke(Udda(z))
{Jdmn(O) =1
Jamn(Oka(x)) = Icke(Jdmn(x))
2.9

a) Lika(z,y) = Och(Icke(Mindre(z,y), Icke(Mindre(y,x))))
b) Olika(x,y) = Icke(Lika(x,y))
¢) MindreEller Lika(z,y) = Icke(Storre(x,y))

2.10 a) TvdPotens(0) = 1
) TvéPotens(Oka(x)) = Mult(2, TviPotens(x))

) KubSumma(0) = 1
KubSumma(Oka(z)) = Add(Pot(Oka(z), 3), KubSumma(z))
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2.11 a) 1' + 22 433 =32
b) 11 +22 4+ 3% + ... + 2% kan beriiknas av f(z), dir

{f (0)=0 o
f(Oka(x)) = Add(Pot(Oka(z), Oka(x)), f(z))

2.12 Det finns onekligen blott ett sitt att ga 1 meter. Nam-
ligen att "ta ett enmeterskliv’. Lat oss ocksa enas om att det
finns ett sétt att ga 0 meter, ndmligen "att sta stilla”.

SittAttGa(0) = 1 och SittAttGa(1) = 1

Om man vill ga lingre &n 1 meter, sa finns det tva sétt att
inleda promenaden.

FALL 1: Med ett enmeterskliv,
FALL 2: med ett tvameterskliv.

I bada fallen aterstar det att avverka ytterligare ett antal me-
ter. (Eventuellt 0 meter.) Antag att aterstoden av promenaden
i FALL 2 méter x meter, vilket innebér att hela promenadens
laingd &r x + 2 meter. Antalet satt att g& hela promenaden i
ndmnda fall (med ett inledande tvameterskliv) dr d& lika med
antalet sdtt att ga de aterstaende z metrarna. Motsvarande
aterstod i det forsta fallet méter = 4+ 1 meter. Det foljer att

SittAttGa(z + 2) = Add(SattAttGa(x + 1), SattAttGa(x))

Man ser (eller hur!) att den hér funktionen for z = 0,1,2,...
returnerar Fib(1), Fib(2), F'ib(3), .. ..

2.13 Funktionen f berdknar
fl@)=0-14+1-24+2-3+3-4+...+2-(x+1).

Samma sak berdknas av stenhogsproceduren

Tom r

Repetera med a = 1 till z {
Addera a och 1ib
Multiplicera a och b i ¢
Addera ¢ till r}
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2.14 a) f upprepar sig efter fyra steg, medan g:s output blir
tva enheter storre efter tva steg. Hérav,

9(0) =1
9(1)=0
glz+2)=g(z)+2
b) Nér de givna tabellerna skiirskadas, s ser man foljande
monster:

Om f:s nuvarande output dr lika med 0, s& &r nésta lika
med 1 ifall nuvarande input ar udda, annars (vid jaimnt input)
0. Och om f:s nuvarande output dr lika med 1, sa ar nésta lika
med 2, annars 0. Det foljer att

01
f(Oka(x)) = Om(Noll?(f(z)), Udda(x), Om(Ett?(f(x)),2,0))

Vad betraffar g, sa kan man konstatera att for udda x &r
g(x) = x — 1 och for jamna x ar g(z) = x + 1. Harav,

g(x) = Om(Udda(z), Minska(zx), Oka(z))
2.15 Ja, funktionerna berdknar samma sak

2.16 Med framéatrekursion (jfr. sid 50):

Triangeltal?(x) = LopForbiTriangeltalen(0, x)
LopFérbiTriangeltalen(n, x) =
Om(Mindre(Triangeltal(n), x),
LépForbiTriangeltalen( Oka(n), ),
Lika(Triangeltal(n), z))
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Med primitiv rekursion:

Triangeltal?(x) = LopForbiTriangeltalenBakdt(x, x)
LopFérbiTriangeltalenBakdt(0, x) = Lika(Triangeltal(0), x)
LépFérbiTriangeltalenBakat( Oka(n), x) =
Om(Storre(Triangeltal( Oka(n)), x),
LopForbiTriangeltalenBakdt(n, )),
Lika(Triangeltal(Oka(n)), )

2.17 Rest(0,y) =0
Rest(Oka(z),y) = Om(Mindre?(Oka(Rest(z,y)),y),
Oka(Rest(z,y)),
0)

Kuvot(0,y) =0

Kwvot(Oka(z),y) = Om(ZYoll?(Rest(Oka(x), Y)),
Oka(Kvot(z,y)),
Kvot(z,y))

3.1 a)2 b)[2nil] c¢)nil
3.2 Bara(0,z) =[]

Bara(Oka(n),z) = [z | Bara(n, z)]

3.3 a) Tillhor([],z) =0
Tillhor([nod| L] , x) = Eller(Lika(nod, x), Tillhir(L, x))
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b) AntalFérekomster([],x) = 0
AntalFérekomster([nod | L] ,z) =
Om(Lika(x,nod),
Oka( AntalFrekomster(L, x)),
AntalFérekomster(L, x))

3.4 ListPositioner([],z) =[]
ListPositioner([nod | L] ,z) =
Om(Lika(nod, z),
[1| Map( Oka, ListPositioner(L, )],
Map(Oka, ListPositioner(L, x)))

3.5 a) Andra(L) = Férsta(UtomFérsta(L))

b) Element(L,1) = Forsta(L)
Element(L, Oka(n)) = Element( UtomFérsta(L),n)

T.ex. &ar

Element(L,2) = Element(UtomFérsta(L),1)
= Forsta(UtomFérsta(L))
= Andra(L)

¢) UtomAndra(L) = [Férsta(L) | UtomFérsta( UtomForsta(L))]
) Utom(L, 1) = UtomFérsta(L)
Utom(L, Oka(n)) = | Férsta(L) | Utom(UtomFérsta(L),n)]
Exempelvis &r
Utom(L,2) = [Férsta(L) | Utom(UtomFérsta(L),1)]

[Férsta(L) | UtomFérsta( UtomForsta(L))]
UtomAndra(L)
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) Efter(L,1) = UtomForsta(L)
Efter(L, Oka(n)) = UtomFérsta( Efter(L,n))

3.6 a) [Forsta(L)| [z | UtomFérsta(L)]]

FogaInFére(1,L,z) = [z |L]
b) { FogalnFire( Oka(n), L, x) =
[Férsta(L) | FogaInFdre(n, UtomFérsta(L), )]

3.7 a) sum+ 0
Repetera med dygn =1 till 7 {
Addera T'(5,dygn, 12) till sum

}

Dividera sum med 7 1 medel och r

b) sum < 0
Repetera med vecka = 1 till 20 {
Repetera med dygn =1 till 7 {
Addera T(vecka, dygn,12) till sum
}
}

Multiplicera 20 och 7 i antalDagar
Dividera sum med antalDagar i medel och r

3.8 a) TaBort(z,[]) =]
TaBort(x, [nod|L]) = Om(Lika(z, nod),
TaBort(xz, L),
[nod‘ TaBort(x, L)])
b) Ersitt(z,y,[]) =[]
Ersatt(x, y, [nod’L]) =
Om(Lika(z,nod),
ly| Ersitt(z,y, L)]
[nod | Ersitt(x, y, L)] )
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c) FinnsKopior([]) =0
FinnsKopior([nod| L]) = Eller(Tillhér(L, nod), FinnsKopior(L))

3.9 a) TaBortGrannKopior([]) =[]
TaBortGrannKopior([nod)) = [nod]
TaBortGrannKopior( [nod ’ L] ) =

Om(Lika(nod, Féorsta(L)),
[nod | UtomFérsta( TaBortGrannKopior(L))] ,
[nod | TaBortGrannKopior(L)])

b) TaBortKopior([]) =[]
TaBortKopior([nod | L)) =
Om( Tillhér(L, nod),
TaBortKopior(L),
[nod| TaBortKopior(L)])

3.10 a) Reversera([]) =[] b) = a)
Reversera([nod| L]) = [Reversera(L) | nod]

3.11 TotalReversera(atom) = atom
TotalReversera(]]) =[]
TotalReversera([nod | L]) =
[ TotalReversera(L) || TotalReversera(nod)]
3.12 ListMaz(nil) = nil
ListMaz([nod]) = nod
ListMaa([nod ’ L]) = Maa(nod, ListMax(L))

3.14 BindrSok(z,[]) =0
BindrSok(z, [nod]) = Lika(z, nod)
BinarSok(x, L) = Om(Mindre(x, Forsta( HogerHalva(L))),
BindrSok(x, VinsterHalva(L)),
BindrSok(x, HogerHalva(L)))
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3.15 TreDela(L) = h([],L)
hX, [y|Y]) = Om(Mindre(Dubbla(Lingd(X)), Lingd(Y)),
h[X | y],Y),
[X,TuDela([y|Y] |)])

dér Dubbla(n) = Mult(2,n).

KOMMENTAR: Tredelningsreceptet gar ut pa att forst
(precis som i tudelningsreceptet) steg for steg flytta dver
element (fran vinster dnde av listan som skall delas) till en
fran borjan tom lista. Pa detta sétt avskiljs en del av den
givna listans vanstra dnde. Nu vill vi att den avskiljda de-
len skall vara en tredjedel av ursprungslistan. Déarfor skall
den icke avskiljda delen av listan vara dubbelt sa lang som
den avskiljda. Detta forklarar villkoret som styr rekursio-
nen. Efter avskiljningen behdver man bara tudela den del
som inte avskiljdes.

3.18 SlitaUtHdogst([],ny =[]
SlataUtHogst(L,0) = L
SlitaUtHégst([nod | L], Oka(n)) =
Om(Atom?(nod),
Fogaln(nod, SlitaUtHogst(L, Oka(n))),
FogaSamman(SlitaUtHdgst(nod, n),
SlitaUtHogst(L, Oka(n))))

3.19 LEDNING: Antag (6nsketdnkande) att man redan har
gjort alla mojliga placeringslistor for en mangd X av perso-
ner. Ifall ytterligare en gist x skall vara med vid bordet, sa
beh6ver man modifiera varje redan gjord placeringslista L, s&
att dven x far plats. Namnda modifiering dr nyckeln till pro-
blemets 16sning. Tdnk pa att modifieringen av L inte &r en ny
lista med ett extra element, utan flera nya listor. Lika manga
som det finns platser for i L. I och med detta har du fatt ett
embryo till 16sning att sjilv bygga vidare pa. Det skulle for-
vana mig om inte de tva foregdende Gvningarna skulle komma
till anvandning.
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3.20 KartesiskaProdukten([], L) =[]
KartesiskaProdukten([z| X],Y) =

FogaSamman(Paralhop(x,Y),
KartesiskaProdukten(X,Y))

dér Paralhop(x, L) parar ihop ett fixerat godtyckligt  med
varje element i en lista L. Dvs. returnerar listan av alla tva-
elementslistor [z y] dér y tillhor L:

Paralhop(z,[]) =[]
Paralhop(z, [y|Y]) = [[« y] | Paralhop(z,Y)]

a a a a
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4.4 a)

4.5 Om T's langd ar storre &n 1 sa berdknas antalet barn till

tradets forste son.

4.6 a) b)

/N
+/ \

/ \
)

/N e

a .
N
ag T

Qo

T

ap

¢) Vi skall berdkna

Add(ao,

Mult(Add(aq,
Mult(Add(aq,

z)),

Mult(as, x)),

Horner([ag ... an],x) = ap+(a1+(.. +(apn_1t+anz)z- - 1),

och noterar att det enda som behéver goras ifall vi redan har

beraknat

Horner([ay ... an],x)=a1+ (... + (an_1 + apz)z - )2,

ar att multiplicera med x och sedan lagga till ag. Det foljer,

om L=1[a; ... a,], att

Horner([],2) =0

Horner([ao| L] ,z) = Add(ao, Mult(Horner(L, z),z))
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4.7 /\
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4.8 BytLévMotTrid([],z, B) =[]
BytLovMotTrad([rot [] []],x, B) = Om(Lika(rot,z), B, [rot [] []])
BytLévMotTrid([rot v h],z,B) =
[rot BytLovMotTrad(v, B) BytLévMotTrid(h, z, B))

4.9 TrddDjup([rot]) =1
TridDjup([rot | skog]) = Oka( ListMax( Map( TradDjup, skog)))

4.13 Rotter(skog) = Map(Forsta, skog)

4.14 SyskoniTrad( [r0t|5kog] ,x) =
Om( Tillhér( Rotter(skog), x),
[Rétter(skog) ‘ SyskoniSkog(skog, z)] ,
SyskoniSkog(skog, x))

SyskoniSkog([ ], z) =[]
SyskoniSkog( [tm’d’ skog] ,T) =
FogaSamman(SyskoniTrad(trdd, x), SyskoniSkog(skog, x))
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4.15 NoderPiNivi(0, [rot | skog]) = [rot]
NoderPaNivi( Oka(n), [rot | skog]) =
NoderiSkogPdNivi(n, skog)

NoderiSkogPdNiwd(0,[]) =[]
NoderiSkogPdNivd(n, [trdd‘ skog]) =
FogaSamman(NoderPaNivé(n, trid),
NoderiSkogPdNivi(n, skog))

4.16 BreddenForst(trid) =
TraverseraNerTillNivd( TradDjup(trdad), trad)
déar
TraverseraNer TillNivd(0, [rot| skog]) = [rot]
TraverseraNer TillNivi( Oka(n), trid) =
FogaSamman( TraverseraNer TillNivd(n, trdd),
NoderPdNivi( Oka(n), trid))

4.17 Tronfoljden([rot]) = [rot]
Tronféljden([rot| skog]) = [rot| Tronféljden(Férsta(skog))]

4.18 SkapaBindrtTradAv([]) =[]
SkapaBindrtTridAv([nod | L]) =
SdattIn(nod, SkapaBindrt TridAv(L))

SattIn(nod, [ ]) = [nod nil nil]

SattIn(nod, [rot v h]) = Om(Mindre(nod, rot),
[rot SattIn(nod v) h],
[rot v SdttIn(nod h)])

4.19 TillSkog([]) =[]
TillSkog([rot v h]) = [[rot| TillSkog(v)] | TillSkog(h)]
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4.20 Eval([tal nil nil]) =
Eval([+ v h]) = Add(Eval(v),Eval(h))
Eval([— v h]) = Sub(Eval(v), Eval(h))
Eval([- v h]) = Mult(Eval(v), Eval(h))

5.1 924 =2-462=2-2-231=2-2-3-77=2-2-3-7-11 =
22.31.50. 711!

5.2 924 uppstar som Godeltalet for tex. listan [2 1 0 1 1] nér
man anvander gddel. Den modifierade definitionen Gdédel kan
inte ge upphov till 924, eftersom 924 &r en primtalsprodukt
av savil 2:or som storre primtal, medan de primtalsprodukter
som Gddel tillverkar endera innehaller enbart 2:or eller enbart
storre primtal.

5.3 Godel([2]]) = 3%, Gadel([4]) = 32",

Gédel([2 0]) = 3G0del(2) . 5Godel(0) — 32° . 52" — 34. 5 — 405,
Gadel([0 [2 0]]) = 3Godell0) . 5G6del((2 0) — 3. 5405 et tal som
utskrivet skulle uppta drygt fem rader pa denna sida.

5.4 Om AH A forst transformeras till [1 8 1], s& kan vi sedan
Godelnumrera med 2! - 3% - 51 = 65610.

5.5 a) 48 = 2*-3 kan inte uppsta vid kodning med Gddel. (Se
16sningen till 6vning 5.2.)

b) [[0] [1 0]].

5.6 Godel(tal) = Pot(2,tal)
Gadel([]) =1
Godel(lista) = Mult(Godel(UtomSista(lista),
Pot(Primtal(Lingd(lista)),
Godel(Sista(lista))))
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5.7 a) En smula forenklat kan vi se en melodi som en lista
av toner och pauser. Varje ton &r i sin tur en lista av tva tal
vilka beskriver tonens frekvens respektive tonens langd. (Att
tonstyrkan kan variera fran ton till ton och &ven under en och
samma ton bortser vi fran nu.) Varje paus &r i sin tur bestamd
av ett tal, pausens langd. En melodi ges saledes av en lista av
listor och tal. Darmed kan den tillordnas ett Goédeltal.

b) Ett fotografi kan delas in i rader av sma rutor, dir varje
ruta har en viss farg eller graton som kan beskrivas med ett
tal. Varje rad av rutor blir darmed en lista av tal, och hela
fotografiet en lista av listor av tal.

¢) En stumfilm &r en sekvens av fotografier. Alltsa en lista av
listor av listor av tal.

6.1 En uppriakning som faller sig naturlig ar att borja med 0
och sedan omvéxlande ta positiva respektive negativa tal:

O O
— < =
<= N
DO < o
PN
W 4> Ot
= >

1
[y
|
N
|
w

6.2 Det minsta talet dr i detta fall 0.000000, dvs. 0. Nésta
tal i storleksordning &r férst 0.000001, sedan 0.000002, osv..
Den upprékning i storleksordning, som vi just paborjat ar vart
enkla svar.

0 1 2 - 9 10
0.000000 0.000001 0.000002 ... 0.000009 0.000010

6.3 Ligg maérke till att den givna numreringen rédknar upp
talparen diagonalvis. I samma stund som en viss diagonal &r
genomgangen har man gatt igenom samtliga talpar i den tri-
angel som har ndmnda diagonal som bas och (0,0) som topp.
Som en foljd av detta faktum kommer det forsta talparet pa
den n:te diagonalen att numreras med T'riangeltal(n). Varje
annat talpar ges ett nummer som ar en enhet hégre &n numret
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som grannen nedanfér pa samma diagonal har fatt.

Nummer(0,y) = Triangeltal(y)
Nummer(Oka(z),y) = Oka(Nummer(z, Oka(y)))
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