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1 Inledning

Med en slumpvandring menas allmént en stokastisk f6ljd {S,, }, med Sy = 0, definierad som

Sn = i Xka
k=1

ddr { X} dr oberoende och likafordelade stokastiska variabler (olf).

Slumpvandringen sigs vara enkel om X = £1, med P(X; = 1) = poch P(X;, = —1) =
1 — p = ¢. Man kan tidnka sig en partikel som utfér en slumpvandring pa heltalspunkterna pa
linjen och i varje steg gar till en av de tva grannpunkterna, se Figur 1.

q p
- >

Figur 1: Enkel slumpvandring

Anm 1. Man kan ocksa studera slumpvandring i flera dimensioner. I tva dimensioner har varje
punkt 4 grannar och i tre dimensioner finns 6 grannar. O

En enkel slumpvandring ségs vara symmetrisk om partikeln har lika stor sannolikhet att g&
till var och en av grannpunkterna.

Allmin slumpvandring behandlas i kapitel 7 i Ross. Har kommer vi endast att studera enkel
slumpvandring, huvudsakligen i en dimension.

Vi ska bl.a. forsoka besvara foljande fragor:

e Vad idr sannolikheten att partikeln nagonsin nar punkten a?
(Fallet @ = 1 brukar kallas apan och stupet”.)

e Hur lang tid tar det att na a?
e Vad dr sannolikheten att den nar @ > 0 innan den nar —b < 0? (”Spelarens ruinproblem”)
e Om partikeln vid tidpunkten n befinner sig i a > 0, vad ir sannolikheten att

— den befunnit sig till hoger om 0 sedan forsta steget?

— den aldrig befunnit sig till viinster om 0?
(’The Ballot problem™)

e Hur langt bort kommer partikeln som ldngst i n steg?

Vid analys av slumpvandring har man glddje av, dels allménna metoder, som
e betingning,
e genererande funktioner,

e differensekvationer,



e teorin for Markovkedjor,
e teorin for forgreningsprocesser,
e martingaler,
men dven mera speciella, som
e vigrikning,
e spegling,

o tidsomvindning.

2 Apan och stupet

En apa star ett steg fran ett stup och tar upprepade ganger, oberoende av varandra, slumpmassigt
ett steg framat, med sannolikhet p, eller ett steg bakat, med sannolikhet g.

2.1 Passagesannolikheter

Vad dr sannolikheten att apan, forr eller senare, ramlar utfor stupet?

Kalla denna sannolikhet P;. D4 ér

P, = P(en slumpvandrande partikel nagonsin nar z = 1).
Vi kan ocksa studera

Pj, = P(en slumpvandrande partikel ndgonsin nar x = k),

vilket svarar mot att apan startar k steg fran stupet.
Pa grund av oberoendet (och den starka Markovegenskapen) giller

P, = Pf.
For att bestimma P; kan man betinga med avseende pa det forsta steget.
Pi=p-1+q-Po=p+q- P}
sa att

1
P2 -p+ 2=,
q q

i:l: 1 B_iiivl—élpq
2q 442 q 2 29

l=p+q=(p+q)?=p"+¢ +2pq,

med losningar

Observera att

sa att
1—4pg=p® +¢* —2pg = (p — q)*

V1—4pg=|p—q|

och alltsa



Losningarna kan alltsa skrivas

2 ey

l+(p—q) _ {1,
B .
q
Om p > ¢ forkastas 16sningen g > 1, sa att, for p >
dirmed P, = 1 for k > 1.

Det ir litet besvérligare att se att for p < ¢ den korrekta 16sningen dr P, = p/q < 1, vilket
ger P, = (p/q)*.

Man kan visa detta med hjélp av genererande funktioner, t.ex. genom att utnyttja teorin for
forgreningsprocesser, dér extinktionssannolikheten dr den minsta positiva roten till ekvationen
g(s) = s; se Problem 2.

Ett mera direkt sitt dr att studera

q (dvs.p > 1/2), vi far P, = 1, och

Py(n) = P(att na x = k i de n forsta stegen).
Da giller ndmligen att
Pi(n)=p+q-P(n—1)<p+q-P}(n—1)

Eftersom P; (1) = p < p/q, kan vi, med induktion, visa att P;(n) < p/q for allan > 1, om vi
kan visa att P;(n) < p/q medfor att &ven P;(n + 1) < p/q. Antag dirfor att Py (n) < p/q.

Da giller

2
p p
Pl(n‘i'l)SP+Q'P12(7”L)§p+q-(p/q)2=p+;:§.

Eftersom

n—oo

Q3

kan vi, for p < q, forkasta I6sningen P; = 1.

Vi har alltsa visat

Sats 1. Med P, som ovan giller, for k > 1,

1 omp > q,
Pk:{( p=q

g)k omp < q.

Anm 2. Detta betyder att en symmetrisk slumpvandring, med sannolikhet 1, kommer att besoka
alla punkter pa linjen! O
Problem 1. Lat p < ¢. Bestiim fordelningen for Y = max S,,. Vad blir E(Y")?

n
Ledning: Studera P(Y > a). O

Problem 2. Lat p < ¢. Visa att P, dr extinktionssannolikheten i en forgreningsprocess med
reproduktionsfordelning pg = p, p2 = q. ]

2.2 Passagetider

Hur lang tid tar det tills apan ramlar utfor stupet?

Lat T}, = “tiden det tar att g& frin x = j till z = k7, sd att
Tor = tiden tills partikeln nar x = k for forsta gangen (vid starti z = 0)”,
och 14t vidare

Ey, = E(Toy),
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om vintevirdet existerar. T s fall maste gélla, for k > 0,
E,=k-F.

Betingning ger
E = 1+p'O+Q'E2:1+2Q‘E1.
Vi skiljer pa fallen p < ¢, p = qochp > q.
For p < q géller, enligt Sats 1, att P(Ty; = o0) = 1 — P} > 0, vilket medfor att Fy = +oc.

For p = ¢ = 1/2 far vi, om F antas vara dndligt, att
El =1+ E17

dvs. en motsigelse, sa dven i det fallet &r £y = +o00.

Slutligen, f6r p > ¢, far vi

Vi har alltsa visat

Sats 2. For k& > 1 géller

+oo omp <gq,
Ek:{ P>q

k
5= omp>gq.

Med hjilp av Sats 1 och 2 kan vi ocksa studera aterkomster till startpunkten. Lat

Py = P(att partikeln ndagonsin kommer tillbaka till startpunkten),
Too = “tiden tills forsta aterkomsten”,
Ey = E(Two).

Da giller

Sats 3. Ey = +oo for alla p och

1 —
P — omp = g,
1—|p—q| omp#yq.

Bevis: Med beteckningar som tidigare far vi genom betingning att
Ph=p-P_1+q-Pr.

Om p = q giller, enligt Sats 1, P_; = P, = 1, sd att &ven Py = 1. Om p # ¢ kommer endera
Py <1leller P <1,saatt Py < 1.
Ifalletp < gidr P_; = 1 och P, = p/q, sa att

p
Po=p+q-5=2p=1—(q—p)<1-

I fallet p > ¢ giller i stéllet P_; = g/p och P; = 1, sd att

q
Pozp']3+q=2q=1—(P—Q)<1-



For p # q giéller alltsa Py = 1 — |p — ¢| < 1 och foljdaktligen dr P(Tpo = oo) > 0, sé att
EQ = +400.
Om p = ¢ far vi
1 1
E() = 1 + §E_1 + §E1 = +OO7
enligt Sats 2. O

Anm 3. Den symmetriska slumpvandringen kommer alltsa, med sannolikhet 1, tillbaka till 0.
Detta giller efter varje aterkomst, sa att

P(S, =0i0.) =1.

Trots detta dr véintevérdet for tiden mellan tva aterkomster odndligt! Stora talens lag kan alltsa
inte tolkas som att partikeln i allménhet dr néra 0. I sjilva verket &r partikeln sillan nédra O och
en stor del av tiden langt fran 0, d&ven i en symmetrisk slumpvandring! Se Avsnitt 4.5. O

Anm 4. Man kan visa att dven den symmetriska slumpvandringen i tva dimensioner aterkom-
mer till origo med sannolikhet 1, medan diremot i tre dimensioner sannolikheten dr ~ 0.35. [

Problem 3. Lat p # ¢. Bestdm fordelningen for Y = # aterkomster till 0. Beridkna E(Y). [

3 Spelarens ruinproblem

Apan och stupet kan uppfattas som att vi placerat en absorberande barridri x = 1 (eller z = k).
Om man studerar tva absorberande barridrer pa var sin sida om startpunkten kan man l6sa
Spelarens ruinproblem (Gambler’s ruin):

Tva spelare, A och B, spelar ett spel med oberoende omgangar dir, i varje omgang, en av
spelarna vinner | krona av motstandaren; A med sannolikhet p och B med sannolikhet g = 1—p.
A borjar spelet med a kronor och B med b kronor. Spelet slutar nédr ndgon av spelarna blivit
ruinerad.

3.1 Absorptionssannolikheter

Vad blir spelarnas ruinsannolikheter?
Detta motsvarar en slumpvandring dér partikeln startar i O och absorberas i tillstanden b och
—a, eller, ekvivalent, startar i a och absorberas i 0 och a + b.
Lat
Ay, = P(A vinner da han har k kronor).

Da giller Ag = 0, Ay1p = 1 och vi soker A,. Betinga!
Ap=p-App1+q- Ap-1. )

Denna homogena differensekvation kan man l6sa genom att bestimma nollstéllena till det
karakteristiska polynomet

1
z:p-22+q@z2—7-z+g:(),
p p



med I6sningar z; = 1 och zo = ¢/p. (Jamfor med (1).) Detta ger, for p # ¢, foljande allmidnna
16sning till (2)
— k q.r
Ap=0C1-1 +Cg-(]—9) ,

dir konstanterna C7 och C5 bestdms av randvillkoren.
Apg=0=C1+Cy =0,
Aup =12+ Co()™ =1,

sa att
-1
Cl = 4(%)(1_’_17 — 17
1
C2 = 4(%)(1_'_17 — 17
och
A= (g)’“—i(%)k_1
O N e N
(Z)—1
Ag= .
(G —1

For p = ¢ far vi differensekvationen
1 1
A, =-A —Ap_1.
B = 5k + 5 k=1

Det karakteristiska polynomet z? — 2z + 1 har dubbelroten z; = z3 = 1. Vi behover dirfor
ytterligare en 16sning. Ay = k fungerar, sa att

Ak:01-1k+02~k.

A0:0$01:0,

1
Agip=1=Co = )
o 2 a+b
sa att
k
AL =
AT
a
A, = .
a+b

Vi har alltsa visat

Sats 4. Sannolikheten att A ruinerar B (partikeln absorberas i = b) dr

(@ -1
p 1
(Dot —1 WP 7 2
Ag =4 P
a 1
a+b omp=y



Anm 5. ¢ = +00, b = 1 svarar mot Apan och stupet. P; = P(apan faller utfor stupet) =
lim, o P(A vinner). For p = ¢ far vi

a

P1 = lim =1
a—oo a+ 1
och for p # ¢
Iye —1 1 omp>

Py = lm (e(z’;jﬂ 1 {p b

P q omp < q
O
Exempel 1. Betrakta en symmetrisk slumpvandring pa punkterna 0, 1, ..., n, beldgna pa pe-

riferin till en cirkel; se Figur 2. Slumpvandringen startar i punkten 0. Man inser létt att, med
sannolikhet 1, alla punkter kommer att besokas. (Varfor?)

Vad dr sannolikheten att punkten k (k = 1,...,n) dr den sista som besoks?
Innan k besoks maste nagon av k — 1 och k + 1 bestkas. Betrakta tidpunkten da detta sker for
forsta gdngen. P4 grund av symmetrin kan vi anta att det da 4r £ — 1 som besoks. Att & &r den
sista punkten som besoks betyder att k£ 4+ 1 maste besokas fore k& och detta kan bara ske genom
att slumpvandringen gar medsols fran £ — 1 till £ + 1 innan den bestker k. Sannolikheten for
detta dr densamma som ruinsannolikheten for en spelare som har n — 1 kronor och méter en
motstandare med 1 krona, dvs. 1/n. Vi har alltsa visat det 6verraskande resultatet att

1
P(k besoks sist) = — fork =1,...,n.
n

k+1

k—1

n—e 1

Figur 2: Slumpvandring pa en cirkel

Exempel 2. Betrakta en symmetrisk slumpvandring och ett tillstand a > 0.

Lat Y, = "#besok i a innan slumpvandringen aterander till 0”. For att a ver huvud taget ska
besokas maste forsta steget gé at hoger, s att P(Y, > 0) = 1 - P(Y, > 0[S; = 1). Den
betingade sannolikheten dr vinstchansen for en spelare med 1 krona som spelar mot en motstan-
dare med a — 1 kronor, dvs. P(Y, > 0|S; = 1) = 1 sdatt P(Y, > 0) = . P4 liknande siitt
kan vi berdkna P(Y, = 1|Y; > 0). Betrakta namligen slumpvandringen da a besoks, vilket vi
vet intriaffar om Y, > 0. For att detta ska vara det sista besoket i a, fore ndsta besok 1 0, krivs att

det forsta steget gér 4t vénster, sd att P(Y, = 1Y, > 0) = 3-P(0 nés fore a vid startia—1) =



% : % = ﬁ Samma situation uppstar vid varje besok i a, sa att Y,|Y, > 0 &r ffg(1/2a) och
P(Y, > 0) = 1/2a. Detta ger att
E(Y,) =~ 2 =1
= — a =
“ 2a

for alla @ > 0! (Detta géller pa grund av symmetrin dven for negativa a.)
Vi har alltsa visat nagot mycket 6verraskande:
Mellan tva besok i 0 kommer den symmetriska slumpvandringen att gora i genomsnitt 1 besok
i alla andra tillstand!
For att detta ska vara mojligt maste rimligen Fy = oo, vilket ocksa visades i Sats 3. O

Problem 4. Utnyttja Sats 1 for att visa att, for alla p, a och b, spelet kommer att ta slut med
sannolikhet 1. 0

Problem 5. Antag att Du har 10 kronor och din motstandare har 100 kronor. Du far chansen
att vilja att spela med insatsen 1, 2, 5 eller 10 kronor per omgang. Hur ska Du vilja, och vad
blir dina vinstchanser, om din vinstchans i ett enskilt spel dr

a)p=0.5, byp=04, ¢c)p=0.8. O

3.2 Absorptionstider
Hur lang tid tar det innan nagon blir ruinerad?
Lat
Y, = "# aterstaende spelomgangar da A har k kronor”,
Ej, = E(Y},).
Betingning ger da
Epx=14+p-Ex41+q- Ep-a, (3)

med
Ey=FE.,.p,=0.

Ekvation (3) dr en icke-homogen differensekvation. For att 16sa den behover vi dels 16sa
motsvarande homogena ekvation, som ovan, men ocksa hitta en partikuldarlosning till den in-
homogena.

Vi borjar med det symmetriska fallet (p = ¢ = 1/2). Differensekvationen &r da

1 1
Ey=1+4-E = By
k +2 k+1+2 k—1)

med homogen 16sning A + B - k. En partikulirlosning dr —&2, sa att den allminna 16sningen &r
Ey=A+B-k—k.
Randvillkoren ger A = 0 och B = a + b, sa att

Eyx=Fk-(a+b—k),
E,=a-b.



I det asymmetriska fallet 4r den homogena 16sningen, som tidigare, A + B - (¢/p)* och en

partikuldrlosning ges av k/(q — p), vilket ger den allménna 16sningen

k
Ek:—+A+B-(%)"".

Genom att utnyttja randvillkoren kan vi bestimma
a—2b
(a— P (D —1)°
B=-A.

Inséttning i (4) ger
Sats 5. Forvintade antalet spelomgangar tills ndgon av spelarna ruinerats dr

a-b Omp:q:%,

[))a—‘rb_l omp # g.

Exempel 3. I ett rittvist spel med a + b = 100 far vi
a b A, E,
1 99 1/100 99
2 98 1/50 196
5 95 1/20 475
10 90 1/10 900
20 80 1/5 1600
25 75 1/4 1875
50 50 12 2500

Problem 6. Beridkna motsvarande tabell som i Exempel 3 da
a)p=0.6, b)yp=20.2.

Problem 7. For vilket viarde pa ¢ maximeras/minimeras F, nér a + b = 100 och

ayp=0.4, b)yp=0.28.

“

O]

Problem 8. Betrakta slumpvandringen i Exempel 1 och 14t £}, = # steg tills x = k besoks for

forsta gangen. Beridkna Fy, fork =1,...,nda
ayn=2, bpn=3, c)n=4.

O]

Problem 9. Lat i Exempel 1, P(motsols) = p och P(medsols) = ¢ = 1 — p. Visa att, for alla

0 < p <1, med sannolikhet 1, alla punkter kommer att besokas.

10
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3.3 Reflekterande barriirer

Vi har hitills studerat absorberande barridrer. Man kan ocksa tinka sig reflekterande barricirer.
Att a dr en reflekterande barridr innebir att sa fort man kommer till x = a atervdnder man i
nésta steg med sannolikhet 1 till den foregaende positionen. Med tva reflekterande barridrer i
a och b, a < b, finns bara b — a + 1 tinkbara tillstdnd, och alla kommer att besdkas ozndligt
manga ganger (om0 < p < 1).

Exempel 4. Lat O vara en reflekterande barriér, dvs. P(S,+1 = 1|S, = 0) = 1. Betrakta en
symmetrisk slumpvandring med Sy = 0 och lat

E;\, = E(tiden att ga fran j till k).

Da giller
Ep1 =1,
1 1 3 1
Eio=1+—--Eya=14+—--(E Eiy)==-+--F
1,2 +2 0,2 +2 (Eo1 + Er2) 2+2 1,2
sd att By o = 3 och Epo = 14 3 = 4. P4 samma siitt ser vi att
1 1 5 1
Fys=14+—--Ei3=1+—--(FE Ey3)=—-+--F
2,3 +2 1,3 +2 (Erp+ Ea3) 2+2 2,3

sd att Fp 3 = 5 och Ey3 =4+ 5 =9. Det giller uppenbarligen, for k = 1,2, 3, att

Ep 1p=2k—1
Eo = k2.

Antag att detta giller for k& < n. Da far vi

Eppir =1+ % Boipg1 =1+ % (Bntn + Enps1) =1+ 2"2_ Ly % Bt
= 2”;—1 —i—%-E,mH =2n+1,
Eont1=Eon+ Enpi1=n*+2n+1=(n+1)>%
Vi har alltsa visat att, for n > 1,
E, 1p=2n-1
Eon = n?,
O

Problem 10. Bestidm rekursiva uttryck for £,,_1, och Ey , i det allménna fallet (0 < p < 1).
Visa att F,, < oo for allan > 1. Vad blir Eq o uttryckti p? OJ

4 Vigrikning
Infor hindelserna

F,, = "partikeln befinner sig i O efter n steg”,

G, = "partikeln aterkommer till O for forsta gangen efter n steg”

11



och motsvarande sannolikheter

gn = P(G,).

Observera att partikeln bara kan atervinda efter ett jaimnt antal steg sa att

font1 = gont+1 = 0.

For jamna n maste partikeln ha tagit lika manga steg at hoger och at vénster, sa att

2n\ ,, n
f2n:< )pq-
n

Ett sétt att bestimma g,, dr att rdkna végar. Detta underldttas om man illustrerar slump-
vandringen genom att plotta talparen (n, .S, ), se Figur 3.

A Sn

Sy

Figur 3: Plottad slumpvandring

Anm 6. Hir anges tiden ldngs z-axeln och partikelns forflyttningar till hoger och vénster svarar
mot steg uppat och nedat i figuren. O

Observera att varje vig som innehéller h steg at hoger (uppat) och v steg at vénster (nedat)
har sannolikhet p” - ¢V, sa att det ofta ricker att rikna antalet sidana for att bestimma 6nskade
sannolikheter.

Om vi t.ex. vill bestimma

fn(a,b) = P(partikeln gar fran a till b i n steg),

sa giller det att
h+v=mn och h—v=b—a,
dvs.
n+b—a n+a—>o

h=——g— och v=""p—, )

sd att

om vi definierar

ndr A inte dr ett heltal.

12



Problem 11. Utnyttja Stirlings formel
n! ~V2rnn"e "

for att visa att, for p = ¢ = 1/2, giller
oo

1
a) fan — 0 ndr n — oo, b)nz:;fén =00 0 fan~
Ledning: CGS kan vara anvdndbar! O
Problem 12. Vad blir f5,, for en symmetrisk tvaddimensionell slumpvandring? O

4.1 Spegling
For att bestimma g,, infor vi
Np(a,b) = # vigar fran a till bi n steg,
N7%(a,b) = # vigar fran a till b i n steg som inte besoker 0 pa viigen,
NY(a,b) = # vigar frin a till b i n steg som besoker 0 pa vigen.

Observera att, med h och v som i (5), foljande giller

Nn(a’7 b) = <Z>7
Ny (a,b) = N%(a,b) + N7%(a,b),

N7%(a,b) =0 om a och b har olika tecken,
N®%(a,b) = N,(a,b) om a och b har olika tecken.

For att berikna
gon = N32(0,0) - p" - ¢"

riacker det alltsa att bestimma N;LO(O, 0). Notera att
0 0 0 0 0
NZ(0,0) = N34 (1,0) + N3y (<1,0) =20 N,y (1,0) = 22 N7, (1, 1),

For att bestimma N;;(LQ(L 1) kan man anvinda foljande eleganta speglingsresonemang; se
Figur 4.
Varje vig fran 1 till 1 som besoker 0 kan, genom spegling av borjan av vigen, fram till forsta
0-besdket, overforas i en vig fran —1 till 1 med lika manga steg.
Alla végar fran —1 till 1 méste besoka 0!

Foljaktligen giller

Ngn—?(lv 1) = Ngn—2(_17 1) = NQn—Q(_17 1)7
N7 5(1,1) = Nop—o(1,1) = N9,_5(1,1) = Nay_a(1,1) — Nay_a(—1,1)

-(5) - () =G0 0-5) =265

1/2n—2 1 2n
NZ2(0,0) =2 N2 ,(1,1) = 2= —
20 (0,0) 20-2(1,1) n\n-—1 2n—1\n )’

Detta ger

sa att vi har visat

13
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Figur 4: Spegling

Sats 6. For n > 0 giller
1

2n —1

f2n'

Gon =
Speglingsprincipen géller allménnare 4n vad vi har utnyttjat.
Sats 7. (Speglingssatsen) For a > 0 och b > 0 giller
NO(a,b) = No(—a,b),
N7%a,b) = N,(a,b) — Ny(—a,b).
Bevis: Visas pa samma sitt som ovan. O

Anm 7. Speglingssatsen giller d&ven om n har fel paritet i férhéllande till a och b eftersom alla
uttryck i satsen da #r lika med 0. O

4.2 Ballot-problemet
Om a = 01 Speglingssatsen far vi

Sats 8. (Ballot-satsen) For b > 0 giller

N70(0,b) =

b
2 N, (0,b).
Z - Na(0,0)

Bevis: Lat h = ”TH’ ochv = ”be vara antalet steg till hoger resp. vinster som krévs for att ga

frén 0 till b i n steg. DA giller N,,(0,b) = (}}) och

N72(0,b) = N7° (1,b) = Ny_1(1,b) — Np_1(—1,0)
G- =0)- G0 -0+
0

Satsen har fatt sitt namn fran f6ljande klassiska sannolikhetsproblem, The Ballot Problem:

14



Exempel 5. I ett val med tva kandidater far kandidat A totalt a roster och kandidat B totalt b
roster, ddr a. > b. Vad ar sannolikheten att A ir i ledningen under hela rostsammanrékningen?
Om vi antar att rosterna riknas i slumpmaéssig ordning ges svaret direkt av Ballot-satsen:

N72.(0,a—b s
P(A leder hela tiden) = ngo b; - —
a+b [} a — a

O
Exempel 6. En variant av Ballot-problemet ér:
Vad éar sannolikheten, dd a > b, att B aldrig leder under sammanrakningen?
Vi vill alltsa veta
1 0
NZS(0,a - b) = N7 (1,a +1 - b).
Enligt speglingssatsen géller
N7 (1,a+1-b) = Nyyp(La+1—b) — Nopp(~1,a+1—0)
_(a+b a+b a+b (1— b )
N +1 a a+1
a+ b a+1l-b a+1-0
= : = “Ngip(0,a —b
(" ) =y (WL
sa att
a+1—0>
P(B aldrig leder) = ———.
(B aldrig leder) p
Speciellt giller att, om a = b, sé dr
P(B aldrig leder) = .
(B aldrig leder) o
O

Anm 8. Ballot-problemen &r rent kombinatoriska och svaren beror inte av p (och ¢). Detsamma
giller vid slumpvandring om vi betingar med avseende pa slutpunkten S,,. I sjidlva verket kan
vi skriva Ballot-problemen som

a—>b
PS>0, fork=1,....a+b—1|Syp=a—b) ="
(k> , 10T ) @+ ‘ +b=0a ) >

a+1-0b
P(Sp >0, fork=1,...,a+b—1|Sepy =a—b) = 2~ "7
(Sk—()? or ) , 0+ ‘S-i-b a ) a+1

4.3 Rekurrens

For nista resultat behover vi ytterligare nagra beteckningar. Vi utgar som tidigare fran att
So =0.

Nfoz#véigaravléingdnmedsk #0fork=1,...,n,
N0 = # viigar av lingd n med S, > 0fork =1,...,n.
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Sats 9. For n > 0 giller

2n
NZ0 = Ny (0,0) = (n)

For den symmetriska slumpvandringen géller
(i) P(Sp#0,k=1,...,2n) = P(S2, =0),
(i) P(Sg>0,k=1,...,2n) = = - P(S9, =0),
(tit) P(Sp>0,k=1,...,2n) = P(S2, =0).

N

Bevis: En vig som aldrig besoker O dr endera hela tiden positiv eller alltid negativ.

N3Y =2-N30=2-3" N3 (0,2r).

r=1

Med samma resonemang som vid beviset av Speglingssatsen far vi, for » > 0,
NZ2(0,2r) = Nop_1(1,2r) — Nop_1(—1,2r) = Nop_1(0,2r — 1) — Nop_1(0,2r 4 1),

sa att

n

> NZ(0,2r) = (N20-1(0,1) — Nop—1(0,3)) + (N2n—1(0,3) — Nap_1(0,5)) + . ..

r=1

+ (Ngn_l(o, 2n — 1) — Ngn_l(o, 2n + 1))
1
= Ngn,l(O, 1) — Ngn,l((), 2n + 1) = Ngn,l((), 1) = 5 . Ngn(o, 0)

(i) foljer direkt av detta eftersom, i en symmetrisk slumpvandring, alla vigar av langd 2n har
samma sannolikhet.
(ii) foljer av att

P(Sl#o,...,SQn#O):P(Sl>0,...,Sgn>0)+P(51<0,...,52n<0)

och att de tva fallen ir lika sannolika.
For att visa (iii) observerar vi att

P(Sl >0,...,52n>0):P(51=1,52>0,...,82n>0)
:P(Sl:1)'P(S2>07...,S2n>0‘51:1)

1
=§'P(52—S120753—5120,---,5%—5120)
1

P(Sl 207"'752717120)3

[\

men eftersom 2n — 1 dr udda s giller
Son-1 2> 0= Sop—1 > 1= 59, >0,

sa att, med hjilp av (ii),

1
§~f2n:P(Sl>0,...,SQn>O): P(Slzo,,SQHZO)

N
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Anm 9. For en symmetrisk slumpvandring giller alltsa att

P(aldrig atervianda till 0) = lim P(S, #0, k=1,...,2n) = lim P(Sy, =0)
n—oo

n—oo

= lim f5, =0, (se Problem 11).
n—oo

O

Den foregaende satsen gav ett uttryck for P(S; # 0,...,S5, # 0) for en symmetrisk
slumpvandring. Allmént giller

Sats 10. (i) For £ > 0 giller

P(S;>0,...,8,-1 >O,Sn:k:):§-P(Sn:k:).
(i) For k # 0 giller
P(S1#0,...,5,1 7A0,sn:k):’:‘.P(5n:k).
(iii)
P(S1#0,...,8,#0) = E(Lf”').

Bevis: Bade (i) och (ii) giller trivialt om P(S,, = k) = 0. Antag dérfor att & &r sadant att

P(S, = k) = N,(0,k)-p" - ¢" > 0, dir
n+k

= och
2

—k
V= ar heltal.

(i) foljer da direkt av Ballot-satsen efter multiplikation med p” - ¢V och (ii) pa grund av sym-
metrin, eftersom

N7°(0,k) = N7°(0, —k) och
N, (0,k) = N, (0, —E).

Summering av (ii) 6ver alla k # 0 ger (iii). ]
Sats 9 kan ocksa anvéndas for att ge ett alternativt uttryck for forstapassagesannolikheten
9on = P(Ty = 2n), dér Ty = "tidpunkten for forsta aterbesoket i 0” = min{n > 1: S, = 0}.

Sats 11. For en symmetrisk slumpvandring giller
9on = fan—2 — fon.
Bevis: Sats 9 sdger att
P(Ty >2n)=P(Sp #0, k=1,...,2n) = P(Sa, = 0) = fon,
vilket ger att

gon = P(Ty = 2n) = P(Tp > 2n — 2) — P(Tp > 2n) = fop—2 — fon.
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Anm 10. Eftersom fy = 1 och fo, — 0dd n — oo ger satsen att, for den symmetriska
slumpvandringen,

P(nagonsin aterkomma till 0) Z Gon = Z fon—2 — fon)
n=1

=(fo—f2) (fo=fi)+--=fo=1

O]
Ytterligare ett samband mellan { f,,} och {g,,} ges av
Sats 12. For en godtycklig slumpvandring giller
n
fon = ZQQT - fon—2r.
r=1
Bevis: Betinga med avseende pa forsta aterkomsten till 0, Tp.
fan = P(Sa, = 0) ZP To = 2r) - P(S2, = 0|Tp = 2r)
= ZQ% - P(San — Sar = 0[Tp = 2r)
n n
= ZQZT ’ P(SQn—ZT = O) = 2927’ * fon—or.
r=1 r=1
O
Ett annat anvédndbart trick for att analysera slumpvandringar dr tidsomvindning.
Eftersom { X} } &r olf s har vektorn (X1, Xo, ..., X,,) samma fordelning som vektorn
(Xn, Xn-1,-..,X1) och dirav foljer att (S, Sa,...,S,) har samma fordelning som
(erXn +Xn—17--~7Xn + - +X1) = (Sn - STL—17S’VL - Sn—Qa- . 7Sn)
Lat T}, = "tidpunkten for forsta besoket i b” = min{n > 1: S, = b}.
Sats 13. For b > 0 giller
b "
PTy=n)=—-P(S,=0), forn=0b,b+1,...
n
Bevis: Genom att utnyttja tidsomvéndning far vi
P(Tb: ) P51<b52<b Sn_1<b,Sn:b)
P(S > 51,5, > SQ,...,Sn > Sn_1,5, = b)
=P(S, —Sp-1>0,...,8,— 5 >0,5,=0)
b
:P(Sl >O>"'7STL—1 >07Sn:b) = gP(Sn:b%
enligt Sats 10 (). ]
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Anm 11. Med hjilp av satsen kan man berdkna

o oo b
P(Ty>n)= > PTy=k = Y. 2 P(Sk=1)
k=n+1 k=n+1

och dérigenom
[e.9]
E(Ty) =) P(T, > n).
n=0

Vi vet sedan tidigare att E(T) = b - E(T7), sa det récker att berikna F(77). O

4.4 Maximum
Lat M,, = max(Sp, S1,...,Sy). Vilken fordelning har M, ?
Lemma 1. For en symmetrisk slumpvandring giller

P(S, =b) omb>r,

P(M, >r,S,=0b) =
P(S,=2r—>5) omb<r.

Bevis: Den forsta delen foljer direkt av att M,, > S,,. Antag dirfor att b < r. Genom att spegla
slutet av vigen, fran och med sista besoket i r, i linjen y = r ser vi att # végar av lingd n med
M,, = roch S,, = b irlika med # vigar av lingd n med S,, = 2r — b; se Figur 5. Lemmat foljer
av att alla vigar av lingd n har samma sannolikhet for en symmetrisk slumpvandring. 0

A Sy

2r—>b o )

y

Figur 5: Spegling for maximum

Sats 14. For en symmetrisk slumpvandring giller, for r > 1,

P(M,, >r)=P(S,=r)+2P(S, >r),
P(M, =r)=P(S,=r)+P(S, =r+1) =max(P(S, =r), P(S, =r+1)).
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Bevis: Enligt lemmat géller

P(Mp>7)=Y P(My>7,8S,=b=> P(Sy=b+Y P(Sy=2r—0b)
b>r b<r
=P(Sy>71)+ Y _ P(Sp=k) =P(Sy >1)+ P(Sy > )
k>r
=P(S,=r1)+2P(S, >r).

Vidare giller
= P(S, = 7“) + 2P(S > r) (P(Sp=r+1)+2P(S, >r+1))
=P(S,=r)+2P(S,=r+1)—P(S,=r+1)
=P(S,=r)+P(S,=r+1) =max(P(S, =r),P(S, =r+1)),
eftersom endast en av P(.S,, = r) och P(S,, = r + 1) kan vara skild fran 0. O

4.5 Arcsinus-lagen

Vi ska visa att tva stokastiska variabler med anknytning till symmetrisk slumpvandring har
samma fordelning, den s.k. arcsinus-fordelningen.
Betrakta en symmetrisk slumpvandring {.S,,} med Sy = 0.
Lat som tidigare f,, = P(S,, = 0).
Definiera Y2,, = max(k < 2n : Sy = 0), som &r vildefinierad eftersom Sy = 0, och
aon(2k) = P(Ya, = 2k). DA giller

Sats 15. For0 < k < n,

a2n<2k) = P(YVQn = 2k) = f2k : f2nf2k’-

Bevis:
P(Yap = 2k) = P(Sar = 0, Sops1 # 0, .., Son #0)
= P(So,, = 0) - P(Sop+1 # 0, ..., S2, # 0]|S9, = 0)
= P(S21,=0)-P(S1#0,...,S% 2 #0)
= P(Sor =0) - P(S9,_2r =0) (Sats 9 (i)
= fok  fon—2k-

Anm 12. Namnet arcsinus-férdelningen kommer av att
2 . o
P(Yy, <2xn) ~ = -arcsiny/z, dan — oo.
s

For att se detta kan man utnyttja Stirlings formel

nl~n" - e "V2mn,
for att visa att, for stora k,
1
k ~ ———, (SeProblem 11c.)
f2 —
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och att darfor

1 k
a2n(2k) ~ f(*)y
dar ]
flz) = , O<a<l.
my/z(l — x)
Detta ger att
x
P(Yan <2xn) = Y agu(2k) ~ =+ Y f(=)~ [ f(t)dt="=-arcsin /.
k<zn k/n<z 0 T
Tithetsfunktionen f(x) = \/% finns plottad i Figur 6. O
™ x(1l—x
5
a
=
>
1
o O.4 o.z2 oO.3 oO.4a o.5 O.6 O.7 o.8 0.9 a
Figur 6: Plot av f(z) = ———

Anm 13. Den exakta fordelningen, v, (2k), brukar kallas den diskreta arcsinus-fordelningen.
Den ir, liksom den kontinuerliga, symmetrisk kring mittpunkten, & = n/2, dir den ocksa har
sitt minimum. Maximum antas for £k = 0 och &k = n. ]

Anm 14. En méhidnda 6verraskande egenskap hos den symmetriska slumpvandringen, som
foljer av arcsinus-lagen, dr att om vi har singlat slant 2n ganger och #r intresserade av nér vi
senast hade lika manga krona och klave sa dr det mest troligt att det intriffade endera alldeles
nyligen, eller alldeles i borjan av forsoket.

Om t.ex. n = 1000, dvs. vi har singlat 2000 ganger, sa dr

2
P (Y2000 < 200) ~ — arcsin v0.1 = 0.205,

2
P(Yaoo < 20) ~ = - arcsin v/0.01 = 0.064.

s
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Det finns ocksa en arcsinuslag for uppehallstider. Vi siger att slumpvandringen &dr positiv i
tidsintervallet (k, k 4+ 1) om Si > 0 eller Si11 > 0. (Naturligt; se Figur 3.)
Lat Z, = ”# positiva tidsintervall mellan 0 och 2n”. Da antar Zs,, alltid ett jamnt vdrde och
vidare géller

Sats 16. For 0 < k < n,
P(Zan = 2k) = a2, (2k) = for - fon—2k-

Bevis: Lat by, (2k) = P(Zay = 2k).
Vi vill visa att ba,, (2k) = aop,(2k) forallan och 0 < k < n.
Enligt Sats 9 (iii) géller

an(2n) = P(Sk > O,k = 1,...,2n) = an = fgn 'f07
sa att satsen giller for & = n. Av symmetriskil giller ocksa
b2n(0) = P(Sp <0,k =1,...,2n) = fo,

sa att den ocksa giller for k£ = 0.
Det aterstar alltsa att visa att

bon(2k) = on(2k)(= for - fon—2x) forallanoch0 < k < n. (6)

Om Zs, = 2k, dir1 < k < n — 1, maste So, = 0 for nagot r, 1 < r < n — 1, dvs.
To < 2n. Tiden fram till T} tillbringas med lika stor sannolikhet pa den positiva sidan som pa
den negativa. Betingning m.a.p. Ty gerda, for 1 < k <n —1,

ban (2K) ZP Ty = 2r) - P(Zan = 2k|To = 2r)

n—1
1
—ZQQT"* ZQn 2r—2]€ +2927 i'P(ZQn_QTZQk—QT‘)
r
1 1 n—1
= 5 : 2927’ . b2n—2r(2k) + 5 . Z gor - b2n—2r(2k — 27’)
r=1 r=1

Observera att by, —o,(2k) = 0 om k > n — r och att ba,,_9,(2k — 2r) = 0om k < r, sa att

n—k
1
ban(2K) = 2 D gor  ban2p(26) + Zgzr bon—or (2K — 2r). %)
r=1 r=1

Vi ska utnyttja (7) for att visa (6) med hjilp av induktion. For n = 1 giller (6) trivialt. Antag
att (6) giller for n < m. Da &r

m—k k
b2m(2k) - 5 ZQQT b2m 2r(2k ZQQT b2m 2r(2k—2r)
r=1 =
1 m—k
=3 g2r - fok + fom—2r— 2k+* Zgzr fok—2r - fom—2k
r=1
1
=5 Ja ZQQr Jom—2r— 2k+* fom—ak - Zgw fok—2r.

r=1
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Enligt Sats 12 giller

k

> gor - fak—ar = fors

r=1
m—k
> 9o Fa(m-t)—2r = fom—2k,
r=1
sa att

1 1
bom (2k) = 3 for - fam—2k + 3 fom—2k - for = for - fam—2k = 0om (2k).
O

Anm 15. Betrakta tva spelare, A och B, som spelar ett rittvist spel, ddr bada kan vinna en krona
av den andre med sannolikhet 1/2. Manga tolkar nog Stora talens lag intuitivt som att i det langa
loppet kommer bada spelarna att vara i ledningen ungefar halva tiden. Detta ir inte korrekt!
Arcsinus-lagen for uppehallstider ger att, efter manga spelomgangar, det géller att

-arcsinv1 — z,

-arcsin V0.2 = 0.295,

P(A leder minst andelen x av tiden) =

P(A leder minst 80% av tiden) =

SN

P(nagon leder minst 80% av tiden) = 2 - — - arcsin V0.2 = 0.59,

P(nagon leder minst 90% av tiden) = 2 - — - arcsin V0.1 = 0.41,
P(nagon leder minst 95% av tiden) = 2 - — - arcsin v 0.05 = 0.29,

-arcsin v0.01 = 0.13,

EERENERENEREN RN

P(négon leder minst 99% av tiden) = 2 -

S Blandade problem

Problem 13. Betrakta en slumpvandring med p < 1/2, som vid tidpunkt & befinner sig i
position a < m. Berdkna den betingade sannolikheten att den vid tidpunkt £ 4 1 befinner sig i
position a + 1 (eller i @ — 1) givet att den kommer att besoka tillstandet m i framtiden. O

Problem 14. Lat Tj, vara definierad som i Avsnitt 2.2, och p > 1/2.

a) Visa att
4pq
Var(1p1) = .
oy (p—aq)?
Ledning: Studera E(T%) och betinga.
b) Vad blir Var(7p,) for a > 0? O

Problem 15. Betrakta en spelare, med vinstsannolikhet p i ett enskilt spel, som startar med a
kronor mot en odndligt rik motstandare. Vad &r sannolikheten att det tar a + 2k spelomgéangar
innan han ruineras? O
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Problem 16. Visa att det finns exakt lika manga végar (x,y), som slutar i (2n + 2,0) och for
vilkay > 0 for 0 < z < 2n + 2, som det finns végar som slutar i (2n,0) och for vilkay > 0
for 0 < x < 2n. Visa ocksa att detta, for en symmetrisk slumpvandring, medfor att

P(5120,...,52n,120,52n20)22-ggn+2. D

Problem 17. Visa att sannolikheten att en symmetrisk slumpvandring fére tidpunkten 2n ater-
kommer exakt r ganger till O dr densamma som sannolikheten att Sy, = 0 och att den dess-
forinnan aterviant minst  ganger till 0. O

Problem 18. En partikel flyttar sig endera fva steg at hoger, med sannolikhet p, eller ett steg at
vinster, med sannolikhet ¢ = 1 — p. Olika steg dr oberoende av varandra.

a) Om den startar i z > 0, vad &r sannolikheten, a, att den ndgonsin kommer till 0?

b) Visa att a; &r sannolikheten att, i en f6ljd Bernoulliférsok som lyckas med sannolikhet p,
antalet misslyckade forsok nagonsin Gverstiger dubbla antalet lyckade forsok.

¢) Visa att, da p = ¢,
VEo1 -

a] = .
2
Problem 19. Visa att, for en symmetrisk slumpvandring som startar i 0, sannolikheten att det
forsta besoket i Soy, intriffar i steg 2k dr P(So, = 0) - P(S2,—2r = 0). O

Problem 20. (Banachs téndsticksproblem)

En person har i var och en av sina tva fickor en tidndsticksask med n tdndstickor i varje. Nar han
behover en tidndsticka viljer han slumpmaéssigt en av askarna, dnda tills han patréiffar en tom
ask. Lat, nir detta intriffar, R = # stickor i den andra asken.

a) Berikna F(R).

b) Om a) dr for svart; uppskatta F(R) for n = 50 med hjilp av simulering. U

Problem 21. L4t i en tvidimensionell symmetrisk slumpvandring, startande i origo, D2 =
22 + 42, dir (z,, y,) dr partikelns position efter n steg.

Visa att E(D2) = n.

(Ledning: Studera E(D2 — D2 _,).) O

Problem 22. Visa att en symmetrisk slumpvandring i d dimensioner med sannolikhet 1 kommer
att atervinda till en redan besokt position.

(Med sannolikhet 1 sker detta dessutom o#ndligt manga ganger.)

(Ledning: 1 varje steg &r sannolikheten att na en ny punkt hogst (2d — 1)/(2d).) O
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