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Prolog

1. Den nya skapelseberattelsen

Den varld vi lever i ar ett resultat av saval naturliga processer som av méansklig
aktivitet. Var bild av den &r daremot en rent mansklig skapelse.

Som barn undrade vi:” Hur var varlden innan jag fanns?” Medan vi vaxer upp
far vi olika svar pa denna och liknande fragor genom att vi far del av de vuxnas
erfarenheter. Sa smaningom borjar vi ana att virlden har funnits lange — lange.
Men hur lange och hur borjade det?

Denna fraga tycks alltid ha funnits med oss. I alla kulturer och hos alla
primitiva folk vi stott pa och lart kdnna sa har det funnits skapelseberéttelser.
Dessa har grundats pa erfarenheter och spekulationer. Hos isolerade kulturer som
format sin véarldsbild och sin skapelseberéittelse endast utgaende fran sina egna
erfarenheter har det 6vernaturliga, gudar och onda eller goda andar spelat en stor
roll. Samtidigt har den varld de forestallt sig varit ganska liten. Det viktigaste
har varit att forklara det egna folkets uppkomst i en (mdjligen) evig varld. Ju
mer erfarenheten och kunskapen vuxit, ju storre har véarlden blivit och ju mer har
skapelseberattelsen behovt forklara.

Idag har vetenskapen givit oss en skapelseberattelse mer fantastisk &n nagon
tidigare. Varlden bestar inte langre av den mark vi lever pa, inte av det land vi
lever i, inte ens av den jord vi lever pa, utan varlden bestar av ett universum som
inte ar oandligt men som istallet ar ofattbart stort. Det ar ett universum som inte
har funnits i all evighet men det har funnits sa lange att vi inte kan forsta det.
Anda har vi ett matt. Universum har funnits i 15 miljarder ar — eller kanske nagra
miljarder ar langre. Universum uppstod av en slump i en stor sméll — Big Bang.!

Detta ar en skapelseberéttelse som vara forfader aldrig, ens i sin vildaste fantasi
skulle ha kunnat forestélla sig. Samtidigt &r det en skapelseberéttelse som har
ett svar pa foljdfragorna. ”Vad fanns innan allt detta skapades och vad finns
utanfor virlden?” Vetenskapens fantastiska och obegripliga svar &r att 'fore Big
Bang fanns ingenting — inte ens tiden och utanfér universum finns ingenting —
inte ens tomrummet’.

Aven vetenskapens skapelseberattelse grundas pa erfarenheter och spekulatio-
ner, men dess erfarenheter har vunnits i astronomiska observatorier som har sett
miljarder ar bakat i tiden och spekulationerna har bedrivits pa det sprak som
redan Galilei ansag vara ”naturens eget sprak — matematiken”.

Denna nya varldsbild har vuxit fram pa ungeféir trehundra ar — tre arhundra-
den som varit nagra av de mest omvélvande i jordens historia. Under denna tid har
arten homo sapiens (”den visa ménniskan”!?) férdubblat sitt antal fem ganger och
ar nu talrikast av alla ddggdjur. Ingen plats pa denna jord &r langre opaverkad av
maéanniskan. Fran satelliter, osynliga for oss bevakar hon allt liv pa jorden. Genom
sina elektronmikroskop ser hon in i livets minsta bestandsdelar. Pa en sekund kan
hon sénda ett budskap vart som helst pa jorden. Och om en timme kan hon ha
forintat sig sjalv och utplanat alla spar efter sig.

Hur borjade denna utveckling och vilka var de viktigaste stegen? I detta kapi-
tel ska jag gora ett forsok att kortfattat beskriva ”manniskans utvecklingshistoria”
sasom vi idag ser den.

!Big Bang #r inte den enda vetenskapliga teorin for att beskriva universums uppkomst
och historia, men det ar den teori som som ger den mest typiska skapelse-berattelsen.
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2. Homo Adaptus?

For nagra miljoner ar sedan tvingades en apa som anpassat sig for ett liv uppe
i trdden att leva mer och mer pa marken. Det nya livet var hart och det tycks
ha intraffat manga katastrofer i artens tidiga historia. Resultatet blev en snabb
biologisk utveckling. Hon tvingades rora sig 6ver storre omraden och bara de som
gick och sprang bést 6verlevde. Hon samlade dtbara vixter och de som kom pa
att de kunde béara mer om de anvande ”vidjor” eller ”smidiga rotter” for att binda
om sina bérdor kunde féda upp fler barn. De som var starkare kunde férsvara sina
revir anda tills nagra borjade ”bevapna sig”. De som kunde meddela sig bast med
varann kunde samordna sin verksamhet battre. Pa olika sétt premierades grupper
som gick bra pa bakbenen, som anvande sina hénder, som utvecklade talorganen,
som larde sig av erfarenheten och som téankte. Sa smaningom utvecklades en art
som lart sig den fantastiska konsten att anpassa sig till nya forhallanden. Detta var
den konst hon lart sig, formodligen battre &n nagon tidigare art i jordens historia.
Nagon gang under denna utveckling som kanske tog nagra miljoner ar uppstod
arten manniska.

Som art ar ménniskan resultatet av ett stort antal anpassningar, dar tidigare
arter i utvecklingskedjan i trangda lagen hittat nya nischer for sin 6verlevnad. Som
tradlevande apa hade hon begavats inte bara med tva till gripverktyg omvandlade
framben, utan ocksa med framatriktade 6gon. (Vanligen har jagande djur sina
ogon framatriktade for att med precision kunna bedoma sitt bytes lige, medan
bytesdjuren, vaxtatarna, har storre behov av ett stort synfalt for att i tid kunna
upptéacka sina fiender och darfor har 6gonen riktade at sidorna. Det finns natur-
ligtvis undantag mot denna regel, exempelvis trillar en apa snart ner ur traden
om den inte vet exakt var den ska gripa tag om nésta gren.) Under en (férmodad)
period i eller vid havet tycks hon ha strackt pa sig for att simma snabbare, samti-
digt som hon foérlorade sin péls och lade sig till med underhudsfett. Déar larde hon
sig ocksa att reglera sin andning vilket bidrog till att hon senare kunde lara sig
att tala. Sa smaningom larde hon sig ocksa den nya féormagan att ga pa tva ben,
utan att behova anvanda armarna till stod.

Under utvecklingens gang hade ménniskan féorunnats vissa gavor som tillsam-
mans gav henne unika mojligheter. Hon hade fatt goda 6gon och 6ron med vilka
hon kunde studera sin omgivning och tva precisionsverktyg med vilka hon kunde
fordndra den. Hon hade fatt en mun som inte bara dog till att dta utan ocksa till
att tala. Dessutom hade hon lart sig att samarbeta atminstone i sma grupper.
Sist men inte minst hade hon fatt en férmaga till medvetet tdnkande.

Den nya arten, homo sapiens, ”den visa manniskan” som vi helt blygsamt dopt
oss sjalva till, blev allt framgangsrikare i sin kamp for tillvaron. Hon larde sig att
beharska elden och att tillverka redskap och vapen. Med hjalp av elden kunde
hon tillaga och ata kott och med vapnens hjélp forvandlades hon fran att ha varit
ett jagat till att bli ett jagande djur. Annu effektivare som jégare blev hon nér
hon larde sig att anvinda hundar till hjalp for sin egen jakt. Hon forbattrade
sina bostader och borjade bygga byar. I dessa kunde hon skydda sig mot farliga
rovdjur, sa att allt fler av barnen véixte upp. Med sina vapen och genom att
samarbeta larde hon sig att besegra och déda alla de djur som kunde hota henne
och hennes avkomma. Detta innebar att hon kom att sakna naturliga fiender
som kunde begransa hennes antal, nagot som ledde till att hon som art blev allt
talrikare och att hennes ursprungliga utbredningsomrade blev 6verbefolkat.

Sedan dess har overbefolkningen varit manniskans storsta problem. Allt se-
dan hon blev istand att doda saval de storsta, som de farligaste av djuren i sin

2Den anpassbara méinniskan



omgivning sa ar det tillgangen pa mat som begransat manniskans antal. I manga
isolerade kulturer runt om i vérlden larde hon sig att begransa sitt antal sa att
hon i artusenden kunde bibehalla ett levnadssétt dar hon utgjorde en del av det
ekologiska systemet. I andra delar dar olika kulturer och folkslag standigt mot-
tes uppstod strider som sa smaningom utvecklades till regelrdtta krig. I sadana
delar var en stor befolkning ofta en fordel och det fanns darfor ingen anledning
att begransa fodelsetalet. Darfor har méanniskans antal standigt vuxit. Tillvaxten
var langsam men stadig anda tills industrialismen under de senaste arhundradena
drastiskt andrade hennes livsbetingelser. Sedan dess har utvecklingen skenat ivag
sa att antalet manniskor nu féordubblas pa 40 ar.

Ménniskan ar inte den forsta framgangsrika arten i jordens historia, och hon
ar inte heller den forsta art vars antal endast begransats av tillgangen pa foda,
men hon har férmodligen varit unik i sin formaga att hitta nya fédokallor och 6ka
tillgangen pa mat. Liksom framgangsrika arter fore henne borjade hon naturligtvis
helt enkelt med att Oka sitt utbredningsomrade sa langt som det var mojligt med
de forutsattningar hon hade. Detta innebar for ménniskans del att hon nadde
omraden dar hon riskerade att frysa ihjal under vintern. Men medan tidigare arter i
samma situation endast mycket langsamt kunde 6ka sitt utbredningsomrade genom
att genetiskt anpassa sig till forandrade livsbetingelser, sa kunde méanniskan gora
det genom att istallet anpassa sitt beteende. Istallet for att lagga sig till med pals
sa kladde hon sig i sina bytesdjurs. Detta innebar egentligen att hon anpassade
miljon (i detta fall luften ndrmast kroppen) till sina egna forutsiattningar. Sedan
kunde manniskan erovra jorden.

Det gick inte fort. En familj eller en grupp flyttade en liten bit, larde sig vad
den nya omgivningen bjod av mat och av faror. Efter nagra hundra ar borjade
trakten bli overbefolkad och en ny grupp tvingades dra vidare. Pa det nya omradet
blev det en ny befolkningsokning och ater tvingades nagra att dra vidare.

Genom sin férmaga att hitta nya fodokallor satte hon sig 6ver den levande na-
turens grundlag — den lag som séger att ingen art far bli for talrik. Om rovdjuren
blir fér manga sa far de ont om byten och nér vaxtatarna blir for manga sa foréder
de vaxtligheten.

Men denna lag géllde inte langre méanniskan. Genom att hon larde sig att leva
pa nya fodoamnen kunde hon 6ka sitt antal dven i de centrala delerna av sin vérld.
Da uppstod den situationen att maten inte rackte och det fanns ingenstans att ge
sig av. Kanske upptéckte hon att hennes hundar kunde driva en hel flock vilda
djur, kanske fodde hon upp dédade djurs ungar for att de skulle ge mer mat innan
hon at upp dem. Pa nagot satt upptackte hon att hon kunde tdmja vilda djur. I
hennes byar fanns hons och grisar, runt byarna fanns far och getter. I tusentals ar
kunde hon an en gang oka sitt antal.

Kanske tog det lang tid att utveckla jordbruket. Det kan ha boérjat med
upptéackten att efter en brand sa forandrades floran i den del av skogen som 6ppnats
av elden. Bade hon och hennes betesdjur hittade diar mer av de vaxter de foredrog.
Pa olika satt larde hon sig sedan att gynna de vaxter som hon hade storst nytta
av. Formodligen borjade hon med att rensa ogrias. Sa kanske hon petade fron i
marken. Nar det blev ont om foda blev den odlade maten allt betydelsefullare.
Hon borjade bearbeta jorden med hacka och spade och larde sig mer och mer om
vad som gick bast att odla. Pa de flesta hall minskade skordarna efter nagra ar
och byn fick flytta pa sig. Men i nagra floddalar i Asien och Afrika kom det arliga
oversvamningar som atergav jorden dess kraft. Dér ckade befolkningen alltmer,
byarna véxte, sysselsdttningen differentierades, kampen om utrymmet hardnade.
Ur dessa forhallanden véxte alltmer organiserade samhéllen fram. Hantverket
utvecklades och specialiserades. Handeln blev allt livligare och betydelsefullare.
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Nya klasser uppstod. Héarskarna blev méktigare och fran att ha varit rovare utanfor
samhéllet kunde grupper av beviapnade méan forvandlas till soldater i harskarens
tjanst.

3. Spraket

Forutsattningen for manniskans erévring av vérlden var hennes anpassnings-
formaga. Denna anpassningsformaga var av ett alldeles nytt slag. Den berodde
inte pa att bara de som i nagot avseende var genetiskt battre rustade for den
nya miljon kunde 6verleva och fortplanta sig. Istéllet berodde den pa hennes
uppfinningsrikedom — och pa hennes laraktighet.

Forutsattningen for manniskans laraktighet var barnens skyddade uppvaxt. I
byarna kunde hon lata barnen leva nara syskon, slaktingar och vénner i flera ar.
De kunde dérigenom lara sig mer av sina fordldrar dn nagra andra djurs ungar.
Det viktigaste som barnen larde sig var spraket som kan beskrivas som det bésta
sittet att overfora information som skapats i naturen sedan generna blev till.

Sa smaningom blev maéanniskans liv allt mer komplicerat. Nya miljoer, nya
redskap, och nya fodokéllor stéllde allt storre krav pa samarbete och kommunika-
tion. Darmed tvingades hon att utveckla sitt sprak. Tidigt hade hon lart sig att
formedla sina kanslor med kroppen och ansiktet och vi kan anta att langt innan
vara forfader klivit ner ur trdden hade de ocksa varningsrop for faror. Men nya
situationer stéllde nya krav. Allt fler féreteelser i naturen kunde innebédra mat
eller fara, redskapsmaterial eller motesplatser. Hon fick allt fler féremal att halla
reda pa och hon utforde allt mer komplicerat arbete. Hon behévde darfor namnge
allt mer omkring sig och hon behovde tala om vad hon gjorde. Dartill behovde
hon substantiv och verb. Hon behévde skilja foremal av samma sort eller djur
av samma art. Det kunde hon gora med adjektiv. Hon behovde beskriva plat-
ser och ange tider vilket hon gjorde med adverb och prepositioner och en alltmer
komplicerad grammatik. Under hundratusentals ar utvecklades spraket till ett allt
effektivare kommunikationsmedel.

Med spraket fick hon ocksa en historia. Nar hon flyttade till nya lander bar hon
med sig berattelser om det gamla landet. Foraldrar kunde fér sina barn berétta vad
de hort av sina foraldrar och néar slaktled lades till slaktled blev hennes fantasivarld
allt rikare. Sittande vid en lysande eld med mérkret runt sig kunde hon inbilla sig
att hon sag och horde inte bara okanda farliga djur utan &dven langesedan doéda
hjaltar ur det forflutna. Pa sa satt uppstod bade myter och mytologi.

Anda var spraket konkret. Det som ledde till de forsta viktiga abstrakta
begreppen tycks ha varit raknandat. Med de forsta rakneorden uppstod ocksa
nya sitt att uttrycka sig. Det anses vara mer an en tillfallighet att de personliga
pronomina kallas ”forsta person”, ”andra person” och ”tredje person” och att ordet
for ”du” 1 manga sprak liknar ordet for ”tva”. Det tidigaste (formodade) exemplet
pa hur ménniskans matematiska tédnkande paverkade hennes andliga utveckling
skulle da vara orden ”du” och ”jag”.

4. Manniskor och gudar

Néar manniskorna blev fler kunde de fordela arbetet mellan sig. Nagra skaffade
mat och andra gjorde verktyg, nagra skétte djur och andra skotte barn. Darmed
kunde de ocksa fordela kunskaperna sa att méansklighetens totala kunskap okade
allt mer. Med sprakets hjalp blev kunskapen ocksa mer allmén till sin karaktér,
och ju allménnare hennes kunskaper blev ju lattare blev det att tdnka. Déarfor
ville hon inte bara fa kunskap om sin omvarld utan hon ville ocksa forsta den.

For att forsta naturen gjorde hon den ménniskolik. Djur och vaxter kunde
liksom méanniskor vara onda eller goda. Berg och floder antogs ha vilja och sjal.
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Allt omkring henne hade liv och allt hade makt att paverka hennes liv. Hennes
varld uppfylldes av osynliga makter som hon kallade gudar.

I vissa omraden hotade hetta och torka medan regnet gav svalka och liv, i
andra hotade vintern med kold medan sommarn gav varme och liv. I soder var
solen en fiende och manen nattvandrarens van, i norr lyste manen med ett kallt
vitt sken 6ver snovidderna medan solens aterkomst gav varmen och livet tillbaka.?
Sol och mane, en eller bada tillbads darfor som gudar.

Aven gudar maste forstas och eftersom det var méanniskan som skapade dem
ur sin egen fantasi sa hade de manskliga egenskaper. Liksom hon sjalv behovde
aven gudarna mat och dryck och de behévde sova pa natten. Liksom hennes egna
ledare var dven gudarna fafanga och kravde gavor och respekt. Fore en jakt gav
hon gudarna gavor for att fa deras hjalp och efter jakten sa delade hon sitt byte
med dem.

Overallt dér det fanns méanniskor sa fanns det ocksa gudar och i varje samhélle
fanns det forutom en hovding som forstod sig pa vérdsliga ting ocksa en andlig
ledare (schaman, medicinman eller prast) som forstod sig pa gudar och andra
osynliga makter.

I de riken som uppstod i de stora floddalarna blev prasterna en egen samhélls-
klass. Deras uppgift var att forsta och uttolka gudarnas vilja. Déarfor studerade
de vérlden omkring sig och himlen 6ver sig. De observerade sol- och manformor-
kelser, kometer och planeter och de sag och anade samband mellan goda skordar,
héirskares 6den och stjarnornas vandring éver himlavalvet. Aven om deras andliga
frihet var begriansad sa blev de den forsta storre grupp som fick tid och rad att
studera och tinka.

Héarskarna i dessa riken blev de méktigaste varelser som jorden nagonsin ska-
dat. I ena &nden lat Egyptens faraoner sina slavar bygga pyramider som var 150
meter hoga, i den andra lat Kinas kejsare sina slavar bygga en mur som var 250
mil lang. Daéaremellan fanns det héarskare som kunde forvandla oken till bordig
jord och bordig jord till oken. For att erdvra makten anvande dessa harskare harar
av bevapnade man, men for att behalla den anvande de gudar och praster. Med
prasternas hjalp styrde de over liv och dod och i gengéld fick d&ven prasterna del
av makten och rikedomen. Harskarna blev gudar och umgicks endast med likar.
Endast gudar kunde ge harskarna rad, men det var prasterna som formedlade
gudarnas vilja till harskaren och harskarens vilja till folket.

5. En urgammal rit

Langt fore jordbruk och boskap, langt fore stdder och riken, hérskade riten.
Medan isen annu lag tung 6ver norden och langt innan ménniskan erévrat jorden
uppfann hon riten. Dar méanniskor samlats har gudar tillbetts och riter uppstatt.
Medan spraket &nnu var fattigt och simpelt var det med danser, offer och riter
som méanniskor umgicks med gudar. Och riten 6ver alla riter, den rit som styrde
over levande och doda var skapelseriten.

Mitt pa den stora arenan brann en kraftig eld. Innanfor eldens ljuscirkel fanns
intet att se och utanfor harskade morkret. Sedan skapades virlden, forst skapa-
ren sjalv som uppstod ur intet och sedan hans maka. Tillsammans skapade de
gudar och manniskor genom att kalla fram dem till ljuset. Tva och tva, man
och kvinna, man och kvinna kallades fram och fick liv. De skapade ocksa berg

3Det dr naturligtvis lika kallt i sydliga polartrakter som i nordliga, men Anda tills méinni-
skan for ungefir 15 tusen ar sedan nadde de sydligaste delarna av Sydamerika sa var kalla
bebodda omraden antingen nordliga eller hogt beldgna.
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och floder, trid och buskar, orter och gris — hans skapelser blev manliga och
hennes kvinnliga. Vid skapelsen raknades varelsernas antal och namnen blev tal
och talen blev namn. De udda talen blev manliga och de jimna kvinnliga.

Hos alla folk och i alla kulturer har skapelseriten funnits. Den har utvecklats
och férandrats, den har anpassats till nya livsformer och nya gudar och allteftersom
den forandrats har dess ursprung holjts i dunkel och ur dunklet uppstod myten.

Efter artusenden av forandring forbleknade den till en hégtid, mer eller mindre
religits, som firades vid olika tider i olika kulturer. Da tva kulturer efter folkvand-
ringar och folkforflyttningar blandats med varann sa har ofta bada hogtiderna
overlevt. Nar buddhistiska, kristna och muslimska missionérer spridit nya laror
har de latit méanniskorna behalla sina traditionella hogtider men givit dem andra
innehall. Pa sa satt har julen blivit Jesu fédelsedag och midsommaren Johannes
Doparens dag.

Eftersom den forhistoriska ménniskan ar forhistorisk just for att hon inte kunde
skriva ar det idag svart att bedoma riternas betydelse for henne. En av dem
som hade en stor tilltro till riternas betydelse var den engelske antropologen Lord
RAGLAN som i sitt verk How Came Civilization skrev foljande: (i fri verséttning)

”Vi har sett att manga av de viktiga upptéackter och uppfinningar som
ligger till grund for var civilisation med stor sannolikhet gjordes inom ett
omrade med centrum vid de stora flodernas utlopp i Persiska viken och
det finns mycket som tyder pa att de gjordes av begavade praster i syfte
att anvandas vid religiosa riter. Det ar mdajligt att djur forst uppfoddes for
att finnas tillgdngliga for offer

och att plogen forst anvindes for att symboliskt befrukta jorden;

det ar mojligt att det forsta hjulet forde solen i dess bana

och att de forsta metallarbetena avbildade solen i guld;

det ar mojligt att den forsta pilbagen gav ett rituellt bevis for gudarnas
makt att doda pa avstand;

det ar mojligt att balsamering anvandes for halla den dode kungen rituellt
levande och att draken sande hans sjal till himmelen.

For var och en av dessa uppfinningar finns det nagot som tyder pa att
det kan ha gatt till pa just detta satt, och tillsammans starker detta hela
denna teori, d.v.s. teorin att all civilisation har uppstatt ur riter. Det
behovs naturligtvis mycket fler bevis for att fastsla att sa verkligen &r
fallet, men for andra teorier finns det inga bevis alls.”

En som ocksa har en stor tilltro till riternas betydelse ar antropologen och ma-
tematikhistorikern A. SEIDENBERG, som framfort teorin att sjdlva raknandet har
sitt ursprung i skapelseriten och att det mesta av den talmystik som férekommer
i viirlden kan harledas till de varelser som representerades av givna tal. Aven om
teorin ar langt ifran invandningsfri sa finns det flera skil som talar for den. Det
framsta skélet ar att den forhistoriska méanniskan faktiskt inte hade nagot behov av
att rdakna, nagot som bevisas av att de mest primitiva kulturerna &n i dag saknar
rdkneord for mer dn de allra forsta talen. Teorin ger ocksa en naturlig forklaring
till varfor de dldsta formerna av raknande ar bindra* och varfor i manga kulturer de
udda talen faktiskt var manliga och de jamna kvinnliga. En konsekvens av teorin
ar darfor att vi inte borjade med att rakna pa fingrarna, utan att fingrarna senare
kom in som ett hjalpmedel for att halla ordning pa storre tal, vilket sa smaningom
ledde till att de flesta sprak idag har decimala talsystem.

4De forst rikneorden kan tolkas som Ett, Tva, Tvi-ett, Tvi-tva, Tva-tva-ett 0.5.v.
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Enligt Seidenbergs teori var skapelseriten av betydelse inte bara for uppkoms-
ten av riknandet och darmed aritmetiken utan aven for geometrin. I riten var arenan
en cirkel och de skapade varelserna rorde sig i cirklar runt elden och skaparen, rorel-
sen var alltid medsols och de forsta gudar som skapades forknippades med planeter
och stjarnor som rorde sig pa himlavalvet. Genom skapelseriten blev cirkeln helig,
och rorelsen medsols blev lyckobringande — samtidigt vandrade allt som skulle
offras motsols runt elden. Denna rorelse blev darfor farlig och olycksbadande och
kom att forknippas med undergang och dod.

6. Nagra forutséattningar for denna bok

Seidenbergs teorier, de ma vara mer eller mindre korrekta, bygger pa vissa
enkla antaganden av vilka det viktigaste ar diffusionsteorin.® Denna séger i sin
enklaste form att de flesta innovationer (d.v.s. nya idéer, nya uppfinningar och
liknande) som regel bara har gjorts en gang i méansklighetens historia. Déarefter
har de diffunderat, d.v.s. helt enkelt spritt sig till andra kulturer och andra folk.
En konsekvens av teorin ar att om samma innovation kan hittas i flera kulturer
sa skall man inte omedelbart dra slutsatsen att bada kulturerna oberoende av
varann kommit pa samma idé, utan istallet bor man i férsta hand soka antingen
en forbindelse mellan kulturerna eller ett gemensamt &ldre ursprung for idén.

I detta sammanhang kan det vara vart att ndmna den oerhort allménna regeln
som séger att foreteelser som ar alltfor olika varann har svart att paverka varann
och att ju storre likheterna ar ju storre ar mojligheterna till 6msesidig paverkan.
Ménniskor emellan innebér detta t.ex. att vi har lattare att lira oss nagot av den
som tanker likadant som vi. Denna regel om likhet innebar ocksa att om det
finns en naturlig skala for att méata en foreteelse sa blir vaxelverkan mellan ”tva
individer” storst nédr de ligger nédra varann pa skalan. For att aterga till inlér-
ningssituationen sa ar det lattare for oss att lara oss kinesiska fran en nyborjarbok
avsedd for svenskar an fran en kinesisk grammatik avsedd for gymnasiet i Kina.
Kulturer emellan innebér detta att de kulturer som befann sig pa ungefiar samma
"utvecklingsniva” hade latt for att lara av varann, medan kulturer pa vitt skilda
nivaer kunde leva sida vid sida i arhundraden eller artusenden utan att det skedde
nagon storre 6msesidig paverkan.

Seidenbergs andra antagande ar att myter ofta, for att inte siga vanligen, har
sitt ursprung i riter. Detta antagande &r inte av nagon storre betydelse for denna
bok, men det dr av stor betydelse for Seidenberg, eftersom han genom att studera
myter i (frimst s.k. primitiva) kulturer soker beldgg for att foreteelser som han &r
intresserad av har ett ursprung i (dldre, ofta férsvunna) riter.

Ett tredje antagande utgar ifran ett patagligt faktum, ndmligen att manga
uppfinningar som senare fatt stor betydelse (exempelvis hjulet) har en anvindbar-
hetstroskel d.v.s. att de kraver en relativt lang utvecklingsperiod for att bli praktiskt
anvandbara. Detta innebar att det har behovts en period dar de fatt wutvecklas
i fred, utan krav pa att vara nyttiga. Den forklaring som Seidenberg (och bl.a.
Lord Raglan) givit till att de fatt denna mdjlighet att utvecklas &r att de haft en
symbolisk betydelse i en religios rit.

Det finns ocksa ett fjarde antagande som inte &r lika tydligt uttalat, namligen
att manga av de viktigaste innovationerna inte fyllde nagot praktiskt behov —
men att de i stéllet skapade ett behov. (I vara dagar ar detta uppenbart — innan
telefonen fanns var det helt enkelt omojligt att fora ett samtal mellan Stockholm

5De antaganden som ligger till grund for Seidenbergs teorier har inte formulerats av honom
utan ar vanliga hypoteser inom s.k. antropologiska vetenskaper, d.v.s.vetenskaper som
studerar (framst primitiva) ménskliga kulturer.
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och Paris och ingen méanniska skulle ha kant ett behov av att gora det, daremot
kunde de naturligtvis ha beklagat att det var omojligt. Seidenberg havdar att det
var likadant med exempelvis pilbagen eller hjulet.)

For min egen del har jag, som sekulariserad svensk, bara delvis och hogst
motvilligt accepterat Seidenbergs starka tro pa riternas (speciellt skapelseritens)
stora betydelse. Jag har dock inga allvarliga invindningar mot Seidenbergs anta-
ganden dven om jag delvis vill nyansera dem. Dessutom har jag ytterligare nagra
antaganden av en likartad natur. Dessa utgor sedan nagot av ett aterkommande
for att inte sdga genomgaende tema i boken.

Mitt grundantagande, som delvis ersatter Seidenbergs tro pa riternas bety-
delse, ar att uppfinningar som kraver en viss utvecklingstid for att bli allmant
anvandbara, har gjorts under speciella omstandigheter, antingen sadana dar tros-
keln av en eller annan anledning varit lagre, eller i situationer som saknade praktisk
betydelse. Sadan situationer har delvis varit religiosa, men de har ocksa ofta varit
rent vetenskapliga.

Ett annat antagande som ar nagot svarare att formulera explicit ar att inno-
vationer som kraver verkligt nya idéer som regel forutsatter att de matematiska
begreppen natt en viss kritisk niva, sa att perioder av teknisk kreativitet som regel
forutsatter perioder av matematisk aktivitet. Speciellt galler detta utvecklingen
av talbegreppet (fran naturliga tal, via rationella, negativa, till reella och kom-
plexa tal), men &ven de geometriska begreppen har varit av betydelse, patagligast
genom det nira sambandet mellan cirkeln och rotationen.

Forutom framvaxten av de matematiska grundbegreppen, som jag uppfattar
som ett matt pa en kulturs intellektuella mognad har hantverksskicklighet och ma-
terialkunskap utgjort en nédvéndig forutséttning for teknisk (och vetenskaplig)
utveckling. Ett enkelt exempel pa detta ar att det var omojligt att tillverka linser
innan det fanns genomskinligt glas. Jag betraktar detta som den materiella for-
utsattningen och dar sa varit mojligt har jag forsokt att belysa denna for skilda
epoker.

Mitt sista antagande, som egentligen ar sa sjalvklart att det inte borde behova
uttalas, ar att utveckling inom en mansklig aktivitet forutsatter att tillrackligt
manga har tid och rad att dgna sig at den. Detta innebér inte bara sa sjilvklara
saker som att matematiken inte kan utvecklas nar det saknas matematiker, veten-
skapen star stilla nar det saknas vetenskapsmén, inga tavlor malas nar det saknas
konstnarer o.s.v., utan ocksa att skickligheten inom ett hantverk utvecklas nar
hantverket blir ett yrke. Detta innebar exempelvis att sa linge som varje hushall
bakade sitt eget brod sa kunde de anvinda enkla handkvarnar men nér det upp-
stod bagerier sa forbattrades sa smaningom kvarnarna, och att sa linge som varje
familj byggde sitt eget hus sa byggde de exakt som grannen, men nér (och dér)
det fanns professionella byggmastare sa utvecklades byggnadstekniken.

Det jag i denna bok forscker att férmedla dr en bild av den méanskliga kunska-
pen och dess utveckling, varvid jag i forsta hand sokt att belysa de matematiska
idéernas betydelse for denna. Som jag ser det har vi tre olika typer av kunskaper
som jag vill kalla hdndernas, sinnenas och hjiarnans kunskaper, varvid handernas
kunskap ar allt det som vi kan utféra och som ger oss vart brod, sinnenas ar allt
det som vi lart oss genom observation och hjarnans ar den som vi erhaller ge-
nom vart tdnkande. Trots att vi inte utvecklats biologiskt under de senaste 10000
aren och darfor inte ar intelligentare an vara forfader sa har vart tdnkande under
dessa ar utvecklats pa ett satt som vi lattast inser genom att se pa dess materiella
konsekvenser. Det som gjort detta tdnkande mojligt ar att vi skapat abstrakta
begrepp som for vara hjarnor ar lika patagliga som foremalen omkring oss. Vi kan
darfor tanka lika mycket pa och om abstrakta idéer som pa konkreta foremal. Det
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som alltid angivit gransen for det manskliga tankandet dr darfor karaktaren hos
de allra mest abstrakta begreppen, d.v.s.de matematiska.

Jag ser darfor manskligheten och hennes samlade kunskap som en koloss pa tva
ben, det hogra benet vilar pa en stor kraftig fot av hantverkskunskap och teknisk
skicklighet, medan det vinstra ar ett brackligt traben av matematiska begrepp.
For att kolossen ska kunna réra sig framat maste bada fotterna rora sig, om inte
sa vandrar hela kolossen runt i cirklar.
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KAP.1. Om historia och matematik

1. Historieskrivning

Var historia under de senaste tiotusen aren kan berédttas och beskrivas pa
manga olika satt. Eftersom den fullstandiga historien inte kan skrivas och aldrig
skulle bli last, sa ger varje historieskrivning bara en liten liten del av allt det som
manniskor gjort under denna tid. Alla historieskrivningar handlar om manskliga
aktiviteter, ofta handlar de om méanniskor, oftast mén, som anses ha utrattat stora
saker i livet.

Den historieskrivning som ofta uppfattas som historien sjalv ar den politiska
historien eller, som den ocksa kan kallas, maktens historia. Denna ger oss var
historiska identitet. Den talar om for oss vilka vi &r som lever i detta land och
varfor vi talar det sprak vi gor. Den talar ocksa om for oss vilka krig vara forfader
utkdmpat och vilka folk och nationer som vi av historiska skil ska &lska eller hata.
Aven om den ocksa kan forklara nagot om varfor vi styrs som vi gor, s& séger den
mycket lite om varfor vi lever som vi gor. For att fa veta nagot om detta sa far vi
istallet vanda oss till den ekonomiska historien och till teknikhistorien.

I den svenska riksdagen fanns det forr fyra stand, adel, praster, borgare och
bonder. Adeln och prasterna betalade vid denna tid ingen skatt och kallades
darfor de frilse standen varvid adeln utgjorde det varldsliga fralset och préasterna
det andliga. Den politiska historien kan i mangt och mycket ocksa beskrivas som
det wirldsliga frilsets historia. Pa motsvarande sitt kan den ekonomiska historien
delvis ses som borgarstandets historia. Det finns ocksa en historieskrivning som
kan uppfattas som det andliga fralsets historia under tiotusen ar, och som handlar
om mycket mer an bara kristna praster. Denna brukar kallas Idéhistorien och
beskriver hur vara forestallningar om Gud, manniska och natur utvecklats och
fordndrats under denna tid.

I rdttvisans namn borde det ocksa finnas en historieskrivning som kunde kallas
bondestandets historia eller kanske anda battre det arbetande folkets historia. Nagon
sadan historia finns dock inte och kommer heller knappast att skrivas. Det framsta
skélet till detta ar inte att denna skulle vara ointressant eller trakig, utan helt
enkelt att den &ar svar for att inte saga omojlig att skriva.

All var kunskap om vara forfaders liv och verksamhet harror ytterst ur vad
som brukar kallas historiska kallor eller kvarlevor. Dessa historiska kallor kan
visserligen vara av tva slag, skrivna eller oskrivna, men det &ar i allt vasentligt
de skrivna kéallorna som utgor grunden till vart vetande om det férflutna. Detta
innebéar att grunden for all historieskrivning ar det arv som den skrivande klassen
lamnat efter sig. Detta kan ocksa uttryckas sa att vi ser det forflutna genom den
skrivande klassens ogon. Eftersom denna samhallsklass som regel riktat sina 6gon
at annat hall sa finns det tyvérr alldeles for lite skrivet om det arbetande folket.

Forutom den politiska och ekonomiska historien som kan sagas berora alla,
sa finns det ocksa mer speciella méanskliga aktiviteter som fatt sin egen historia.
Valkanda exempel &r litteraturen, konsten och filosofin, medan t.ex. metallurgin,
naturvetenskapen och matematiken ar mindre kidnda, atminstone som historiska
vetenskaper.

Forutom att varje historisk berittelse alltid &r begrinsad i avseende pa vilka
héndelser och aktiviteter som uppfattas som intressanta, sa ar nastan alla ocksa
begrénsade i tid och rum. De flesta som vi far ldsa ser varlden ur ett europeiskt
eller rentav ett svenskt perspektiv, vilket brukar innebéra att de framst beror
handelser som paverkat oss.

Det du nu haller i dina hander ar en historisk bok. Det &r en bok som handlar
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om manniskan och matematiken under de senaste tiotusen aren, men det ar inte
enbart en bok om matematikens historia. Istallet ar det en bok som beror idéhisto-
ria, vetenskapshistoria och teknikhistoria eller kanske helt enkelt kunskapshistoria.
Min avsikt ar inte att beskriva hur matematiken i sig har utvecklats, utan att visa
hur utvecklandet av de centrala matematiska begreppen har paverkat tdnkandet,
tekniken och vetenskapen.

De tiotusen ar som boken handlar om bestar i sjalva verket av tva perioder,
nédmligen den forhistoriska eller arkeologiska som kan vara mer eller mindre lang i
olika delar av varlden och som i vissa delar stracker sig anda fram till var egen tid,
och den historiska som borjade for ungefar femtusen ar sedan med att sumererna
i Mesopotamien uppfann skriftspraket. Den historiska tiden &r alltsa den tid om
vilken det finns ett skrivet historiskt material.

Det finns ocksa for de flesta kulturer en period mellan den forhistoriska da
inget finns skrivet och den historiska da kulturen skriver om sig sjalv, namligen
den tid da den paverkar och beskrivs av andra folk, som redan natt den historiska
perioden. Denna period kallas ibland den proto-historiska. Om vi som man ofta
gor med historia menar politisk historia, sa kan den historiska tiden i ett land
karakteriseras av att det ar den tid da landets hérskare omger sig med skrivare.
Alternativt ar overgangen fran forhistorisk till historisk tid det 6gonblick da det
talade ordet ersatts med det skrivna och darmed forlorar sin betydelse. En av de
levnadsregler som star i det nordiska Havamal, det som ges av talesdttet “en man
star vid sitt ord” ar ett typiskt uttryck for en forhistorisk tid.

2. Manniskans tidevarv

Om vi vill beskriva det som héant pa jorden under de senaste tiotusen aren ur
ett Gaia-perspektiv®, sa ar det mest patagliga att en enda art, ndmligen méanni-
skan, okat sitt antal fran mindre dn en miljon individer till ndrmare fem miljarder,
vilket innebar att det idag finns ungefér tiotusen ganger sa manga manniskor som
for tiotusen ar sedan. For att livndra denna allt storre befolkning, sa har mén-
niskan framst anvint sig av vad vi med ett modernt ord kunde kalla bioteknik,
eftersom den innebar att hon tagit andra levande varelser i sin tjanst. Denna
bioteknik har utvecklats fran det att hon genom att tdmja hunden fick en god
jaktkamrat, via boskapsskotsel och jordbruk, till att hon idag genom att direkt
paverka arvsanlagen kan skapa nya arter av liv.

En viktig forutsattning for denna bioteknik har varit att hon under samma tid
ocksa lart sig att ta tillvara de mdojligheter som jorden sjilv, d.v.s. den icke levande
delen av naturen givit. Efter att under nagon miljon ar ha anvant enkla redskap
av sten, trad och naturliga fibrer, har hon under dessa sista tiotusen ar lart sig att
tillverka alltmer komplicerade redskap av egna material som kan vara hardare &n
sten och formbarare an tra. Mycket grovt kan vi sdga att méanniskan genom att
lara sig att utnyttja den livlosa naturen fatt kontroll 6ver den levande.

Att denna utveckling knappast kunnat gladja caia ar nagot som vi kanske tar
med jamnmod, men att den dven for manniskans vidkommande ar pa bade gott
och ont, ar ett faktum som blev tydligt forst nar var teknik och vart antal blev
ett hot mot var egen fortlevnad. Dessutom kan vi ju se i var omvérld att &ven om
det aldrig tidigare (samtidigt) levt sa manga vdlmaende méanniskor har det heller
aldrig funnits sa manga som far illa.

6GAIA &r det grekiska ordet for planeten Jorden, men anvinds numera ofta som ett sym-
boliskt namn for allt det liv som levs pa planeten och som tillsammans utgor det vi ocksa
kunde kalla fér den levande naturen.
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Oavsett om vi darfor vill se utvecklingen under de senaste tiotusen aren som
nagot gott eller ej, sa kan vi idag inte gora mer an att konstatera att den har dgt
rum, och om mojligt paverka den fortsatta utvecklingen darhén att inte bara vi och
vara barn, utan dven vara barnbarn och deras barnbarn och barnbarns barnbarn
och helst ytterligare ett antal generationer, far leva i en varld som vi skulle vilja
kalla mdansklig.

Den viktigaste forutsattningen for den utveckling som agt rum har varit att
manniskans kunskaper om sig sjalv och sin omgivning har vuxit och férandrats.
Ménniskans kunskaper har alltid varit av tre olika (men naturligtvis 6msesidigt
beroende) slag. Den omedelbart nyttiga kunskapen har alltid varit det jag vill kalla
handens kunskap och som innefattar allt det som vi faktiskt kan gira, antingen vi
nu anvander vara bara hander, en synal, en hammare, forarspaken i ett jetflygplan
eller en dataterminal for att gora det. Nasta slag av kunskap ar den som jag vill
kalla ogats, eller nagot allménnare sinnenas, kunskap. Denna bestar av allt det
som vi lart oss genom att observera var omgivning, och utgor (delvis tillsammans
med handens kunskap) erfarenheten. Den tredje typen vill jag kalla for hjirnans
kunskap. Det ar den kunskap som till stor del skapats i vara egna hjarnor, det ar
abstrakta begrepp, idéer och teorier och det ar ocksa den kunskap som, ofta pa
goda grunder, uppfattats som onyttig.

Om vi bortser ifran att vara sammanlagda kunskaper 6kat helt enkelt for att vi
blivit fler, och att vi tack vare skriftspraket kunnat ldra oss mer av tidigare gene-
rationer och varann, sa ar det inte mangden av individernas kunskap som éndrats,
utan det ar typen av kunskap. Medan vara forfader for sin 6verlevnad framst var
beroende av ett gott handlag med enkla verktyg och detaljerade observationer av
sin ndrmaste omgivning, sa ar det idag framst kunskaperna av det tredje slaget
som styr varldens utveckling. Det bor ocksa papekas att d&ven om det inte skett na-
gon biologisk forindring av manniskan under de senaste tiotusen aren sa att vi inte
pa nagot satt dr intelligentare &n vara forfader, sa har vart tankande undergatt en
hépnadsvickande utveckling under denna tid. Tack vare vart tdnkande har vi kun-
nat forstarka vara sinnen sa att vi nu i mikroskop kan se de bakterier som spred de
sjukdomar som plagade vara forfader och vi har kunnat starka vara hander sa att
ett fartyg idag kan flytta ett storre lass an alla vara forfader for tiotusen ar sedan
kunnat lyfta tillsammans. Vi kan t.o.m. gora observationer av fenomen som inte
ens ar tillgdngliga for vara sinnen, sasom nér vi med en TV-apparat omvandlar
elektriska svangningar i var atmosfar till fargbilder pa en skarm.

Det som gjort detta tankande mojligt ar alla de abstrakta begrepp som for
vara hjarnor ar lika patagliga som tingen omkring oss. Manga av dessa begrepp ar
idag sa vanliga och alldagliga att vi inte lingre ens uppfattar dem som abstrakta.
Anda har det alltid varit karaktdren hos de mest abstrakta begreppen, d.v.s. de
matematiska som angivit granserna for och styrt utvecklingen av det méanskliga
tankandet.

Det ar orakneliga individer, de flesta okanda eller bortglomda, yrkesgrupper,
folk och kulturer som bidragit till skapandet av det mdnniskans tidevarv, som vi
nu alla lever i. Jag vill i denna bok ge en allman bild av tankandets och kunska-
pens utveckling, samtidigt som jag vill belysa den roll nagra viktiga matematiska
begrepp spelat for den.

3. Utveckling och fordndring.

En i var vasterlandska kultur omhuldad myt ar att manniskan i alla tider
stravat efter att fa det battre. Trots att detta pastaende forefaller ndrmast banalt
och fullkomligt sjalvklart sa ar det ingenting annat &n just en myt. Det som
mojligen kan vara sant ar att de flesta manniskor idag i denna kultur stravar efter
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att fa del av ett vixande materiellt vilstand, och att manga hoppas och tror att
deras barn en dag ska fa ett &nnu battre liv &n vad de sjalva har. Det dr daremot
totalt felaktigt att tro att detta ar nagot som géallt for alla méanniskor i alla tider.

Istallet &r det snarare sa att denna myt ar oerhort avslojande for var egen
tid och vara egna forestallningar. Det mest karakteristiska for myten ar dess
materialistiska syn pa lyckan, men eftersom vi lever i en materialistisk tid sa ar
detta nagot som vi inte ens ser. Vi lever i en tid som kénnetecknas av snabba
fordndringar av vara materiella villkor, eller med andra ord, vi tycks fa det béattre
for varje ar som gar. For varje ar far vi fler och battre bilar, fler och battre
videoapparater och fler och béattre datorer. Dessa snabba fordndringar &r nagot
som préglat hela vart liv och som vi darfor uppfattar som nagot fullkomligt normalt
och naturligt. Anda dr méarkbara materiella forandringar under en maéanniskas
livstid ett fullkomligt nytt tillstand i var varld, men det ar ett tillstand som varat
i hundra, kanske tvahundra ar, vilket gor att vi tror att det alltid har varit sa.
Fore denna tid av forandring var det ytterst fa manniskor som nagonsin lekte med
tanken att fa det battre.

Det ar darfor inte méanniskans standiga stravan efter att fa det battre som varit
drivkraften for den utveckling som &gt rum under de senaste artusendena. Inte
heller har utvecklingen skett efter enkla regler eller under allmén samstdmmighet.
Istallet har de flesta storre fordndringar som gt rum skett under stort motstand
fran saval de styrande som fran den ndrmast berorda delen av det arbetande folket.
De styrande har som regel motsatt sig forandringar av ren sjalvbevarelsedrift,
eftersom de mer eller mindre medvetet insett att alla verkliga forandringar skulle
dndra maktbalansen i samhéllet. Aven det arbetande folket, som inte borde ha
nagon makt att forlora var radda for forandringar framst darfor att dessa hotade
att ta ifran dem den enda makt de faktiskt hade, ndmligen férmagan att utfora
sitt arbete.

Vad som verkligen varit drivkrafterna for utvecklingen ar nagot som det rader
mycket delade meningar om. Historiker av skilda slag betonar helst betydelsen
av sitt specialomrade, antingen detta ar den politiska, den ekonomiska eller nagon
annan del av historien. Darutéver finns alltid den oerhort kontroversiella fragan
om huruvida de viktiga férandringarna kommit uppifran eller nedifran. Mycket
forenklat kan man sidga att de flesta av oss har en bendgenhet att Gverskatta
betydelsen av vara egna ”andliga forfader”, vilket oftast innebédr de som i det
forflutna haft en stallning eller uppgift som paminner om var egen. Férmodligen
hyser vi den fafdnga forhoppningen att ett litet atersken av den glans som vi sprider
over vara foregangare ska falla pa oss sjilva.

I denna bok kommer jag att ge min syn pa hur utvecklingen gatt till, vad
som hant och varfor det hant. Eftersom jag &r matematiker kommer jag framst
att betona och férmodligen 6verbetona matematikens betydelse, men trots detta
hoppas jag att boken kan vara av intresse aven for den som inte ar intresserad av
matematik och kanske t.o.m. fér en och annan som alltid ”hatat matematik”.

Innan jag pa allvar kommer in pa bokens centrala teman vill jag tala om hur
jag ser pa den utvecklingsprocess som boken ska handla om. Det jag vill forklara
ar hur och varfor de tre formerna av kunskap har utvecklats och vuxit under de
senaste artusendena. Som jag ser det sa ar den allra viktigaste forutsattningen sa
banal att den vanligen forbigas. Den viktigaste forutsattningen for all utveckling
inom en mansklig verksamhet ar namligen att

tillrackligt manga ges tillracklig tid att agna sig at den.
Detta innebér bl.a. att hantverkskunnandet férbattrades nér hantverkena blev yr-

ken och att matematiken utvecklades snabbare under perioder av livlig matematisk

15



aktivitet. Som jag ser det sa har alltsa den differentiering och specialisering av
naringslivet som sammanhangt med utvecklingen snarare varit en orsak till an en
foljd av den.

Det bor dock papekas att det som regel inte rackt med att det funnits méan-
niskor som dgnat sig at en viss verksamhet, utan det har ocksa kravts att de som
gjort det haft en tillricklig sjilvstandighet, vilket innebar att de inte varit bundna av
auktoriteter, varken levande eller sedan lange doda sadana. For att forsta varfor
utvecklingen av vissa aktiviter varit sarskilt snabb inom vissa kulturer och under
vissa perioder géller det darfor att forsta dels

varfor sa manga kunnat dgna sig at dem och dels
varfor de varit sa sjalvstdndiga.

4. Varfor matematik?

Jag ska i detta avsnitt ta upp nagra faktorer som givit matematiken en storre
betydelse for idé-, tanke- och kunskapsutvecklingen an vad de flesta av oss ar med-
vetna om. Den viktigaste av dessa faktorer ar den absoluta visshet som matematiken
givit sina utovare.

Som jag nyss namnde har de flesta storre forandringar, politiska, tekniska el-
ler andra, skett under motstand fran de styrande. Detta motstand var nérmast
sjalvklart eftersom de instinktivt fruktade alla forandringar som kunde hota deras
egen makt. Ett i detta sammanhang viktigt faktum ar den varldsliga makten i de
flesta samhaéllen varit naturligt lierad med nagon religion sa att de tva tillsammans
med minsta mojliga fysiska vald kunnat halla de styrda i (herrans) tukt och forma-
ning. Ett studium av historien visar ocksa att alla verkligt langlivade kulturer och
maktstrukturer varit synnerligen motstandskraftiga mot forandringar och darmed
varit extremt statiska. Vanligen har de ocksa varit kulturer som lyckats val med
att forena varldslig och religios makt. For att uttrycka saken vanvordigt sa skulle
man kunna saga att de gudar som forsvarats av starka arméer som regel klarat sig
bast har pa jorden.

Detta 6msesidiga beroende mellan varldslig och andlig makt har varit av stor
betydelse for matematiken, eftersom denna alltid varit beroende av atminstone
nagon form av ekonomiskt stod. Fran begynnelsen och dnda fram till de senaste
arhundradena fick matematiken som regel detta stod genom att den pa ett eller
annat sitt var knuten till religionen (och dérmed indirekt ocksa till den vérldsliga
makten).

Det ar naturligtvis inte bara matematiken som varit beroende av de maktiga
i samhallet utan detsamma har géllt for de flesta vetenskapliga och d&ven manga
konstnarliga aktiviteter. Dock har matematiken av atminstone tva anledningar
haft en sarstillning som gjort den mer sjalvstandig, men darigenom ocksa mer
beroende dn de flesta andra verksamheter. Den framsta anledningen till denna
sjalvstandighet har utgjorts av den absoluta vissheten. Matematiken har i alla tider
varit en symbol for den absoluta sanningen. Den har inom sitt begrinsade omrade
haft en auktoritet som ingen vérldslig makt kunnat rubba. Vi vet att

2+2=4

och inte ens kungen sjalv kan dndra pa detta.” I sjalva verket hade matematiken en
sadan auktoritet att den inte bara motstod den vérldsliga makten utan ocksa kunde

"Visserligen #ir vara beteckningar for tal och aritmetiska operationer enbart konventioner
som vi kommit 6verens om sa att en méktig kung kan naturligtvis bestdmma att i hans land
ska talet fyra skrivas med tecknet ”5”, sa att hans undersatar maste skriva att 2 +2 =5,
men detta dndrar inte pa det faktum att ”tva och tva ar fyra”!
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utgora ett potentiellt hot mot den religiosa. Nu var detta inte nagot storre problem
under antiken eftersom matematiken dels hade uppstatt ur religionen, dels sjalv
uppfattades som en del av den gudomliga ordningen. I det kristna Europa, dar
tron var viktigare an vetandet, hade matematiken ldnge svart att gora sig gallande
och det var inte forran skolastikerna med Tomas Av AQuiNO i spetsen lyckades
forena ARISTOTELES filosofi med kristendomen, som denna blev tillrackligt rationell
for att tillata matematik. Sa smaningom fick de europeiska vetenskapsméannen
samma tillit till matematiken som deras antika foregangare hade haft och istéllet
for att kénna sig som kattare och hedningar, sa valde de att tillbe en Gud som
visserligen var lika allgod som férut, men som for att kunna vara allsméaktig maste
vara matematiker. Nar darfor Kopernikus och Kepler studerade de matematiska
egenskaperna hos solsystemet, sa gjorde de det for att studera Guds skapelse och
hans tankar och planer, och de resultat de uppnadde presenterades som vittnesbord
om Guds vishet (och genialitet som matematiker).

Den andra anledningen till matematikens speciella stallning ar att matema-
tisk forskning aldrig varit lonsam. Nar varldens maktiga understodde konstnérer,
arkitekter och ingenjorer sa forvantade de sig att dessa skulle skapa verk till sina
mecenaters ara och nar de uppmuntrade och finansierade upptéickare och upp-
finnare sa riknade de med ekonomisk avkastning pa investerat kapital. Om de
understodde matematiken hade de intet att vinna. Ingen mecenat har kunnat
fa varken ekonomisk eller annan vinning genom att stédja en matematiker. Vad
en mecenat kunnat hoppas pa har varit dra och mojligen en (i bésta fall) duglig
person som ocksa kunde anvindas till annat.

Forutom den absoluta vissheten har matematiken ocksa karakteriserats av sin
abstraktion. I varje tid har det matematiska tdnkandet varit det just da mest
abstrakta som forekommit (nagot som inte hindrar att dagens teoretiska fysik &r
betydligt mer abstrakt &n 1800-talets matematik). Samtidigt har detta abstrakta
tdnkande i matematiken fatt en konkretion som gjort det mojligt att forsta. Den
matematiska forstaelsen har sedan lett till véildefinierade matematiska begrepp
som kunnat anvandas som underlag och modeller for annat tdnkande. Det kanske
vackraste exemplet pa detta ar gruppbegreppet som skapades av den unge frans-
mannen EVARISTE GALoIS som ett led i hans studier av polynomekvationer. Ett
halvt arhundrade senare borjade man inse att detta begrepp var det centrala for
forstaelsen av symmetri, som matematisk, fysikalisk och konstnéarlig foreteelse.

5. Tal

Jag kommer i denna bok att forsoka att folja framvaxten av tre matematiska
begrepp eller strukturer. Det forsta av dessa ar talbegreppet, det andra ar cirkeln,
och det tredje ar nagot som innefattar dem bada, namligen symmetribegreppet.

Dessa tre begrepp har det gemensamt att de i sin mest primitiva form varit
kéinda for ménskligheten i alla tider, och de har ocksa det gemensamt att de
varit av stor praktisk betydelse. Den viktigaste skillnaden ar att ett av dem,
namligen symmetrin ar bade abstraktare och allménnare dn de andra tva. Detta
har inneburit att medan talen och cirkeln uppfattats som matematiska begrepp i
mer an fem tusen ar, sa dréjde det till det férra arhundradet innan de strukturer,
som behovdes for att tolka symmetrin matematiskt, hade upptéackts.

Innan jag gar in pa den historiska framvixten av begreppen sa vill jag borja
med att beskriva hur de anvinds i dagens matematik, varvid jag borjar med tal-
begreppet.

Det kanske mest anmarkningsvarda med detta begrepp &r hur manga olika
sorters tal som matematikerna anvander och hur fa av dessa som &ar kinda av
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allmédnheten. De viktigaste talen ar de som vi forst far lara oss namligen de natur-
liga. Dessa beskrivs ofta som de tal vi anvander for att besvara fragan hur manga?,
vilket innebar att de flesta matematiker numera anser att t.ex. det tal som besva-
rar fragan Hur manga isbjornar finns det 1 Antarktis? ar naturligt. Matematikerna
anser med andra ord att 0 ar ett naturligt tal, nagot som &ar praktiskt men som
samtidigt ar ett brott mot den historiska traditionen. Det bor dock papekas att
anvandningen av datorer under senare ar vant allt fler vid att uppfatta talet 0 som
naturligt.

Forutom att vi anvinder de naturliga talen for att ange antal, sa kan vi ocksa
anvanda dem for att addera och multiplicera. Dessutom ar subtraktion och division
ibland mojlig. For att gora alla subtraktioner méjliga kan man inféra negativa tal.
De naturliga och de negativa talen kallas tillsammans for de hela talen.

Nésta steg brukar vara att mojliggora fler divisioner vilket sker med hjalp av
brakrdkning. Ett brak ar en kvot mellan tva hela tal, en téljare och en namnare
(som inte far vara 0). Historiskt sett tog det manga arhundraden for matemati-
kerna att lira sig att rdkna med brak eller, for att anvinda det moderna sprak-
bruket, de rationella talen. De inneboende svarigheter, som kan gora brakrdkning
svar aven for dagens skolelever, ar dels att ett givet tal kan skrivas pa olika satt
(exempelvis ar ju 3/4 = 45/60 = 75/100) och dels att addition och subtraktion av
brak ar relativt komplicerat att utfora. Att det ar betydligt lattare att multiplicera
(och dividera) brak mérks bade i skolan och i matematikhistorien.

De rationella talen ar fullt tillrackliga for alla praktiska anvindningar av ma-
tematik, nagot som i vara dagar blivit uppenbart genom den 6kade anvandningen
av datorer (och minirdknare).® Daremot ar de inte tillrackliga for matematikens
egna behov, nagot som redan grekerna insag, och de racker heller inte till for den
teoretiska fysikens behov. Problemet med de rationella talen ar att de dr for fa,
sa att det t.ex. inte finns nagot rationellt tal ¢ sadant att ¢> = 2. Aven om min
miniraknare har en kvadratrot sa att jag faktiskt kan sla in nagot som ger sig ut
for att vara t.ex. /2 (vilket pa min rdknare ger svaret 1,414213562) sa ar detta tal
bara ett narmevéirde. Tar jag kvadraten pa detta tal sa far jag inte tillbaka talet
2 utan istallet 1,999999999 och detsamma géller i princip for alla minirdknare.

I tva tusen ar stod matematikerna hjalplosa infor detta problem och inte for-
rdn man hade vant sig vid att rdkna bade med decimalbrak och med bokstaver
kunde matematikerna lara sig att rakna med de tal som lag mellan de rationella.
Detta innebar att de linjer som hade anvéints i geometrin sedan artusenden plotsligt
kunde fyllas med tal vilket gav upphov till savil tallinjen som koordinatsystemet
(dven om det historiskt sett var koordinatsystemet som kom foérst). De tal som
fyllde ut tallinjen kallas numera for reella tal och ar nodvandiga for att beskriva
begreppet kontinuitet matematiskt. Tillsammans med de reella talen uppstod loga-
ritmrakningen som forvandlade arbetsamma multiplikationer till betydligt lattare
additioner och den analytiska geometrin som gjorde det mojligt att losa geomet-
riska problem med rakning. Det drojde sedan inte lange forrdn den moderna
matematiken foddes genom Newtons och Leibnitz upptéickt av differentialkalky-
len.

Redan innan matematikerna lart sig att rakna med reella tal hade de lart sig
att 10sa ekvationer. Att losa andragradsekvationer var nagot som redan babyloni-
erna (och férmodligen sumererna fore dem) kunde gora for mer &n fyra tusen ar
sedan, medan daremot tredje- och fjardegradsekvationerna motstod alla antikens

8Aven om datorernas tal kallas real vilket borde betyda att de inte nodvindigtvis &r
vanliga bréak, sa &r detta bara nagot som datorfabrikanter och programmerare hittat pa.
Sanningen ar ndmligen den att de enda tal som datorer kan ridkna med ar vanliga brak.
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och medeltidens losningsforsok. Inte forrdn de italienska matematikerna under re-
néssansen vagade sig pa det djarva greppet att rakna med kvadratroten ur negativa
tal sa kunde dessa ekvationer 16sas. Detta innebéar att redan pa 1500-talet sa hade
man upptackt de imagindra talen. Det tog dock tre hundra ar innan matematikerna
riktigt larde sig att forsta och handskas med dem. Det stora problemet var att man
saknade en geometrisk modell for dem, och dven om manga 1700-talsmatematiker
uppenbarligen tdnkte geometriskt drojde det anda till seklets slut, innan nagon
vagade foresla ett plan med bade reella och imaginéra tal. Nér det skedde sa var
det dels den danske lantméataren Caspar Wessel, som knappast anade sin egen
djarvhet, och dels den unge och respektlose Gauss. Idag anvinds sillan uttryc-
ket imagindrt tal utan istéllet talar matematikerna om komplera tal.® Trots att
dessa tycks sakna all verklig innebord sa ar de idag nodvéandiga inte bara for den
teoretiska fysiken utan t.o.m. for manga praktiskt arbetande civilingenjorer.

Sa har langt har vi hallit oss till de talsystem som det borde anses hora till en
modern allmanbildning att kanna till. Utover dessa anvander dagens matematiker
manga andra typer av tal. Det som i dagens matematik kénnettecknar talen ar
inte att de kan anvandas for att rdkna konkreta foremal, utan att de ingar i system
dér man kan addera, subtrahera, multiplicera och (ofta) dividera.!?

6. Cirkeln

Som form och begrepp ar cirkeln dldre an all civilisation och eftersom den
mer eller mindre medvetet utnyttjas av saval vixter som djur, sa ar den ocksa
langt dldre &n méanniskan sjalv. Sa snart méanniskan fatt nagorlunda plana ytor
att rita pa, och langt innan hon anvénde siffror och bokstéver, sa ritade hon
cirklar. Satser om cirklar var bland de forst bevisade geometriska satserna och
problemet att geometriskt konstruera en kvadrat med samma yta som en cirkel
var ett av den antika matematikens klassiska problem. I Euklides Elementa agnas
tredje och fjarde boken at cirkeln och dar bevisas alla de vilkinda satserna om
tangenter, kordor, mittpunkts— och periferivinklar. Cirkeln var ocksa den forsta
figur som beskrevs genom en ekvation i den analytiska geometrin. I alla tider har
cirkeln fascinerat ménniskan och studerats av matematikerna, och den har varit
det bast kinda av alla geometriska begrepp. Tillsammans med cirkeln har ocksa
dess fysikaliska tvillingsyster, rotationen, anvants och studerats.

Cirkeln spelade ocksa en viktig roll for framvaxten av den moderna matemati-
ken under 1700-talet. Aven om alla dess geometriska egenskaper var kiinda sedan
lange sa skapade koordinatsystemet och dnnu mer det komplexa talplanet nya ma-
tematiska formler for att beskriva cirklar. Speciellt innebar Eulers berémda formel
e’ = cost+isint att cirkeln fick en framstéllning som direkt visade sambandet med
rotationen. Déarigenom fick matematiker och fysiker helt nya mojligheter att rakna
pa problem som rorde rotation och man upptéckte sa smaningom att alla problem
som gallde vagrorelser, svangningar och 6verhuvudtaget periodiska férlopp béast
beskrevs med hjalp av cirklar och cirkelrorelser.

9Déremot talar man om real- och imaginirdelarna av ett komplext tal. Realdelen av talet
4 + 3i ar 4 medan imaginérdelen dr 3 (men inte 3i).

0En mingd dir man kan anviinda alla fyra riknesitten (och dividera med allt utom talet
0) kallas for en talkropp. Av de talsystem som ndmnts ovan utgor de rationella, de reella
och de komplexa talen talkroppar. Forutom dessa finns det viktiga talkroppar som bara
innehaller dndligt manga tal, och det finns talkroppar som innehaller de vanliga braken
och som liksom de reella talen &r fullstindiga men som dnda inte beskriver punkterna pa
en linje. Talsystem av dessa typer har under senare ar fatt allt storre praktiskt betydelse
eftersom de bl.a. anvinds inom datalogin.
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Liksom begreppet tal har aven begreppet cirkel vidgats och abstraherats i den
moderna matematiken. Enklast kan dessa generaliseringar kanske forklaras med
att cirkeln har sa manga speciella och viktiga egenskaper att det racker med nagra
fa av dem for att fa intressanta strukturer.

Hellre an att forsoka att beskriva hur cirkeln anvands i modern matematik, sa
vill jag avsluta detta inledande avsnitt om cirkeln med att papeka att allt eftersom
den matematiska forstaelsen av cirkeln har fordjupats sa har ocksa den fysikaliska
forstaelsen och de tekniska tillimpningarna av rotationen utvecklats.

7. Symmetri

I artusenden har olika former av symmetri fascinerat méanniskor och varit
ett viktigt konstnarligt uttrycksmedel. Vissa former har varit tydliga och dérfor
tidigt setts som symmetrier medan andra forst under vart eget arhundrade kunde
uppfattas som sadana. Aven om ordet symmetri anvants for manga av dem sa
var det lange, svart for att inte sdga omdjligt, att se dem som olika yttringar av
samma grundliggande fenomen. Anledningen till detta ar att den struktur som
behovs for att studera symmetri matematiskt inte upptacktes forran i borjan av
1800-talet.

De flesta méanniskor har en intuitiv uppfattning om symmetri men fa kan
ge en precis beskrivning, d.v.s. vad som kan kallas for en definition. Den form
av symmetri som de flesta kan se och som manga uppfattar som ”den enda” &r
spegelsymmetrin. Det man da ténker sig &ar ett tredimensionellt foremal, t.ex. en
ménniska, en boll eller ett hus. Sedan tanker man sig ett plant snitt "mitt igenom”
foremalet sa att man far tva halvor, som ar likadana men ”spegelvianda”. Varje
tankt snitt som ger tva likadana halvor &r da en symmetri. Aven plana figurer kan
innehalla spegelsymmetrier. Det finns dock symmetrier som inte ar av detta slag.

Ett exempel pa symmetrier som finns mitt ibland oss utan att vi ser dem ar
vara bokstéver (speciellt ”de stora”, kapitédlerna). De flesta av vara stora bokstéver
har nagon symmetri sa att vi kan ldsa dem antingen i en spegel till hoger (eller
vanster) om papperet, eller i en spegel ovanfor (eller under papperet) eller efter
att ha vant papperet upp och ned.

Om vi borjar med raden

AHIMOTUVXYAAO

sa ser vi att alla dessa bokstéver kan lisas i en spegel till hoger om sidan. Stéller
vi sedan en spegel ovanfor raden

B CDUEMHTIIKOX
sa kan vi lasa alla dess bokstaver. Bokstdverna i raden
HINOSXZ

kan vi ddremot lasa utan spegel genom att bara vanda boken upp och ned.

Om vi accepterar alla bokstédverna i den tredje raden (inbegripet N , S, och
Z ) som symmetriska sa innebédr detta att vi behdver ett allménnare begrepp &n
spegling for att beskriva symmetri. Det matematiska nyckelordet for att beskriva
symmetrier ar transformation. En transformation kan beskrivas som en ”forand-
ring”. For att en forandring ska vara en symmetri maste den vara i tva avseenden
"meningslos”. For det forsta ska forandringen kunna upphévas, vilket matematiskt
uttrycks som att transformationen &r invertibel, vilket innebar att det finns en
annan (eventuellt samma) avbildning som upphéver den forsta, och for det andra
ska den vara i nagon mening ”osynlig”. Osynligheten betyder att det finns nagot
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vésentligt som inte har fordndrats. (Nar vi viinder pa pappret sa ar ett S fortfarande
ett S.) En viktig foljd av att vi uppfattar symmetrier som (osynliga) forandringar
ar att tva forandringar kan utféras efter varandra, och resultatet blir da en ny
(osynlig) fordndring.

Detta ger en algebraisk struktur at symmetrierna, d.v.s. man kan ”rdkna med”
symmetrier. Méngden av alla symmetrier (hérande till en viss figur eller ett visst
system) kallas for symmetrigruppen. Det som behovs for ett matematiskt studium
av symmetri ar grupp-begreppet. Detta inférdes ar 1831 av en 21-arig student i
Paris. Denne, EVARISTE GaLois, hade studerat algebraiska ekvationer och insett
nar dessa kunde losas. Det centrala i hans insikt var just gruppbegreppet. Galois
fick aldrig nagot erkdnnande for sin upptéackt, eftersom han skrev ner det i ett brev
till en vin — natten fore en duell i vilken han blev dodad.

En matematisk beskrivning av saval symmetri- som gruppbegreppet finns i
Appendix G, som den intresserade kan lasa redan nu. Har kommer jag att enbart
att beskriva nagra av de foreteelser som vi numera betraktar som exempel pa
symmetrier, och jag kommer att nagot berora dels deras forekomst i naturen,
dels deras konstnéarliga och tekniska anvandning. I detta sammanhang bor det
ocksa siagas att &ven om en allmén teori for symmetri inte uppstod forran under
1900-talet, sa har ménniskor i alla tider varit vil fortrogna med manga speciella
symmetrier, och har ocksa utnyttjat dem i skilda sammanhang.

Lat mig borja med att beskriva nagra valkdnda och viktiga symmetrier. En
enkel symmetri som de flesta kianner till ar spegelsymmetrin. Denna kan beskrivas
sa att om vi staller ett foremal framfor en spegel, sa ser vi en kopia av foremalet
bakom spegeln. Denna kopia ar nastan identisk med foremalet, och den enda
skillnaden ar att nagonting ar bakfram. Om jag framfor spegeln haller ett papper
med texten "TAM” sa kan jag i spegeln lasa ordet "MAT”. Foremal som val
illustrerar den matematiska betydelsen av spegelsymmetrin ar en klocka (lampligen
utan siffror) som ser exakt likadan ut i spegeln, men vars visare ror sig motsols (pa
engelska counter-clockwise) eller en vanlig tdrning.!!

Aven om det normala ar att en spegelbild i nagot avseende skiljer sig ifran
originalet, sa finns det foremal som faktiskt &r (atminstone sa langt som vi kan se
med blotta 6gat) identiska med sin spegelbild. Om ett foremal &r identiskt med
sin spegelbild sa innebér detta att det i sig sjalvt innehaller ett symmetriplan d.v.s.
att vi kan skira sonder det langs detta plan och darigenom fa tva halvor som &r
varandras spegelbild. Tyngdpunkten hos ett foremal som har en spegelsymmetri
ligger alltid i symmetriplanet. Detta ar en egenskap som naturen lange utnyttjat
vid konstruktionen av nya djurarter och som méanniskan utnyttjat sedan hon larde
sig att tillverka stenyxor. Hos i naturen forekommande foremal ar spegelsymmetrin
aldrig helt perfekt, nagot som vi tydligt ser nar jamfor ett foto av oss sjalva med
var spegelbild. Det &ar kanske véart att papeka att vi just nar det galler oss sjilva
som regel kianner spegelbilden béttre an originalet.

Aven om spegelsymmetrin dr den bast kidnda, sa finns det andra symmetrier
som &r viktigare saval praktiskt som matematiskt. De symmetrier som paver-
kar oss mest ar rotations— och translations-symmetrierna, varvid det boér papekas
att translationssymmetrierna kan vara av tva slag, diskret eller kontinuerlig.'> Den
diskreta translationen kan beskrivas som en standig regelbunden upprepning utan

HESr att se att en tirning inte ar likadan som sin spegelbild kan man halla den i ett horn,
rikta det andra hornet emot sig, och sedan se pa detta andra horn i spegeln. Déarvid ser
man att sidorna nu har fatt en annan orientering.

12T matematiken anviinds orden diskret och kontinuerlig som ett par av motsatser, varvid
en sinnebild for det diskreta skulle kunna vara en skidrgard dar alla 6ar &ar isolerade fran

21



borjan och slut, och den kan illustreras av en ensam méanniska som vandrar pa slip-
rarna langs ett rakt jarnvigsspar 6ver en andlos slatt. Den matematiska struktur
som anvands for att beskriva denna symmetri dr de hela talen

e, =2,-1,0,1,2,3,....

Den kontinuerliga translationssymmetrin kan ocksa illustreras av en rak linje Gver
en andlos slatt, men istallet for en méanniska som Kkliver pa sliprar bor man tanka
sig en bil som rullar pa en vag.

Det finns flera viktiga samband mellan rotationen och (framst den diskreta)
translationen. Matematiskt brukar detta uttryckas pa sa satt att de tillhérande
symmetrigrupperna, sigs vara varandras duala grupper.'® Fysikaliskt beror samban-
det mellan dem framst pa att en naturlig rotation alltid ar likformig i den meningen
att den sker med konstant (vrid)-hastighet. Darfér ger jordens rotation runt sin
axel en regelbunden upprepning av natt och dag, och rotationen runt solen ger
oss arstidernas véixlingar. Pa samma satt kan en rotationspress anviandas for att
producera ett andlost antal identiska tidningssidor.

Aven om den levande naturen haft svart att lira sig att utnyttja den fysi-
kaliska rotationen sa spelar dock dess stillastaende motsvarighet, cirkeln en stor
roll. Den egenskap som framst utnyttjas ar att tyngdpunkten i en cirkel ligger i
mittpunkten, vilket innebéar att ett 3-dimensionellt foremal med en rotationsaxel
har sin tyngdpunkt pa denna. Eftersom ett trad maste balansera en stor tyngd
pa en (forhallandevis) liten spets, sa uppvisar de flesta trdd en mer eller mindre
tydlig cirkelform. Detta exempel ger samtidigt en nastan 6vertydlig illustration av
att ingen i naturen forekommande symmetri ar perfekt.

En annan egenskap hos cirkeln som naturen utnyttjar ar den isoperimetriska
olikheten, d.v.s. det faktum att cirkeln ar den geometriska figur som innanfoér en
given omkrets kan innesluta den storsta ytan. Detta innebér att de flesta i (den le-
vande) naturen férekommande ror dr runda. Hos oss sjdlva géller detta exempelvis
for vara blodkérl, luftror och tarmar.

Aven om inte heller translationssymmetrin nagonsin ar perfekt spelar dven den
en viktig roll i naturen. Den translationssymmetri som oftast forekommer i den
levande naturen kan liknas vid bildrutorna i en spelfilm, dar ndstan samma ruta
upprepas ett antal ganger med en liten, liten férandring fran ruta till ruta dnda
tills en helt ny scen spelas upp pa samma satt. Den for oss kanske allra viktigaste
forekomsten dr dock den som finns i vara arvsanlag dér fyra tecken omvaxlar pa
en trad som bokstéverna i en text.

Det finns ocksa en typ av symmetri som ar ett mellanting mellan den kontinu-
erliga rotationen och den diskreta translationen, namligen den diskreta rotation som
ges av ett kugghjul eller en regelbunden manghdrning. Detta &r en symmetri som
séllan utnyttjas i den levande naturen (dven om binas honungskakor utnyttjar spe-
ciella egenskaper hos den regelbundna sexhérningen) men som genom kugghjulet
har spelat en oerhord roll i var teknik. Denna symmetri har ocksa den matematiskt
intressanta egenskapen att vara sin egen dual.

Avslutningsvis vill jag sa ndmna en symmetri som ar sa banal att den sallan
overhuvudtaget upplevs som en symmetri, men som énda spelat en stor roll i var
tekniska utveckling. Den symmetri det géaller kan beskrivas med orden att identiska

varann medan det kontinuerliga kan representeras av en kontinent dar varje punkt hénger
ihop med de 6vriga.

13 Dualitet &r ett av den moderna matematikens mest anviindbara begrepp. For en lekman
kan det kanske rentav beskrivas som matematikens egen spegelsymmetri.
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foremal dr utbytbara och egendomligt nog var det faktiskt denna symmetri som ledde
till upptackten av gruppbegreppet, d.v.s. den matematiska struktur som gjorde det
mojligt att forena alla olika symmetrier till ett enda begrepp.
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KAP.2. DE NATURLIGA TALEN

1. Konsten att rakna I.

— Att rikna dr vil ingen konst, det kan ju varenda manniska.
— Nad, jag har hort att det finns infodingar i Afrika som bara kan rikna till tre, "Ett,
Tva, Tre, Manga™.

Detta ar tva vanliga uppfattningar om raknekonsten, en av de viktiga basfar-
digheter som den moderna manniskan uppfattar som sjalvklar. Men hur ar det
egentligen, kan alla manniskor rdkna? Finns det ”infodingar” som bara kan rakna
till tre? Har méanniskan alltid kunnat riakna? Detta ar nagra fragor som jag hoppas
kunna besvara i detta avsnitt.

Om vi borjar med den forsta fragan ar det omedelbara svaret naturligtvis nej
eftersom sma barn sallan lar sig att rdkna innan de fyllt atminstone tre ar. Men
detta ar a andra sidan inte riktigt vad vi menar. Vad vi menar nér vi sager att
alla ménniskor kan rékna &r att de allra flesta (vuxna) ménniskor i vérlden har
lart sig att rakna och att detta géller &ven dem som inte gatt i skolan. Dessutom
forestaller vi oss att raknandet ar "naturligt” for méanniskan, och vi tar mer eller
mindre for givet att méanniskan ”i alla tider” kunnat rdkna pa samma siatt som
vi gor. Om fragorna fortydligas pa detta sidtt sa ar det uppenbart att de allra
flesta vuxna manniskor i véirlden idag kan rakna hjalpligt, helt enkelt darfor att
de flesta faktiskt raknar pengar. Om vi sedan med "naturligt” menar helt enkelt
att de allra flesta manniskor kan ldra sig att rdkna sa finns det darfor ocksa all
anledning att saga att rdknandet ar naturligt. Trots detta ar riaknekonsten en
i mansklighetens historia ganska ny foreteelse. Dessutom tog det manskligheten
tusentals ar att ldara sig denna svara konst.

— Vad menar du egentligen. Nyss sa du att riknandet var naturligt for manniskan och
nu sager du igen att det ar en svar konst!

Ja, varfor var det sa svart for ménskligheten att lara sig att rédkna och varfor
ar det sa latt for oss idag? Vari bestod svarigheten? Och varfor ar det sa svart for
oss att inse att det som idag ar sa latt en gang kunde vara sa svart? Dessa fragor
hanger naturligtvis ihop och jag ska forsoka att besvara dem tillsammans genom
att forst och framst besvara den centrala, d.v.s. vari bestod svarigheten.

For att forsta svarigheterna maste vi forst och framst ta reda pa hur maéan-
niskorna raknade forr. Eftersom alla historiska vittnesbord om tidigt rédknande
kommer fran skrivna kéllor sa kan vi den vagen inte komma underfund om hur
ménniskorna riknade fore uppfinningen av skriftspraket. Anda tror vi oss veta en
hel del om hur ménskligheten riaknade dessférrinnan, nagot som vi lart oss genom
att studera naturfolk som under lang tid levt isolerade. Eftersom dessa folk som
regel har en utvecklingsniva som kan sagas variera ifran var egen ”aldre stenalder”
fram till en niva strax fore de &ldsta "hogkulturerna” sa kan vi darmed forsta
nagot om &dven den allra tidigaste riaknekonsten.

Det som forst slar och férvanar en modern vasterlanning vid ett studium av
naturfolks riaknesystem &ar att dessa ménniskor annu inte lart sig att rdkna pa
fingrarna. Istéllet ar de dldsta raknesystemen ”bindra” och anviander talet tvd som
en bas. Nagra av de mest alderdomliga raknesystemen har hittats hos bushméan
i Afrika samt hos isolerade grupper i Australien och Sydamerika. Det intressanta
ar nu att &ven om dessa folk anvander olika ord sa raknar de pa i princip samma
satt, namligen

ett, tva, tva-ett, tva-tva, tva-tva-ett, tva-tva-tva,
och sedan har de inga fler rdkneord. Déaremot har de ofta rika och varierade
mojligheter att sdga "manga”.
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Det d&r manga som funderat 6ver varfor dessa isolerade kulturer rdknat pa i
princip samma satt och det finns tva grundhypoteser som i stort sett utesluter
varandra. Den ena av dessa antar att rdknandet uppfanns sa sent i ménniskans
historia att hon forst erévrade hela jorden och sedan larde sig att rdkna. Anled-
ningen till att hon da boérjade att riakna med tva som bas var att detta var det
lattaste sdattet. Den andra forutsatter att redan de forsta ménniskorna som kom
till Australien och Amerika hade borjat att rdkna och att de rdknade pa ungefar
samma sétt som dagens (eller atminstone gardagens) bushmén. Jag ar av skil som
jag kommer att aterkomma till senare, mest bendgen att tro pa den andra teorin.

Innan vi gar vidare kan det vara vart att papeka att det inte finns nagot
samband mellan "hog intelligens” och avancerad kultur, sa att anledningen till
att vissa naturfolk inte har mer &n drygt en handfull rdkneord ar darfor inte att
de pa nagot satt skulle vara ointelligentare dn vi. Det enda skilet ar istéallet
att de, med sitt levnadsséatt, helt enkelt inte har nagot behov av fler riakneord.
Det &r darfor virt att notera att i en stenaldersby (i Afrika idag eller i Sverige
for sex tusen ar sedan) sa finns det faktiskt inget behov av att kunna rakna.
Den yttersta anledningen till detta ar att nér vi rdknar ett antal objekt sa ar
vi inte intresserade av deras individualitet. (Om vi ber om fem pennor sa gor vi
detta for att vi forutsétter att alla pennorna &r likvéirdiga.) I stenaldersbyn, dar
alla kiinner varann och dar alla foremal &r handgjorda finns det ingenting som
saknar individualitet. Manniskor och djur ndmns vid namn och eftersom de flesta
foremal har en adgare och ar igenkidnnbara sa har dven de ett slags namn sasom
Tors hammare.

I detta sammanhang finns det anledning att namna ett faktum som de flesta
av oss av goda skil ar helt omedvetna om. Detta faktum ar att det finns tva sorter
av naturliga tal. Anledningen till att vi &r omedvetna om skillnaden &ar att nar
vi val lart oss att addera och multiplicera och darmed fatt en kénsla for talen sa
innehaller vart talbegrepp bada sorternas tal. De enda sammanhang dér skillnaden
fortfarande spelar en roll ar i grammatikbocker och avancerad matematik. De tva
sorterna av tal kallas vanligen ordinaltal och kardinaltal. 1 svenska spraket brukar
ordinaltalen skrivas

den forsta, den andra, den tredje, ...

och anvands for att ange en plats i en ordnad rad. De andra talen, de vanliga
talen, kardinaltalen, skrivs naturligtvis

en, tva, tre, ...

och anvénds for att ange ett antal. Eftersom tva ar det andra talet och tre det tredje
sa anvander vi sa ofta kardinaltalen dven som ordinaltal att vi aldrig har nagot
behov av att vara medvetna om skillnaden. Anda &r det ju sa att innan vara barn
lar sig att lagga ihop tva och tva sa brukar de kunna rékna till tio (eller tjugo eller
hundra) vilket innebér att innan vara barn har nagot begrepp om kardinaltalen
sa har de anvant namnen ett, tvd, tre,o.s.v. som ordinaltal. Ett av de teman som
kommer att aterkomma i denna bok ar att det finns ett ndra samband mellan
hur vi som individer lar oss matematik i skolan (och pa universitetet) och hur
vara forfader en gang forstod och utvecklade den. Utgaende fran detta samband
finns det darfér anledning att tro att de forsta talen ocksa var ordinaltal och att
de darfor anvandes vid uppriakning snarare an for att ange antal. Pa satt och
vis ar detta t.o.m. sjalvklart eftersom det inte finns nagot namn for kardinaltalen
innan ordinaltalen skapats. Daremot ar det ju kardinaltalen som ar de praktiskt
anvandbara vilket innebar att sedan ordinaltalen val skapats kunde man lara sig att
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lagga ihop dem och multiplicera dem.'* Darmed tog kardinaltalen sa smaningom
over och eftersom det ar de som haft den storsta betydelsen, sa skymmer de sikten
for raknandets ursprung.

Den slutsats som foljer av detta resonemang ar alltsa att det var de for prak-
tiska d&ndamal betydelselosa ordinaltalen som uppstod forst. Dessa kunde sedan
anvandas som kardinaltal for att rdkna far och getter. Detta leder till nagot som
niarmast framstar som en gata nadmligen, varféor uppstod de? Ett svar pa den
fragan ar att de ursprungligen anvindes i religdsa och ndrmare bestamt rituella
sammanhang. Forklaringen skulle da vara att det funnits riter dar manniskor och
djur rdknades upp. For att forsta rdknandets uppkomst maste man enligt denna
teori ga till den &ldsta religosa litteraturen och soka efter upprakningar. I den
hos oss bast kidnda religosa skriften, ndmligen Bibeln sa forekommer uppréakningar
dels i skapelseberattelsen och dels i berédttelsen om syndafloden, som ju ar berat-
telsen om ett ateruppstaende. En som framfort teorin om att rdknandet har ett
rituellt ursprung och att det sedan spritt sig 6ver varlden ar den amerikanske ma-
tematikern och matematikhistorikern Abraham Seidenberg. Dennes (och andras)
teori har tva utgangspunkter. Den ena &r det valkdnda faktum att det i de allra
flesta kulturer finns (eller funnits) en skapelsemyt om hur vérlden omkring dem
en gang uppstod. Den andra ar den allmént omfattade uppfattningen att myter
som regel atergar pa tidigare riter. Konsekvensen av dessa tva antaganden blir da
att skapelsemyten atergar pa en d&nnu mycket dldre skapelserit, en rit som var sa
gammal att redan de forsta invandrarna till Australien och Amerika bar den med
sig. Det var en arligt aterkommande rit som utvecklades olika pa olika hall. Den
gladdes at, forebadade, eller rent av frambringade livets aterfodelse och naturens
uppblomstring efter den svara arstiden — antingen denna var vintern i norr eller
torkan i séder. Pa nagra hall dar ménniskorna levde nara varann och det darfor
var manga som deltog i riten kan upprékningen av de narvarande eller av de for
riten betydelsefulla ha tagit allt langre tid och darmed utgjort ett allt viktigare
inslag i den.

Det finns inga sékra bevis for att det var sa som talen fick namn och déarmed
raknandet uppstod men det finns &nda mycket som talar for det. Kanske var detta
vad KRONECKER!® menade med det berémda uttalandet:

”Gud gav oss de naturliga talen, allt annat &r méanniskors verk.”

2. Konsten att réakna II.

I och med att talen nagon gang nagonstans fatt sina forsta namn sa uppstod
fragan "hur manga?”. Man riaknade knivar och bytte mot spjut och talen spreds
over varlden. Och nér de spreds var det som kardinaltal de spreds. Nar fragan
hur manga vél hade stdllts maste méanniskorna lara sig riakna och att rédkna pa
riktigt. De tal de behévde var inte sa manga men de betecknade antal och undan
for undan behovdes det flera.

I egendomslosa kulturer var behoven sma och tva eller tva-tva och tva-tva-tva
rackte for allt. Med agandet vaxte behoven och mer avancerade talsystem upp-

stod. Aven om det finns (och har funnits) stenalderskulturer med hogt utvecklade

14Samma svarigheter som vara forfider hade innan de kunde lira sig att rikna med sma
tal uppstod i slutet av 1800-talet nar matematikerna borjade kunna rakna med oandligt
stora tal. For dessa visade det sig nodvandigt att aterinfora distinktionen mellan ordinal—
och kardinaltal. I den matematiska logiken forekommer darfor bade oéndliga ordinaltal
och odndliga kardinaltal. Mer om detta finns i appendix O.

15Kronecker (1823-1891) var en tysk matematiker som bland annat gav viktiga bidrag till
talteorins utveckling.
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raknesystem sa tillhor dessa undantagen, utom i de fall dar kulturen haft kon-
takt och bedrivit handel med grannfolk. De forsta behoven av mer omfattande
raknesystem uppstod férmodligen med boskapsskotseln.

Ett studium av enkla raknesystem, samtida eller historiska, tycks visa, att i
kulturer dar behovet av storre tal 6kade langsamt sa fick forst talet tre eller talen
tre och fyra egna namn. Under en tid som kunde vara ganska lang uppfattades
sedan dessa tal som ofantliga och anvindes som allmanna forstarkningsord ungefar
som nar vi sager ”jattegott”. Ett vilkdnt uttryck som ger ett tydligt exempel pa
detta ar det franska trés bien d.v.s. mycket (=trefalt) bra.!® Nésta steg blev att
orden for tre och fyra kombinerades till exempelvis tre-tva, tre-tre, fyr-tre innan man
upptéackte att handen har fem fingrar. Darefter utnyttjade man fingrar, hénder
och fotter och kunde darigenom ge namn at alla tal upp till tjugo. Man kunde till
exempel rakna ungefir pa foljande satt:

Ett, tva, tre, tva-tva, hand, tre-tre, hand-tva, fyra-fyra, ett-fran-tva (hinder), tva-hander
varefter man fortsiatter med tarna vilket ger fortsattningen

hinder-ett, hdnder-tva, hander-tre, hdnder-fyra, hander-fot, hander-fot-ett, hdnder-fot-
tva, hinder-fot-tre, ett-fran-man, man.

Detta ar visserligen inte nagon exakt Gversattning av nagot enda faktiskt ex-
isterande raknesystem, men det innehaller vissa drag som har varit allmént fore-
kommande. Dels innehaller det ett relativt avancerat anvandande av hédnder och
fotter och dels finns det kvarlevor av tidigare raknesatt dar man kanske inte rak-
nade langre an till fyra-fyra. Samtidigt ger detta exempel en antydan om det som
var den stora svarigheten. Det gillde namligen att bygga upp ett system som bade
var enkelt och askadligt for de sma talen och tillrackligt systematiskt for de storre.
Det &ar ocksa véart att notera att exemplet innehaller framst additioner men ocksa
tva subtraktioner och en multiplikation.

Fore uppkomsten av ett myntsystem fanns det for vanliga ménniskor sallan
nagot behov av storre tal dn tjugo. Behovde man nagon gang réakna fler &n tjugo
foremal sa kunde man rdkna antalet tjog. Detta sdtt att tdnka och rakna syns
tydligt i danskan dér talen fran femti till hundra beskrivs som

halva tredje (tjoget) eller halvtress, tre tjog eller tress, halva fjarde eller
halvfjers, fyra (tjog) eller fjers, halva femte eller halufems och slutligen fem
tjog eller fems.

Aven i andra sprak finns rester av samma sak sasom i franskans quatre-vingt (fyra-
tjugo) for attio. Tjog-rdknandet blev dock otympligt nér antalet tjog ndrmade sig
tjugo helt enkelt darfor att talet fyrahundra visade sig vara lite for stort som nasta
enhet.!” Istallet blev det fem tjog, d.v.s. talet tio ganger tio som fick ett namn och
blev nasta enhet. Valet av hundra som ”enhet” ledde ocksa till att talet tio sa
smaningom ersatte tjugo som en bas dven for tal upp till hundra. Efter att talen
tio och hundra blivit enheter blev det naturligt att ge egna namn at tio ganger
hundra d.v.s. tusen och sa smaningom aven at tio ganger tusen.
Sammanfattningsvis sa kan vi konstatera att upp till fyra eller fem kunde man
rakna ”direkt” genom att peka, sedan kunde man rdakna till ungefar tjugo genom
att bilda grupper om fem och tanka ”additivt”. For att rdkna lingre sa blev man

6Det finns ocksa grekiska och latinska uttryck som visar det samma exempelvis tris-
megistos (TpiopeyioTos), trefalt storst, eller ter feliz (trefalt lycklig). Aven vart eget
fyrfaldiga leve, ar ett uttryck for att fyra var ett stort tal.

1"Den kultur som var nirmast att utveckla ett rent ”tjugotals-system” var Mayakulturen
i Mellanamerika, men &dven de ndjde sig med att (féormodligen av religitsa skél) anvanda
talet 360 (i stéllet for 400) som ”hundratal”.
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tvungen att tdnka ”"multiplikativt”. Det kan ocksa vara vart att papeka att enstaka
kulturer (oftast for religésa &ndamal) utvecklade avancerade talsystem redan innan
de hade ett skriftsprak men att den vidare utvecklingen av raknekonsten vanligen
forutsatte nagot satt att skriva talen.

3. Konsten att skriva

I alla tider har ménskligheten anvant tekniska hjélpmedel for att 16sa sina
matematiska problem. Vid uppréakningar anvinde hon fingrar och tar, knutar pa
snoren, skaror pa pinnar eller hogar med smasten. Vid additioner anvande hon
stenar (nagot som ordet kalkyl fran latinets calculus = sten) &nnu idag paminner oss
om, och for multiplikationer ritade hon rutor i sanden. De tecken hon anviande var
naturliga och uppstod spontant, nastan likadant overallt. Vissa av hjalpmedlen,
som knutarna pa snoret eller stenarna i pasen gjorde det ocksa latt att minnas
och flytta informationen. Detta innebar att det sedan urminnes tider funnits ett
"skriftsprak for matematik”. Mojligheten av att det kunde ga att Overfora ett
komplicerat budskap pa annat sidtt &n genom en budbéarare som larde sig det
utantill och sedan aterberdttade det var ddremot narmast otdnkbar. Nar tanken
val uppstod sa berodde det till stor del pa att man redan skaffat sig ”skrivvana”
genom att halla pa med komplicerad matematik.

Det hade borjat med att man for att underliatta handel och skatteindrivning
hade anvant lerkulor for att ange antalet far i farhjordar. Detta var ett system
som hade anvéints i artusenden, och som undan fér undan hade utvecklats. Det
borjade med att man hade en kula for varje djur, sedan inféorde man olika slags
kulor for olika djur, sa att man genom kulorna kunde skilja pa far och getter,
tackor och baggar eller lamm och vuxna djur. Dessutom forandrades sittet att
bara kulorna. Ursprungligen férvarades kulorna i laderpasar, sa boérjade man tra
upp dem pa laderremmar vars andar forseglades med sigill, och till sist lade man
kulorna i lerbollar. Darigenom blev det omd6jligt for herdarna att dolja sina egna
stolder genom att ta bort en kula for varje forsvunnet djur. Nackdelen var att
det samtidigt blev omdjligt for herden att visa upp bollens innehall, nagot som
gjorde det nodvandigt att ange detta pa utsidan. Nar man anda genom att gora
markeringar i leran angav hur manga kulor man hade inuti sa kunde man ju ocksa
ange vilka kulor man hade, om de var stora eller sma, unga eller gamla och kanske
nagot annat som mottagaren ville veta.

Sa smaningom kom man till en situation dar det var tydligt att budskap med
ett "matematiskt innehall” kunde skickas ”skriftligt”, medan man hade svart att
forestalla sig att det skulle ga att Gversatta talat sprak, d.v.s. ljud till bilder. Kanske
var det de gester som man anvande vid kontakt med framlingar kanske var det
konstnarernas symboliska bilder som ledde fram till overtygelsen om att det gick
att meddela sig med tecken. Oavsett hur tanken uppkom sa ledde den till att
det for ungefar femtusen ar sedan i nagon av de sumeriska stdderna satt en grupp
praster som utarbetade ett skriftsprak. Det tog dem kanske tio ar att komma
overens. Det de hade att utga ifran var de lertavlor och kilar som de anvande for
sina rakningar och det de maste enas om var vilka begrepp de behévde och hur
dessa skulle tecknas.

Fran Mesopotamien spred sig idén till Egypten i véster och till Kina i Gster.
Det utvecklades darfor minst tre olika skriftsprak som gick olika 6den till métes.
Alla skriftspraken var ursprungligen bildsprak med ett tecken for varje begrepp och
utformningen av tecknen berodde framst pa vilket material man skrev pa samt vad
man anvande for att skriva med. I Egypten och Kina sa hade man bra material
vilket innebar att det gick latt att utveckla teckenspraket, medan sumererna och
deras efterfoljare i Mesopotamien hade det svarare med sina lertavlor. Deras skrift-
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sprak var darfor redan fran borjan mer symboliskt, d.v.s. mindre avbildande adn de
ovriga. Dessutom erévrades sumerriket sa smaningom av babylonierna som talade
ett sprak av en helt annan sprakfamilj. Dessa 6vertog sumerernas skriftsprak men
tvingades anpassa det efter sitt eget. Det som da intraffade var att de borjade
anvanda sumeriska tecken for egna ord som lat likadant. Detta innebar att det
kom in ett fonetiskt element i skriftspraket. Som en foljd av detta lyssnade man
alltmer pa hur spraket lat, och upptéackte att spraket inte bara bestod av ord, utan
att orden i sin tur bestod av stavelser. Darmed uppstod mojligheten av att an-
vanda samma tecken i ord som inte hade nagonting med varann att gora — utom
att de hade en stavelse gemensam. Allt eftersom man tranade upp 6ronen kunde
skriften bli alltmer fonetisk. Detta innebar att tecknen ifran att ha varit symboler
for begrepp 6vergick till att beteckna forst ord, sedan stavelser och sa smaningom
aven enstaka fonem, de som vi numera vanligen betecknar med en enda bokstav.
Resultatet blev att medan hieroglyferna anviandes i nagra tusen ar i Egypten men
sedan forsvann, och Kinas skriftsprak fick utvecklas oberoende av yttre inflytande
och med artusendenas gang blev allt mer komplicerat, sa forenklades kilskriften
vid varje anpassning till nya sprak och nya kulturer.

Ett betydelsefullt utvecklingssteg togs nar fenicierna utvecklade sitt eget skrift-
sprak. Sasom sjofarare och handelsmén hade dessa livliga forbindelser med bade
egypter och babylonier. De kunde darfor kombinera fordelarna med bada skrift-
spraken, nagot som innebar att de skrev pa egyptisk papyrus och utvecklade ett
alfabet som framst inspirerats av forenklade former av kilskrift. Feniciskan var
dock precis som akkadiskan, det sprak som talades av babylonierna, och egyptis-
kan ett semitiskt sprak, nagot som gjorde att vokalerna mest var till besvar och
darfor helst utelamnades. Nar grekerna nagot senare borjade bedriva handel i det
ostra medelhavsomradet fick dven de behov av ett skriftsprak. De utgick ifran
feniciernas alfabet, tog bort nagra onédiga tecken och inférde istéllet vokaler. Det
brukar ségas att det grekiska alfabetet var det forsta som var tillrackligt 1att for
att alla skulle kunna lara sig det. Det grekiska alfabetet 6vertogs och bearbetades
sedan ytterligare av romarna for att battre passa till latinet. Det ar det latinska
alfabetet som idag anvands i storre delen av varlden. De nackdelar som detta alfa-
bet har beror framst pa att latinet inte hade behov av sarskilda tecken for sje- och
tje-ljud, vilket inneburit att de flesta sprak uppfunnit egna bokstavskombinationer
for att skriva dem.

4. Det sexagesimala talssystemet

Hur det egentligen gick till nar méanskligheten larde sig att rdkna lar vi sa har
i efterhand aldrig fa veta och inte heller kommer vi att sdkert kunna bestdmma
nar eller varfor. Det enda vi sdkert vet ar att manniskan kunde rdkna innan hon
larde sig att skriva. Det finns dock all anledning att anta att uppfinnandet av
raknekonsten var en del av den stora Neolitiska Revolutionen'®, den som pa ett
par tusen ar for all framtid fordandrade maéanniskans sitt att leva. Det tycks ha
borjat med att méanniskor i tattbefolkade delar av vérlden borjade bruka jorden
genom att med eld eller spade rensa bort véxtligheten pa en lamplig yta och
sedan sitta egna fron for att fa de vaxter hon sjalv ville ha dar. Med jordbruket
kunde fler munnar méttas vilket ledde till fler méanniskor och en aldrig tidigare
anad befolkningstathet. Snart blev byarna storre och nagra av de allra storsta

18 Neolitium (= ny sten) dr det vetenskapliga namnet for ”den yngre stenaldern” och kan
enklast beskrivas som tiden fran det forsta jordbruket till den forsta metallhanteringen. I
Landerna runt Eufrat och Tigris omfattar den ndrmare fem tusen ar och 6vergar ungefar
3500 fvt i Bronsaldern.
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omgardades med murar och 6vergick till att bli befasta stader. Detta ledde till en
differentiering av naringslivet darigenom att sadant som tidigare gjorts i enskilda
hushall nu boérjade utféras av professionella hantverkare. Det ledde ocksa till ett
klassamhélle med rika och fattiga, styrande och styrda. Bada dessa forandringar
ledde till att det uppstod yrkesgrupper som fick tid och mdojlighet att arbeta med
sadana uppgifter som att bygga hus, tillverka lerkarl, administrera skatteinkomster
eller tillverka smycken. Pa kort tid, d.v.s. nagra tusen ar, lirde man sig bl.a.

att tdmja (ett flertal nya) djur, bygga staket och halla boskap,

att tillverka fibrer av vaxter och att vava tyger av ull eller vaxtfibrer

att branna lera for att gora krukor och tegel

att bearbeta de adla metallerna guld och silver och att tillverka brons av

koppar och tenn,

att anvanda drejskivor vid formandet av lerkarl

att gora vagnar som rullade pa hjul.

Av stor betydelse for utvecklingen var religionens makt. I de tidiga samhéllena
fanns ett ndra samband mellan varldslig och religds makt pa sa sétt att antingen var
oversteprasten regent eller sa var kungen oversteprast eller rentav en gud. Detta
innebar att pristerna hade bade religésa ceremoniella och varldsliga administrativa
uppgifter. For att ldra sig att utfora dessa behévde de utbildning vilket ledde
till att ett nytt yrke uppstod, namligen lararens. I den intellektuella miljo som
darigenom skapades var raknandet en viktig del.

Sa smaningom uppstod de forsta verkliga hogkulturerna i nagra stora floddalar
fran Gula Floden (Hoang-ho) i 6st till Nilen i vést. Den &ldsta kinda hégkulturen
grundades av Sumererna i den sodra delen av Tvaflodslandet Mesopotamien. Deras
rike som uppstod under det fjarde artusendet fvt och styrdes av ett prasterskap var
ovanligt betydelsefullt. Det sumeriska prasterskapet var férmodligen den forsta av
de manga priviligierade intellektuella grupper som senare haft sa stor betydelse for
mansklighetens utveckling, och det var knappast en tillfallighet att det blev de som
utvecklade det forsta skriftspraket. Dessa praster var namligen inte bara religosa
ledare och administratorer, de hade ocksa ett flertal andra viktiga uppgifter. De
avkunnade domar och behandlade sjuka, de byggde tempel och palats och de
anlade bevattningsanlaggningar som i tretusen ar gjorde sodra Mesopotamien till
ett av varldens mest tattbefolkade omraden. Dessutom bidrog de till utvecklingen
av hjulet, drejskivan och metallhanteringen.

Grunden for deras intellektuella verksamhet var religionen och raknekonsten.
De matte och vagde, observerade stjarnor och drev in skatter. Allt blev tal som
maste adderas och multipliceras, subtraheras och divideras. For detta utvecklade
de ett satt att skriva tal som gav dem storre mojligheter att utfora berakningar
an nagra av sina samtida. Det finns mycket som tyder pa att man vid méatningar
till att borja med anvande olika talsystem nar man matte langder, volymer och
vikter, men att sa smaningom det system som anvandes vid vagningar blev alltmer
dominerande. Eftersom man inte hade mynt sa anviande man fasta vikter av
rent silver som ”valuta”. Den ursprungliga viktsenheten var en mane men nar
alltfler fick tillgang till silver sa blev den ursprungliga enheten for stor, och man
anvande halva, tredjedels, fjardedels och @ven femtedels mana. For att fa ordning
pa viktssystemet sa inforde man darfor en mindre vikt pa sadant satt att alla
de tidigare anvinda vikterna kunde anges med heltal.'® Den mindre enheten blev
en sikel och det gick 60 sikel pa en mana. Nar man skrev ner resultatet av sina
vagningar sa skrev man forst antalet mana med stora tecken och sedan antalet
sikel med sma. Systemet kan visserligen ses som ett system dar man gar fran

Y0Observera att 1/60 ir den minsta gemensamma nimnaren for talen 1/3, 1/4 och 1/5.
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en sextiondels mana till sextio mana eller fran 1 sikel till 3600 sikel, men for de
sumeriska prasterna var det helt enkelt ett system som gick fran en sikel till 60
mana. Aven om skillnaden mellan stora och smé tecken si smaningom minskade
sa kinde man aldrig nagot verkligt behov av att tala om vad som var antalet mana
och vad som betecknade antalet sikel. Det fanns f.6. ocksa en dnnu storre enhet,
namligen 1 talent som bestod av 60 mana och en annu mindre enhet sje, av vilka
det gick 60 (vad annars) pa en sikel. Detta innebar att man med fyra ”siffror”
kunde ga fran en sje till 60 talenter, vilket motsvarade 12960000 sje. En talent var
vikten av en kubikfot vatten, d.v.s. drygt 9 kg, sa att en sje var ungefar 42 mg.

Det bor papekas att detta talsystem hade utvecklats ur méatningar av en kon-
tinuerlig storhet och inte som ett resultat av uppriakning. Det var dérfor snarare
ett sitt att beteckna reella &n naturliga tal. Eftersom systemet var férhallande-
vis effektivt sa kom det att anvindas aven for att beteckna annat &n vikter och
blev snart det dominerande talsystemet. Darigenom kom det ocksa att anvandas
i skolorna, vilket ledde till att det snart uppstod Gvningsuppgifter vars svar lag
langt utanfor den ursprungliga rackvidden for systemet. Eftersom systemet re-
dan fran borjan hade uppstatt darfor att man ville uttrycka brakdelar som hela
tal sa blev det naturligt att upprepa forfarandet for brakdelar och brakdelar av
brakdelar och sa smaningom borjade man ocksa att skriva storre tal med samma
metod. Detta betydde alltsa att tecknet for 1 plotsligt kunde beteckna alla tal av
formen 1-60". Samtidigt kvarlevde tolkningen av talen sa att varje tecken upp-
fattades som ett heltal ganger en viss enhet vilket gjorde att sumererna och deras
efterfoljare babylonierna aldrig kénde ett behov av att med ett ”decimalkomma”
ange en absolut enhet. Det talsystem som utvecklades i Babylonien brukar kallas
sezagesimalt och var for vetenskapligt bruk o6vertraffat &nda fram till uppfinningen
av decimalkommat i 1500-talets Europa.

Det bor ocksa papekas att d&ven om systemet var bra for manga dndamal
sa hade det danda nagra allvarliga brister. Den forsta av dessa var den som jag
berorde ovan, d.v.s. avsaknaden av ett decimalkomma som talade om vad som var
grundenheten. Den andra, som sa smaningom visade sig vara allvarligare och som
ocksa delvis rattades till, var avsaknaden av en nolla. Det var darfor svart, for att
inte sdga omojligt, att skilja pa talen 61 och 3601 som bada skrevs med tva ettor,
en etta for 60 eller 3600 och en for ett. Bekymret var att man inte hade nagon nolla
som talade om att det fanns ett tomrum mellan den férsta och sista ettan i talet
3601. Eftersom varje tecken betecknade ett visst antal av en lamplig (vikts)enhet
sa foresvivade det dem aldrig att de skulle behdva (eller ens kunna) tala om att de
inte hade nagra mana alls. Denna brist blev sa smaningom ki&nnbar och under det
sista artusendet fvt sa inférde man ett tecken for att visa detta tomrum. Daremot
anvandes aldrig detta tecken for att skilja pa talen 1 och 60.

En tredje brist lag i de raknemetoder som héngde ihop med systemet. Detta
hade utvecklats for att underlatta division med talen 2, 3 och 5 samt produkter och
potenser av dessa, pa sa satt att man forst bestdmde det reciproka talet, 30 for 2, 20
for 3, 12 for 5 o.s.v. Istéllet for att dividera med 5 kunde man multiplicera med 12.
Problemet var naturligtvis att man inte kunde dividera med 7 eller 11 pa detta sétt
och de svarigheter detta innebar ledde till att det i den babyloniska matematiken
fanns tva sorters tal, dels de requlira, de som bara inneholl primfaktorerna 2, 3 och
5, dels de ovriga som var irregulara och utmarkta for addition, subtraktion och
multiplikation, men som man ogarna dividerade med.

Aven om dessa rent matematiska brister var allvarliga nog var det dnda nagot
helt annat som ledde till att 60-talssystemet sa smaningom foll ur bruk och som
ocksa gjorde att det aldrig blev helt allenaradande ens i Babylonien. Det allra
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storsta felet med systemet var ndmligen att det inte hade uppstatt ur talsprakets
satt att rakna. Detta innebar att medan de babyloniska prasterna satt i sina torn
och kammare och gjorde berdkningar fér tempelbyggnader, dammar och manfor-
morkelser sa gick herdarna pa félten och ridknade sina djur i tiotal och hundratal,
samtidigt som frammande harforare rdknade sina trupper i tusental.

Innan systemet f6ll ur bruk hade det dock satt sina outplanliga spar. Annu
i dag gar det ju ndmligen 60 minuter pa en timme och 60 sekunder pa en minut
och ett helt varv bestar fortfarande av 360 grader.

5. Pythagoras sats

Var moderna vérld ar full av raka linjer och rata vinklar som alla ar tillverkade
av manniskan. I orord natur ar det ont om raka linjer och de rata vinklarna saknas
helt. Bada den raka linjen och den rita vinklen ar dérfor skapelser av manniskan.
Aven om vi inte vet nar begreppen uppkom sa ar det troligt att de bada uppstod
under den neolitiska revolutionen. Det finns tva skil for detta antagande, ett
empiriskt och ett teoretiskt. Det empiriska skélet ar att de aldsta fyrkantiga hus
som vi funnit rester av ar mindre &n 10 000 ar gamla, och att pa de stéllen dar
man hittat de aldsta lamningarna, sa har man hittat spar av runda hus som ar
aldre. Det teoretiska skélet ar att i den orérda naturen finns det varken naturliga
rata linjer eller nagot behov av konstgjorda sadana. Med jordbruket kunde det
ddremot pa manga hall uppsta stora slata ytor som behévde delas mellan stammar,
byar eller enskilda brukare. Det ar darfor ocksa troligt att de forsta rata linjer som
skapades av ménniskor inte var vagar utan granser. Det var tva olika egenskaper
hos den rata linjen som var betydelsefulla for dess uppkomst. Den ena egenskapen
var naturligtvis att den ar den kortaste vigen mellan tva punkter och detta var
betydelsefullt darfor att om dgor skulle separeras med diken, staket eller murar sa
var det praktiskt att ha korta granslinjer. Den andra egenskapen som ar mindre
tydlig men som mojligen spelade en &nnu storre roll var symmetriegenskapen. Om
en aker skall delas i tva lika stora delar sa ar det naturliga séttet att gora detta att
dra en rat linje tvars 6ver akern. Pa samma sétt uppstar den rata vinkeln nar man
vill dela en aker i fyra delar. (Det kan i detta sammanhang ndmnas att det forsta
matematiska pastaende som pastas ha blivit bevisat var att ”en diameter delar en
cirkel i tva lika delar”, nagot som ségs ha bevisats av Thales under 500-talet fvt.)

I de stora floddalarnas hogkulturer dér akrarna kunde bre ut sig milsvitt blev
de rédta linjerna allt viktigare. Né&r befolkningstatheten véxte och ménniskorna
slot sig samman i storre byar och bostdderna kom néra varann sa var det naturligt
att lata tomterna vara rektanglar, och nar man bérjade bygga bostader med flera
rum sa blev innerviggarna raka och vinklarna rata. Nér byarna véixte och blev
stader och bade hérskare och préster blev méktigare sa blev ocksa de tempel och
palats som byggdes allt storre. Allt detta ledde till att rdta linjer, rata vinklar och
rektanglar blev allt viktigare.

Ett problem som uppstar sa snart man vill tillverka rektanglar och kvadrater
ar nu att det ar svart att méata vinklar, t.o.m. de rata. Medan det ar latt att
med ett mattband eller ett vanligt snore kontrollera att sidorna ar parvis lika, sa
ar det svart att se om vinklarna i hornen verkligen &r rita. Aven med tillgdng
till vinkelhake &ar det ofta svart att fa tillracklig precision eftersom vinkelhaken
som regel ar mycket mindre an sidorna i rektangeln. Det finns dock ett gammalt
knep, kant bland hantverkare och byggmaéstare i hela varlden, for att avgora om
vinklarna i en parallellogram ar rata. Knepet ar att méata diagonalerna — ar de
lika sa ar vinklarna rata, annars inte. Eftersom detta knep bygger pa en symmetri
som ar intuitivt uppenbar sa kan vi anta att det tillimpats 6verallt dar tillrackligt
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valgjorda rektanglar férekommit. Detta skulle betyda att vanan att mata diagona-
lerna ar lika gammal som rektanglarna sjalva. Eftersom det ocksa var naturligt att
foreskriva att sidorna i de anvinda rektanglarna, antingen det géillde tomter eller
hus, skulle vara ett visst antal enheter, steg, alnar, fot eller tum, sa bér man myc-
ket tidigt ha noterat att om man hade en rektangel vars langa sida var 4 enheter
(alnar eller nagot annat) och vars korta var 3, sa var diagonalerna alltid 5 enheter.
Senare stotte man pa sidorna 6 och 8 med diagonalen 10 eller sidorna 5 och 12 med
diagonalen 13. I den man som det fanns raknekunnigt folk i narheten, vilket det
som regel gjorde nar man byggde tempel, sa borjade de fundera over dessa méark-
liga rektanglar. De forsckte hitta andra rektanglar dar savéal sidor som diagonaler
hade heltalslangder, och de funderade over vad det var for magiska egenskaper
hos talen 3,4, och 5 eller 5,12, och 13 som kunde gora vinklarna i rektanglarna
rata. Mycket snart bor man ha upptackt sambandet mellan kvadraterna d.v.s. att
32442 =52 och att 524122 = 132, och dar det fanns praster som hade tid att rakna
sa sokte man sdkert andra tal med samma egenskap. Genom enkla prévningar
bor man da ha hittat forst 7,24, 25 och sedan 8,15,17 eller 9,40, 41. Resultatet var
alltid ratt! Varje gang som man hittat tre heltal a,b och ¢ sadana att a? + b? = ¢?,
och som man tillverkade en rektangel med sidorna a och b sa visade det sig att
diagonalerna var c.

Detta var den upptackt varur matematiken foddes. For att kunna upptécka
detta mystiska samband mellan tal och ratvinkliga trianglar maste man naturligt-
vis kunna rédkna och man maste ocksa kunna lite geometri. Eftersom de flesta
hantverk innehaller ett moment dar lingder Oversatts till langdenheter sa fanns
det ju naturligtvis ett praktiskt samband mellan geometri och tal. Anda gick den
nya upptackten utanfor allt vad man kunnat forestélla sig ens i sin vildaste fan-
tasi. Det var den forsta upptackten av att de hela talen var nagot annat &n ett
hjalpmedel for handel och hantverk och gav ny néaring at gamla férestéllningar om
att talen hade ett gudomligt ursprung.

Pythagoras sats (som vi numera kallar detta samband mellan sidorna och
diagonalerna i en rektangel) var i sin aritmetiska form (d.v.s. som en sats om heltal)
kand i alla hogkulturer och det ar oklart nar den upptacktes och om kunskapen
spreds eller om satsen upptécktes gang pa gang, om och om igen.

Det brukar vanligen antas att kunskapen spreds, men eftersom den fran borjan
alltid formulerades som en sats om rektanglar och hela tal och eftersom den i
denna form ar latt att observera, sa finns det inget som talar emot att den faktiskt
upptéacktes i flera av de antika hogkulturerna. Det vi vet ar att satsen var kand i
Babylon 2000 ar fvt och i Kina senast 1000 ar fvt.

6. Matematik och vetenskap

Matematiken har under senare arhundraden spelat en oerhort stor roll for
vetenskapens utveckling och uppfattas idag av de flesta som en formalistisk och
ganska trist vetenskap. Det kan darfor vara overraskande att dess ursprungliga
uppgift var att hjalpa forntidens praster i deras religdsa uppgifter. Detta ar dock
ingenting som utmarker just matematiken, utan aven andra vetenskaper som astro-
nomin, fysiken och kemin, hade en forvetenskaplig period, da kinda fakta tolkades
i sin tids forestallningsvarld. Eftersom religionen forr hade en central roll i allt
tdnkande innebar detta att bade stjarnornas gang pa himlen och blixt och dun-
der sags som bevis pa gudarnas makt. Det enda speciella med matematiken &ar
att den sa tidigt blev vetenskap att dess forvetenskapliga period till stor del var
forhistorisk.

Det bor ocksa papekas att &ven om matematiken gjordes till vetenskap redan
av grekerna, sa har den alltid haft svart att bli riktigt accepterad av de empirister
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som 1 alla tider betraktat sig sjalva som de enda sanna realisterna.?’ Istallet var
det under 15— och 1600-talen, d.v.s. den vetenskapliga revolutionens arhundraden
i Europa, de religosa mystikerna med sin overtygelse om att Gud skapat virlden
matematiskt, som trodde pa mojligheten av en matematisk teori for varlden.
Dagens fysiker ar inte lika overtygade om att universum skapades av en Gud,
men de har helt accepterat sina foregangares 6vertygelse om att universum bara
kan beskrivas matematiskt. Twvartom betraktas den tidigare empirismen som
ganska enfaldig. Hur har mdanniskan nagonsin kunnat tro att de erfarenheter vi kan
skaffa oss pa jorden med vara begrinsade sinnen nagonsin skulle kunna forklara bade det
mikroskopiskt lilla som vi inte kan se och det ofantligt stora som vi aldrig kan na?

7. Matematik och mystik

Det fanns en tid for mycket lingesedan nar alla fragor hade ett svar. Allt
kunde forklaras och allt kunde paverkas. Sa var det under den forntid som vara
forfader betraktade som ménsklighetens guldalder, den tid som sedan féljdes av
silveraldern, bronsaldern och jarnaldern och som vi nu kallar for stenaldern. Det
var en tid nar ménskligheten dgnade tre timmar om dagen for att skaffa sig mat och
nar hon var en del av naturen. Det var ocksa en tid nar jordens totala befolkning
var mindre dn en tusendel av dagens och det var en tid som aldrig kommer tillbaka.

Det svar som fanns och som besvarade alla fragor var: ”Det ar gudarnas vilja”,
och det satt man hade att paverka var att be gudar om hjalp. Varje by hade sina
egna gudar och i varje by fanns en man eller kvinna som kinde gudarna béattre an
nagon annan.

Allt levande horde ihop och allting hade en sjdl. Mitt i den synliga, kroppsliga
varlden fanns det en annan, en osynlig, andlig. Detta var den verkliga varlden,
och méanniskans 6de styrdes av den. For att ra i sin egen vérld behévde hon na
till den andra. Det var for att na till gudarnas vérld som riterna skapats och det
var medicinmannen, schamanen, som ledde riterna. Det fanns riter for allt, for liv
som for dod. Det fanns riter for jakt och for dag och for natt. Det fanns riter med
boner och droger och andlig extas. Det fanns riter med eld och riter med blod.
Det fanns riter med dans och med trummor och sang. Det var riter vid fest och
riter vid sorg. Méanniskan levde i tvenne varldar och riterna band dem samman.

Byar vixte och byar férsvann och méanniskan spreds o6ver vérlden. Gudar
foddes och gudar dog och alla naddes med riter, och riter uppkom och riter férsvann
och nar de forsvann blev de myter.

I varje by fanns en hovding, som styrde i stort och i smatt. Vad byn skulle
gora beslots av dess hovding, men hur det gick bestamdes av gudar, och den som
kinde gudarnas vilja, det var schamanen. Honom bad man om hjilp, och den
hjalp man behévde var alltid densamma — fler djur i skogen och framgang i jakten.
Och alltid gnallde de gamla och sade att det varit battre forr.

Och sa var det, det var battre forr och det hade alltid varit battre forr. Néar
byn grundades var skogen runt den full av vilda djur som var latta att jaga, men
allt efter som byn blev storre sa maste man jaga mer och djuren blev farre. Man
maste jaga over allt storre omraden och nar man nadde till grannbyns jaktmarker
sa minskade villebradet snabbt. Antingen blev det krig, eller sa maste nagra ge
sig av for att boséatta sig nagon annanstans.

Inga riter hjalpte — nér skogen saknade djur aterviande aven den skickligaste
jigaren tomhént. Sa linge som det fanns nagonstans att ta vigen kunde byarna

200rdet empirist kommer fran grekiskans empiri som betyder erfarenhet. Empiristerna
ansag att all kunskap grundas pa erfarenhet.
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flytta, men nar skogen var tom och det fanns byar at alla hall sa langt som nagon
kunde ga, sa blev gudarnas befallning att stanna dar man var och leva pa grés.?!

Det ma ha varit gudarnas vilja eller méanniskornas tanke — i nagra byar kunde
man lara sig att dta gras och att fa det att vaxa. Nar man hittade djur i skogen
sa dodade man dem inte utan fangade och tog hem dem. Kanske hade man tankt
ge gudarna offer for att djuren skulle atervanda till skogen, men gudarnas vilja,
forstadd av schamanen, var nagot annat. Kon fick foda sin kalv och man offrade
kalven.

Det tog sin tid men det gick. Med gudarnas hjalp kunde man bruka jorden
och fa sin féda. Byarna véaxte, méinroliskorna kom narmare varann och de blev fler
och fler — anda tills torkan kom. Ater bad man gudarna om hjalp, &n en gang
offrade man det man kunde. Man offrade djur, man offrade manniskor, ingenting
hjélpte. An en gang maste man flytta. Raddningen blev att flytta till floden, trots
att man inte var forst.

Vid floden samlades allt fler ménniskor i allt storre byar medan allt fler gudar
kriavde sina offer. Allt fler levde pa att tolka gudarnas vilja och ju fler prasterna
blev, ju méktigare blev deras gudar. Nar gudarna blev méktigare maste prasterna
agna allt mer tid at att tolka deras vilja, och ju mer tid som prasterna agnade at
sina gudar ju strangare blev dessa. Allt maste goras vid ratt tid och pa ratt satt.

For att bestdmma den rétta tiden sa studerade man natthimlens stjéarnor och
manens faser. For att gora pa ratt siatt sa foljde man bestdmda, tydliga regler.
Det fanns regler for allt, for vad som sades och hur det sades, for vad som offrades
och nér det offrades, for prasternas kladsel och altarets form. Och alltefter som
tiden gick sa blev reglerna alltmer exakta, och plotsligt kravde de matematik.

Det som behovdes var bade aritmetik och geometri. Tidens gang, manens
och planeternas vandring 6ver himlen fordrade rakning, men skapade ocksa en
insikt om cirkelns betydelse. Ritning av kultplatser, altare och tempel fordrade
geometri, men for det praktiska utforandet med stenar och stockar behdvdes det
ater aritmetik.

Det finns manga vittnesbord som stoder tesen att nastan all forhistorisk och
tidig historisk matematik hade ett rituellt, religdost ursprung. Den allra aldsta
matematiken, det rena raknandet, ar naturligtvis helt forhistorisk och kan bara
studeras genom de spar den avsatt i senare tiders tdnkande och forestallningar. I
det moderna vasterlandet finns det mycket fa sadana spar och det enda som kan
ségas vara helt allmént dr var vana (eller ovana) att betrakta talet 13 som ett
olyckstal. I den antika varlden fanns det mycket fler liknande forestéallningar. De
kanske mest kinda ar de som brukar tillskrivas Pythagoras och hans efterfcljare
pythagoréerna. For dessa gallde bl.a. att allt dr tal, vidare var de udda talen
manliga och de jamna kvinnliga. Talet ETT var Gud och bade jamnt och udda,
medan fem var giftermalstalet.

Det finns ocksa bland manga kulturer tabu-forestallningar om raknande, av
sorten att om en mor raknar sina barn sa kommer ett av dem att do och om en
herde réknar sina djur sa kommer ett att bli taget av vargen (“rikna tyst, vargen
kan hora!”). Det ligger néra till hands att forklara dessa idéer med att réknandet
faktiskt varit forknippat med risker, exempelvis pa sa séatt att det var i samband
med en rdakning av hjorden som schamanen utvalde de djur som skulle offras.
Detta ar darmed ett av indicierna for att rdknandet ursprungligen ingick i ett
rituellt sammanhang.

De aldsta sparen av geometri finns pa krukor av lera och om dessa kom till bara
for sin skonhet eller om de ocksa hade en symbolisk betydelse vet vi inte, men de

21Det grias man at var fraimst vete.
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vittnar d&nda om att geometriska former som cirklar, trianglar och fyrkanter var
kinda i stora delar av vérlden redan for mer &n 5000 ar sedan. De tidigaste
kéinda anvandningarna av geometri kan ses i tempel fran sumerisk tid. Sumererna
forberedde sina tempelbyggnader genom att sidtta pinnar i marken och spéinna
roda snoren mellan dem. Dessa snoren kvarlamnade roda linjer som kunnat hittas
under ruinerna av de nedfallna templen, och tack vare dessa vet vi mer om det
geometriska kunnandet hos sumererna an hos de tidiga grekerna.

Nér det slutligen géller de dldsta skrifterna med geometriskt innehall sa finner
vi dessa pa kilskriftstavlor ifran Babylonien. Det finns ocksa indiska skrifter, Sul-
vasutras, om altarkonstruktioner som visar att de indiska préasterna langt fore var
tiderdkning hade forbluffande kunskaper i geometri. Det rader en stor osdkerhet
om hur gamla dessa skrifter ar och framfor allt galler fragan om ifall de skrevs fore
eller efter Pythagoras tid. Denna fraga ar av speciell betydelse eftersom bland de
problem som de indiska préasterna studerade fanns tva av de klassiska problemen
i den grekiska geometrin, namligen cirkelns kvadratur och kubens féordubbling.

8. Stora tal.

— Vad dr ett stort tal? .

Anda sedan méanniskan borjade rdkna har hon fascinerats av stora tal. Annu
idag kan nya varldsrekord nar det galler att hitta stora primtal komma in som
notiser i vara dagstidningar, och det enda som skiljer oss fran vara forfader ar att
vi dagligen laser om tal som de tyckte var ofantliga och obegripliga. Under de
artusenden som gatt sedan vara forfader larde sig att rdkna ena handens fingrar
har darfor de stora talen blivit allt storre.

Som jag tidigare ndmnt fanns det en tid da talet tre var pa gransen till det
ordkneliga och darfor var ett stort tal. Nar sedan nomaderna borjade dga hjordar
med tiotals och kanske hundratals djur sa blev hundra och tusen stora tal. Fort-
farande ar ju talet hundra tillrackligt stort for att vi ska hinna gémma oss medan
nagon raknar hogt till det.

Vad som menas med att ett tal r stort beror delvis, men bara delvis pa vad
det anvénds till. I sjdlva verket finns det all anledning att siga att talet hundra
faktiskt ar stort, och for vara 6gon och vara hander &r redan tio och tal strax
dardver stora. Om vi ser pa en samling individer sa kan vi se hur manga de ar om
de inte ar fler &n ungefér sju eller atta, men vi kan inte se om de &r nitton eller
tjugo. Om antalet ar storre maste vi antingen ordna dem i grupper eller helt enkelt
rakna tyst for oss sjalva. Mer allmant kan det sdgas att vi inte har nagon intuitiv
uppfattning om antal som 6verstiger nagra hundra. Detta marks bl.a. pa hur vi
reagerar pa nyheter om katastrofer i varlden, eftersom en olycka med fem doda
svenskar kan fa minst lika mycket uppmérksamhet som en olycka med femtusen
doda kineser. Det maérkliga ar dérfor att vi, trots att vi inte forstar dem, énda
behérskar att rdkna med bade miljoner och miljarder.

Den framsta anledningen till detta &ar att vi idag dels har raknesdtt som gor
det mojligt for oss att na till stora tal med fa operationer och dels har konventioner
som gor det mojligt att skriva ner dem. Ett drastiskt exempel pa detta ar talet
909" 'som &r ett tal med mer an 108 siffror. For att lira oss att handskas med
stora tal har vi darfor dels behovt hitta effektiva metoder att askadliggora talen
och dels behovt lara oss alltmer avancerade raknesatt.

Jag kommer i detta avsnitt framsta att dgna mig at olika sétt att skriva tal
som anvandes innan de arabiska siffrorna erévrade varlden.

Allt skrivande av tal borjade med raka streck for entalen, pa det sétt som
vi fortfarande anvander vid rostsammanrakningar. Nasta steg var ocksa alltid
detsamma, namligen att infora sarskilda symboler for fem eller tio, och sedan
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ytterligare tecken for lampliga multipler av tio. Detta satt att skriva tal hangde
naturligt ihop med det sétt pa vilket de flesta kulturfolk under antiken raknade och
likasa med de raknebridden som anviandes. Ett raknebréide, eller en abakus bestod
av en flat skiva med rannor, och i varje ranna fanns det plats for tio kulor.

Den enda nackdelen med dessa sétt att skriva tal var att uttrycken blev klum-
piga och svarldsta. Allteftersom skriftspraken och sjofarandet utvecklades blev
denna nackdel alltmer besvarande och de framsta sjofararfolken, fenicierna och
grekerna overgick till att skriva sina tal med en blandning av tecken for tal och
tecken for ljud, sa att till exempel ett tal som 256 kunde ha skrivits som

h *xxx%x*xt eeeeee.

Sa smaningom kom bokstaverna helt att ersitta de tidigare taltecknen, nagot som
gjorde talen latta att lasa och skriva. Det vi idag ser som den stora nackdelen,
detta att de inte var lampliga for berdkningar, spelade da ingen roll eftersom alla
berakningar dnda utféordes med en abakus.

Senare fick, hos bade fenicier och greker, alla bokstéver ett varde som tal och
ganska snart borjade man roa sig med att lagga ihop bokstéaverna i orden. Nar da
tva individer upptéckte att deras namn hade samma talsumma sa var detta alltid
ett gott tecken infor en forestaende affar, eller infor ett dktenskap. Det blev ocksa
populért att som en gata uppge sitt tal istallet for sitt namn.??

Nar sedan judarna, utgaende fran det feniciska alfabetet, skapade ett eget
skriftsprak, sa overtog de ocksa det feniciska sattet att skriva sina tal. Aven for
judarna fick darmed orden ett tal, nagot som vi tydligt kan se pa flera stallen
i Bibeln, i bade Gamla och Nya Testamentet. Inom judendomen brukar denna
form av talmystik kallas Kabbala. Den har spelat (och spelar?) en stor roll i
religost judiskt tdnkande. Det bor dock papekas att den inte bara forekommit
inom judendomen utan &ven inom annan orientalisk mystik. Dessutom gar sjélva
grundidén, den att foreteelser med en yttre likhet ocksa har en djupare andlig
gemenskap som gor att de kan paverka varann, tillbaka till urminnes tider langt
fore var tiderakning. Det ar i princip samma idé som nar en medicinman sticker
en bild av en fiende med en nal, i forhoppning om att darigenom sara den som
bilden forestéller.

Man har ocksa framfort teorin om att geometrin uppstod ur en liknande, men
aldre geometrisk gematria dar ett centralt inslag var att bygga altare med exakt
samma yta. Detta skulle i sa fall vara ursprunget till ett av den antika geometrins
centrala problem, namligen det som brukar kallas cirkelns kvadratur och som handlar
om att konstruera en kvadrat med samma yta som en given cirkel.

I det grekiska talsystemet anvandes 27 olika bokstaver, varav dock tre stycken
var alderdomliga tecken som funnits i det feniciska alfabetet. I huvudsak foljde man
den vanliga bokstavsordningen sa att bokstéverna a,b,c,d,e (eller réttare a, 3,7, d, )
stod for talen 1,2,3,4 och 5. Efter n (=9) och ¢ (= 10) foljde «, A och p for 10, 20 och
30 o.s.v. till o(= 100) varefter man hade tecken for de jamna hundratalen upp till
900. Detta innebar att man med tre bokstdver kunde skriva alla tal upp till 999.
Darefter hade man ett slags positionssystem, sa att 1000 skrevs som ‘o, d.v.s. med
en markerad etta. Pa detta sitt hade man mojlighet att skriva talen upp till 999
999. Samtidigt bor det papekas att stora tal sdllan behovs for praktiska &ndamal

22Denna form av talmystik brukar kallas for gematria. Den utgar fran att alla bokstéver
star for ett tal, och att summan av dessa tal ger orden ett numeriskt virde. Det karak-
teristiska ar sedan att om namnen for tva personer eller orden for tva saker har samma
varde sa har de ett andligt samband och kan dérfor paverka varann.

37



eftersom de néstan alltid kan erséttas med stora enheter (exempelvis ton istéllet
for gram eller mil istéllet for centimeter).

I mindre praktiska sammanhang sasom talmystik eller ren matematik finns
dock inte denna mojlighet och da kan stora tal ofta spela en viktig roll. For pytha-
goréerna, som var verksamma i de grekiska kolonierna i sodra Italien i mitten av det
sista artusendet fvt, var bade matematiken och talmystiken centrala element i deras
religosa forestallningsvarld. Grundaren av ”pythagoréerna” var PYTHAGORAS, som
efter resor i Egypten, Babylon och kanske dven Indien bosatte sig i staden Kroton i
Sodra Italien. Han kom dit ar 540 fvt vid ungefar 40 ars alder och var verksam dér
till sin déd ar 500. Han grundade en skola och bildade ett ”brodraskap” (som &dven
inneho6ll kvinnor) av sina larjungar. Detta 6verlevde méstarens déd och spelade
en stor roll i 400-talets grekiska filosofi. Genom PLATON, som under ett antal ar
efter SOKRATES dod ar 399 fvt, studerade matematik och filosofi under ledning av
sin tids framste pythagoré, ARCHYTAS, kom manga av deras idéer att paverka det
andliga livet under hela antiken och genom kristendomens férmedling &nda in i var
egen tid. Aven om pythagoréerna inte grundade den grekiska matematiken sa var
deras narmast fanatiska intresse for den en av de viktigaste drivkrafterna bakom
dess uppblomstring vid denna tid.

For pythagoréerna var talen bokstavligt talat heliga. Deras valsprak var 7 ALLT
AR TAL” och talet ett var Gud sjalv. Forutom att grundaren lart sig matematik
av babylonierna och dérigenom fatt del av deras talmystik var det tva av deras
egna vetenskapliga bedrifter som ckade intresset for talen. Den ena av dessa var
upptéickten av de rena tonintervallen och den andra var ett geometriskt bevis for
"Pythagoras sats”. Upptackten av de rena intervallen fick framst en filosofisk,
narmast religés, betydelse pa sa satt att alla harmonier i naturen antogs bero
pa forhallanden mellan hela tal, och bidrog enbart till att stiarka tron pa talens
betydelse.

Den andra bedriften fick en helt annan betydelse och kom att hota hela grund-
valen for deras varldsuppfattning. Vi vet ju att "satsen” redan hade varit kénd i
minst halvtannat artusende, men att den dittills uppfattats som ett samband mel-
lan vissa trianglar och vissa hela tal. Nar pythagoréerna hittade sitt geometriska
bevis sa var den outtalade forutsattningen att sidorna i triangeln var hela tal och
den omedelbara foljden blev att de genast forsokte att bevisa att i varje triangel
fanns en gemensam enhet sa att alla tre sidornas langder var heltalsmultipler av
denna. Den metod de anvande for att gora detta brukar kallas Euklides algoritm
och anvands numera framst inom talteorin.?® Metoden ledde till att sidorna inde-
lades i allt mindre enheter och att darmed antalet enheter blev allt storre. Till
att borja med sa bidrog sidkert onsketdnkande och métfel till att de alltid forr eller
senare fick ett helt antal enheter, men med tiden véxte tvivlet. Ju noggrannare
konstruktionerna utfordes ju mindre enheter fick de och ju storre blev sidornas tal.
Till sist upptackte nagon i brodraskapet att det inte stamde. Den geometriska fi-
gur som var sjalva symbolen for brédraskapet, ndmligen pentagrammet (d.v.s. den
regelbundna femstjarnan) inneholl ett forhallande som inte kunde uttryckas som
ett forhallande mellan hela tal. Detta forhallande brukar kallas ”det gyllene snit-
tet” och kan med moderna beteckningar skrivas som (v/5 — 1)/2. Den fasansfulla
upptéickten var att da algoritmen anvindes en gang sa dok samma figur och samma
forhallande upp igen. Detta innebar att hur manga ganger de &n upprepade den
sa kunde den aldrig leda till en gemensam grundenhet som gjorde det mojligt att
uttrycka bada de sokta langderna som hela tal. Nagot senare (mdojligen rentav
nagot tidigare ) upptickte de ocksa att inte heller forhallandet mellan diagonalen

23Se appendix E
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och sidan 1 en kvadrat kunde uttryckas som ett forhallande mellan hela tal.?*

Detta var en upptackt som for pythagoréerna var lika fruktansviard som ett
bevis for att Jesus aldrig hade levat skulle ha varit for den kristna kyrkan. Re-
aktionen blev ocksa densamma som den skulle ha blivit inom kyrkan, namligen
att upptackten tystades ner och for en lang tid forblev deras egen fruktansvarda
hemlighet. Vetenskapliga upptéckter kan dock inte hallas hemliga i all evighet och
sedan upptackten av de irrationella talen blivit kind sa forlorade de hela talen
sin overhoghet i den grekiska matematiken. Istallet tog geometrin éverhanden och
utvecklades pa nagra arhundraden till den enda vetenskapliga teori i antiken som
bestatt dnda in i var egen tid.

Trots detta levde intresset for de naturliga talen kvar i den grekiska mate-
matiken och filosofin och spelade en stor for deras tankar om oandligheten. I
ARISTOTELES bok om fysiken diskuterar han huruvida det finns oandligt manga
tal eller inte. Bakgrunden ar naturligtvis att odndligheten i sig ar nagot overkligt
samtidigt som man redan da insag att talen aldrig tar slut. Aristoteles 10sning pa
problemet blev att infora begreppen aktuell och potentiell odndlighet. Med denna
uppdelning av begreppen kunde han sedan hivda att méngden av (de naturliga)
talen var potentiellt, men inte aktuellt, oandlig. I EUuKLIDES Elementa handlar tre
bocker om talteori. Nagra av de intressantaste resultaten handlar om primtal och
bl.a. bevisar han att det finns odndligt manga primtal.?®

Den antike matematiker som mest fascinerades av stora tal, var dock den
storste av dem alla, ndmligen ARKIMEDES, som skrev tva arbeten som handlade
om stora tal. Det ena av dessa var ett rakneproblem om boskap vars losning be-
stod av tal som med vart satt att skriva dem skulle ha behévt mer an 250.000
siffror. Det andra var det berémda arbetet Sandriknaren, dar Arkimedes uppskat-
tar hur manga sandkorn som skulle behovas for att fylla hela universum. Detta
arbete ar intressant av tva skil, dels innehaller det en beskrivning av ARISTARCHOS
heliocentriska universum?® och dels innehaller det en beskrivning av tal sa stora
att de inte ens ryms i dagens storsta datorer. Arkimedes sétt att komma fram till
och beskriva dessa mycket stora tal ar fantastiskt och imponerande. Han utgar
ifran det storsta tal som hade ett namn i den grekiska matematiken. Detta tal
kallades en myriad, ett ord som fortfarande anvands for att ange ofattbart stora
antal, och betecknade talet tiotusen. Arkimedes borjade med att bilda talet en
myriad myriader, d.v.s. 100 millioner och sedan multiplicerade han detta tal med
sig sjalvt en myriad myriader ganger. Anda var han inte néjd utan gjorde om
samma sak nagra ganger till och han gav sig inte férran han hade kommit fram

24Ett forhallande mellan tva lingder sades vara mitbart eller kommensurabelt om det
kunde skrivas som ett forhallande mellan hela tal, d.v.s. om det fanns en gemensam grund-
langd som gick ett helt antal ganger i bada. Idag kallar vi ett sadant forhallande rationellt
medan motsatsen kallas irrationellt. Det pythagoréerna upptéickte var darfor, med mo-
dernt sprakbruk, existensen av irrationella tal.

25Eftersom Euklides tycks ha varit vil fortrogen med Aristoteles arbeten si siger han
inte rakt ut att antalet primtal ar odndligt, utan han ndjer sig med det skenbart svagare
pastaendet att det inte finns nagot storsta primtal.

26 Aristarchos fran Samos (c:a 310 — 230 fvt) skrev ett arbete Om solens och manens
avstand och storlek dar han dels riaknar ut avstandet till manen och solen och sedan med
hjalp av dessa uppskattningar ocksi deras storlek. Aven om han grovt underskattade
avstandet till solen och darmed ocksa dess storlek sa kom han &nda fram till att solen
var ungefar 250 ganger storre &n jorden. Han drog ocksa den naturliga slutsatsen av sina
berdkningar genom att anta att det inte var solen som snurrade runt den stillastaende
jorden, utan istallet var den lilla jorden som snurrade runt den stora solen.
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till ett tal som vi skriver som 10%10" vilket om vi kunde skriva ut det skulle besta
av en etta med 80 000 biljoner nollor efter sig. Nar han val astadkommit detta
stora tal sa raknar han ut hur manga sandkorn han skulle behova for att fylla hela
universum, och han kommer ocksa fram till att det inte skulle behovas sa vérst
manga (vilket innebar att det inte behovdes mer &n ungefar 100!).

Arkimedes berakningar ledde till uppskattningen att universums diameter inte
kunde vara storre d&n knappt fyra ljusar (for att anvinda ett modernt matt) och
aven om vi idag tror att universum har en diameter om kanske 20 miljarder ljusar,
sa drojde det faktiskt mer &n tva tusen ar innan vetenskapen kunde forestélla sig
ett universum storre dn det som Arkimedes hade berdknat. I fantasi och tankekraft
ar Sandriknaren ett av antikens mest storslagna verk, vél jamforbart med Egyptens
pyramider.

9. Att rdkna med brak I.

Matematiken ar en skapelse av den ménskliga hjarnan, en skapelse som upp-
stod da méanniskan borjade rdkna och méata. Det var dock inte rdknandet och
méatandet i sig utan det var hennes forsok att beskriva, tolka och forsta vad det
var hon gjorde som var av betydelse och gav upphov till matematiken. Hittills har
vi huvudsakligen dgnat oss at de svarigheter vara forfader hade med att forsta sitt
raknande men nu kan det vara dags att atminstone beréra méatningens problem.

Vi kan darvid liksom i fallet med rdknandet boérja med att konstatera att
stenaldersménniskan som regel hade mycket sma behov av att méta och dnnu
mindre behov av att ange resultatet i annan form &an ett konstaterande av att

den har kdippen ar tillrackligt lang
eller
din fisk ar tyngre dn min.

Med jordbruk, agande och mer organiserade samhallen blev dock behovet av
méatningar allt storre. Tidiga former av organiserade arbeten som férutsatte mat-
ningar bor ha varit uppforandet av storre byggnader, vagar och bevattningsan-
laggningar. Allmént kan vi sdga att sa snart som ett konstruktionsarbete kunde
delas mellan flera individer som arbetade oberoende av varann sa kravdes det
matningar och mattangivelser for att delarna skulle passa ihop. For tidiga arbeten
bor precisionskraven ha varit sa sma att matten kunde anges med ett antal steg
eller mojligen fot. For kortare langder anvande man handsbredder eller tummar
och allmant forefaller det som om man i alla kulturer foljde regeln att mdanniskan
ar alltings matt, d.v.s. att alla langdmatt utgick ifran manniskokroppen och dess
delar. Néar arbetena blev storre, husen hoégre och antalet arbetare fler, sa okade
kraven pa precision. Detta innebar inte att man inforde nya sorter men daremot
att de som fanns blev standardiserade. Istéllet for att var och en matte med egna
fotter eller hander sa anviande man matkappar eller snéren av givna langder.

Alltefter som samhéllena blev alltmer komplicerade sa viaxte behoven av mét-
ning och dessutom var det alltfler som var beroende av matningarnas resultat. Nu
kunde det galla att mata mangden sad som skulle betalas i skatt till kungen eller
den méangd olivolja som skulle ges i utbyte mot en oxe. I alla hogkulturer infordes
standardmatt for langder, ytor, volymer och vikter. Langd— och ytmatten hingde
som regel ihop pa sa sétt att ytorna var kvadrater pa langderna medan volymerna
daremot inte var kuber utan istallet beskrevs med hjalp av lampliga kéarl som ur-
nor, kannor och senare tunnor. Nar sedan metallerna alltmer kom att anvandas
som betalningsmedel vid handel sa uppstod ocksa ett stérre behov av vikter.

Vid alla dessa matningar var det som skulle méatas nagot kontinuerligt och
resultaten borde darfor ha angivits som reella tal. Sadana hade man inte utan allt
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man hade var standardmatt och hela tal. Det man gjorde var naturligtvis att forst
méta antalet fot, och sedan se efter hur manga tum som blev 6ver. Kravdes det
annu storre precision kunde man ocksa mellan tumstrecken ldgga in ett eller flera
extra streck. Darmed uppstod halvor, tredjedelar och ibland &ven fjardedelar eller
femtedelar. Trots att dessa brakdelar inte uppfattades som tal utan som fysiska
storheter utgjorde de ett intellektuellt problem i alla de tidiga kulturerna. Innan
vi gar vidare kan det vara véart att notera att vissa sprak fortfarande uppfattar
en halv som ett mittstreck eftersom orden for halv och mitt ar néra beslaktade.?”
Det vanligaste sattet att hantera problemet var att man undan fér undan inférde
mindre enheter, ner till den grans som mattekniken tillat och matbehoven kravde.
Sattet att gora detta var som regel att man liat en lamplig brakdel som kunde
vara alltfran en halv eller en tredjedel upp till 1/12 eller 1/24 av den tidigare
minsta enheten bli en ny enhet. Denna typ av mattsystem har, efter metersystemets
inférande nastan forsvunnit ur praktiskt bruk i Sverige, men det var &nnu for nagra
fa ar sedan vanligt i anglo-saxiska lander dar det gick 12 tum pa en fot vid méatning
av langder, 16 uns pa ett pund vid vigning och 12 pence pa en shilling och 20 skilling
pa ett pund nar man riknade pengar. Anda ar det ju alltid sa att hur sma enheter
vi 4n anvinder sa hinder det gang pa gang att vi inte kan bestdmma oss eftersom
det vi mater tycks hamna mitt emellan tva streck.

Sammanfattningsvis kan vi alltsa konstatera att ménskligheten i praktiken
forsokte undvika brak genom att 6vergd till mindre enheter. Anda fanns det in-
tellektuella problemet kvar och i de kulturer dér det fanns praster eller andra
som hade tid att dgna sig at matematik sa studerades det intensivt under langa
perioder. Vilka problem som stéllde till storst svarigheter varierade och berodde
framst pa hur man skrev sina brak. I Egypten inférde man tidigt en symbol som
motsvarade vart 1/x vilket innebar att man kunde tala om och skriva en tiondel
eller en 43-djedel men inte om tva eller flera. Detta gjorde att man for att skriva
talet 2/43, som kunde vara svaret pa hur mycket vete en man skulle fa om tva
tunnor delades mellan 43 personer, maste skriva det som en summa av enstaka
brakdelar. Bland de gamla papyrusrullar som hittats och som rér matematik ar
detta ett av de viktigaste problemen. Exempelvis skrev man

2 1,1 1 1

43 42 86 129  301°
Nu bor det papekas att det finns andra losningar pa detta problem, och att vi
ocksa kan skriva t.ex.

2—1+1+ 1
43 24 258 1032
B 1+1+ 1
30 86 645

1,11
40 860  1720°

Moderna matematikhistoriker har darfor studerat de exempel som forekommer i
de gamla papyrusrullarna for att forsoka att forsta vilka metoder som anvéndes.
Hittills har man dock inte hittat nagot system utan det férefaller som om det var
en utveckling som pagatt under lang tid och dar olika matematiker utvecklade
olika system.

Ett intressant sédtt att hantera brakrikning var det sexagesimala talsystem
som anvandes i Mesopotamien och som vi behandlat tidigare. De reciproka tal

2"Ttalienska mezzo och portugisiska meio har bada den dubbla betydelsen av halv och mitt.
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som anvandes i detta system gjorde det latt att rdkna med de reguldra talen,
d.v.s. de som bara inneholl primfaktorerna 2,3 och 5, medan t.ex. sjundedelarna
fortfarande var ett problem. Det ar dock vart att notera att systemet gjorde det
latt att berdkna narmevérden inte bara for brakdelar av irregulara tal utan ocksa
for kvadratrotter och 16sningar till mer komplicerade andragradsekvationer.

10. Att rdkna med brak II.

Med pythagoréernas upptackt av sambandet mellan hela tal och musik fick
braktalen en helt ny innebord och betydelse. Deras upptackt var att om tva
strangar, av samma material och med samma spanning klingade harmoniskt till-
sammans sa fanns det ett enkelt samband mellan lingderna. Om den langre
strangen gav grundtonen sa gav en halften sa lang strang oktaven, en som var
2/3 gav kvinten och 3/4 gav tersen. Aven de andra rena tonintervallen svarade
mot enkla samband mellan ”"sma” hela tal.

Att forhallanden mellan storheter kunde vara av intresse kinde man natur-
ligtvis till tidigare bade i Grekland och i de andra tidiga kulturerna. Ett sadant
forhallande som atminstone erfarenhetsméssigt var kint Overallt ar att ytskalan
ar kvadraten pa langdskalan och forhallandet mellan volymerna dr kuben pa forhallandet
mellan lingderna. Det var darfor inte detta att man studerade forhallandet mellan
langder som var nytt, utan det nya var att det féorhallande som man fann kunde
ses som en kvot mellan hela tal.

Forhallandet mellan storheter kom sedan att spela en viktig roll i grekernas
vetenskap. Eftersom produkten och kvoten mellan férhallanden ger nya forhal-
landen sa var det naturligt fér dem att multiplicera och dividera brak. Det finns
ddremot som regel ingen naturlig tolkning av summan mellan tva forhallanden
vilket innebar att addition och subtraktion av brak inte forekom férran langt fram
i tiden. For oss som far lara oss brakriakning redan i grundskolan och som redan
fran borjan ser dem som tal kan det vara svart att forsta att hur viktiga braken an
var i den grekiska matematiken sa uppfattades de inte som tal. De enda tal som
grekerna (och deras féregangare och samtida) férstod sig pa var de som vi én idag
kallar naturliga tal.

Den situation dar det var lattast att anvinda den mindre storheten for att
mata den storre var nar man jamforde langder. Detta innebar att man geomet-
riskt kunde hantera storheter som inte var givna som hela tal, och eftersom bade
addition av ldngder och multiplikation av dem hade en geometrisk tolkning (som
langd eller yta) sa kunde de utveckla en stor algebraisk fardighet. Deras metoder
brukar beskrivas med termen geometrisk algebra och utgjorde en viktig del av deras
geometri. En foljd av att alla storheter tolkades geometriskt var att de kunde
multiplicera tva ldngder for att fa en yta, tre for att fa en volym, men att fler &n
tre langder inte kunde multipliceras.

Under de sista arhundradena fvt kom dock de grekiska matematikerna och
(inte minst viktigt) astronomerna i férnyad kontakt med den babyloniska kulturen
och &ven om de inte 6vertog det sexagesimala talsystemet i sin helhet, sa tog de
anda vara pa det visentliga, ndmligen idén att nar de behdévde 6kad precision sa
delade de sin minsta enhet 1 60 lika delar. Dessa kallades (sedan de &versatts till
latin) minuter och om de beh6vde &nnu storre noggrannhet sa delade de minuterna
i 60 sekunder. For matematiskt bruk gick de annu langre vilket innebar att de kom
ganska néara ett decimalbrakssystem. Det var dock mest astronomer som anvande
dessa tal och eftersom de sillan hade anledning dartill sa multiplicerade inte de
heller mer &n tva tal med varandra.

Det bor ocksa namnas att nagra fa av de framsta grekiska matematikerna,
speciellt Arkimedes och senare DIOFANTOS, som var verksam i Alexandria vid mit-
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ten av 200-talet, atminstone hade en intuitiv uppfattning om bade rationella och
reella tal.

Jag vill ssmmanfatta dessa tva avsnitt om brak och brakrdkning med att saga
att for det forsta fanns det fore inforandet av de arabiska siffrorna och positionssy-
stemet inget riktigt bra satt att skriva brak. For det andra hade braken visserligen
anvants i tva olika sammanhang med helt olika tolkningar, men trots detta var de
egentligen olampliga i bada fallen. Anledningen &ar att de oftast anviandes i sam-
band med kontinuerliga storheter och for dessa &r det reella tal som behovs och inte
rationella. Aven om reella tal som regel inte kan uttryckas exakt med enbart siffror,
sa att vi oftast tvingas att rdkna med nérmevérden som ar rationella tal (numera
vanligen decimalbrak), sa ar strukturerna hos talsystemen helt annorlunda. Det
var inte forrdn de europeiska matematikerna med hjalp av decimalbraken borjade
forsta de reella talen som de rationella talen under de senaste arhundradena fick
en egen roll. I den moderna matematiken anvinds de rationella talen framst inom
algebran. De anvinds darvid inte som narmevarden utan det ar de exakta talen
som ar viktiga.
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KAP.3. CIRKELN

1. En helig form

Det brukar sdgas att cirkeln ar den forsta form som ett litet barn lar sig att
kdnna igen och det finns anledning att tro att det ocksa var den forsta form som
vara forfader uppfattade. Till skillnad mot den rata linjen férekommer ju ndmligen
cirkeln dven i den ororda naturen. Pa dagen lyser den runda solen och pa natten
manen som dven den dr rund sa ofta den kan. Trad ar runda och &ven blommor
och frukter. De forsta husen var runda och nér elden tdndes pa kvéllen sa satt
man i cirkel omkring den. Det forsta man gjorde med lera var en boll och nar
man plattade till den sa blev den en cirkel. Overallt dir méanniskor levat hittar
man cirklar. Nagra dyrkade solen som viarmde pa dagen, andra prisade manen
som lyste i morkret. Overallt dér méanniskor fanns anades cirkelns makt.

Det som ror sig for evigt, ror sig i cirklar, solen pa dagen och stjarnorna pa
natten, och langt fore bage och pil anvindes slungan vid jakten. Ringen &r evig
som form och symbol och méanniskan sag den som helig.

2. En naturlig form

Aven om cirkeln var helig sa var den ocksé, bokstavligt talat, naturlig och litt
att skapa. Det enklaste sattet att astadkomma cirklar och ringar var kanske att
kasta en sten i en stilla sjo, men aven en deg- eller lerklump som rullas mellan
hénderna blir snart rund. De &ldsta foremal av lera vi funnit var alla runda
och i alla dekorationer forekom cirklar. De &ldsta kinda heliga byggnaderna i
véarlden hade formen av en rund kupol.?®> Sammantaget visar detta att &ven om
cirkeln forblev helig sa var den inte forbjuden utan var istéllet den forsta form som
manniskan larde sig att tillverka.

Det ar troligt att de forsta runda foremal som ménniskan larde sig att tillverka
var just kulor och bollar som rullades mellan handerna. Ganska snart larde hon
sig dock att aven tillverka cirklar med hjalp av ”passare”. Detta gjordes sa att
man i bada &ndar av en lina band fast spetsade pinnar. Den ena av dessa sattes
ner i marken och holls fast av en person medan en annan drog den andra ett varv
runt. Denna teknik var kind bland sumererna.

Ett hantverk som tidigt blev betydelsefullt var krukmakeriet. Lerkarl gick
visserligen lattare sénder &n korgar och skalar av levande material men detta kom-
penserades av att de var latta att tillverka och kunde utsattas for eld. Vi kan anta
att de forsta lerkdrlen var sma, men ganska snart upptéickte krukmakarna att de
kunde tillverka storre karl genom att rotera lerklumparna och utnyttja rotationen
for att forma kdrlen. Sa smaningom kom man ocksa pa att man kunde tillverka
aven mindre kirl med samma teknik om man lade lerklumpen pa en tung rund
skiva med en lamplig spets mitt under. Pa detta satt uppfanns drejskivan som maoj-
ligen var den forsta anvandningen av rotationen for produktion av nyttoforemal.?®
Arkeologiska utgravningar har visat att drejskivor anvindes av sumererna mer an
3000 ar fvt.

3. Hjulet

28Byggnaderna som av grekerna kallades tholos, (pluralis, tholoi) har hittats i Tall Ar-
pachiya i norra Irak. De byggdes formodligen omkring ar 5000 fvt.

29Det #r mojligt att anvindningen av en slinda for att spinna garn av ull var en dnnu
aldre uppfinning. Detta skulle i sa fall kunna innebéra att kvinnor utnyttjade rotationen
tekniskt innan méan gjorde det.
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Aven om bade slandan och drejskivan var viktiga steg i en utveckling som inne-
burit att méanniskan pa alltfler satt tagit cirkeln i sin tjanst sa var det naturligtvis
hjulet som var den avgorande uppfinningen. Hjulet var inte bara en viktigare utan
pa manga satt ocksa en ”svarare” uppfinning an drejskivan. Aven om vi antar att
tekniken att flytta tunga lass (exempelvis batar) genom att rulla dem pa stockar
var urgammal sa ar steget fran en roterande lerklump till en drejskiva kortare &n
steget fran stock till hjul. Det var betydligt storre tekniska hinder som maste 6ver-
vinnas. Dessutom kan det antas att de forsta hjulen inte var mycket mer effektiva
an de stockar man tidigare anvant. MGojligen var det sa att en begynnande brist
pa lampliga stockar gjorde det nodvéndigt att anvdnda de som fanns effektivare,
mojligen anvandes de forsta hjulen i rituella eller religosa sammanhang dar deras
symboliska betydelse var viktigare an deras effektivitet.

Arkeologiska utgravningar visar att sumererna anvande hjulet 3000 ar fvt. Se-
dan utvecklades hjulet framst genom att alltfler delar tillverkades av metall vilket
gjorde dem hallbarare. Det forefaller ocksa som om de férsta hjulen var fastsatta
pa axlar som foljde med i rotationen och en férutséattning for den vidare utveck-
lingen blev tillverkningen av glidlager som gjorde det mojligt att anvanda hjul som
snurrade runt sitt nav. Hjulet fick snart en militar betydelse eftersom tekniskt
utvecklade folk larde sig att tillverka héstdragna stridsvagnar. Dérmed kunde de
anvanda héstar i strid, vilket for en tid gjorde dem narmast odvervinnliga. Det
drojde daremot betydligt langre innan hjulet fick an jamforbar fredlig betydelse.

Oavsett hur och varfor uppfinningen tillkom sa innebar hjulet att manniskan
blivit den forsta levande varelsen i jordens historia som lart sig att utnyttja rota-
tionen.3 Det bor ocksa papekas att &ven om bade drejskivor och hjul utnyttjade
rotationen som princip sa var skillnaden i friktionskrafter sa stor att medan drejski-
vorna snurrade av sig sjdlva sa maste hjulen hallas igang!

Vi kommer senare att se att alla nya tillampningar och vidareutvecklingar av
hjulet kommer att félja pa perioder da matematikerna fatt nya insikter i cirkelns
matematiska egenskaper. Det var darfor formodligen ingen tillfallighet att dven
den ursprungliga uppfinningen gjordes i den kultur dar matematiken tidigast fick
betydelse.

4. Fran Sumer till Hellas

Sumererna hade invandrat i och erévrat sodra Mesopotamien under senare
delen av det fjarde artusendet fvt, d.v.s. for nagot mer &n 5000 ar sedan. Ungefar
samtidigt hade ett enat egyptiskt rike uppstatt genom en sammanslagning av ett
antal mindre riken. Dessa tva riken férenades av ett omrade som brukar kallas den
bordiga nymanen (engelska, the fertile crescent) och som stricker sig fran Egypten i
sydvast, langs ostra medelhavet, upp mot sédra delen av nuvarande Turkiet och ner
langs Eufrat och Tigris till deras gemensamma utlopp i Persiska viken. I tva och
ett halvt artusende forblev detta omrade det hogst utvecklade och tatast befolkade
i varlden. Under denna tid anlade sumererna bevattningsanlaggningar som énda
tills de forstordes av mongolerna efter erévringen av Bagdad ar 1258 gjorde sodra
Mesopotamien till ett av vérldens rikaste och téatast befolkade omraden. Det var
under denna tid som Egyptens pyramider restes och det var da som bronset i vapen
och redskap borjade ersattas av jarn. Det var en tid av vaxt— och husdjursforadling

30Jag har tidigare papekat att cirkeln forekommer i naturen och att levande varelser ut-
nyttjat saval cirkelns symmetriegenskaper som dess férmaga att innesluta en stor yta in-
nanfor en liten omkrets, men dessa egenskaper hos cirkeln &r statiska. Det &r ju ocksa sant
att jorden roterar runt sin axel och att manen roterar runt jorden men dessa rotationer
beror pa naturlagar och inte pa levande varelser.
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och av langsam teknisk utveckling. Det var ocksa en tid nar matematiken spreds
fran kultur till kultur och Pythagoras sats blev kind fran Kina i 6ster till Egypten
i véster. Sist men inte minst var det en tid av folkvandringar, en tid da riken
uppstod och f6ll, en tid da kungarnas viktigaste radgivare var astrologerna. och
det var halva den tid som gatt sedan den historiska tiden uppstod med skriften.

Sumerriket erévrades mot slutet av det tredje artusendet fvt av grannfolk och
overgick i det babyloniska. Aven om dessa grannfolk talade semitiska sprak, vilket
fick stor betydelse for utvecklingen av skriften, sa fortlevde det sumeriska spraket
och aven matematiken i templen. Den matematik som bedrevs under denna tid,
det ma ha varit i Babylon eller Kina, Indien eller Egypten var empirisk och till
for att fylla praktiska och religésa behov, dessa ma sedan ha géllt administration,
tiderakning eller stjarntydning.

Det var inte forran en annorlunda kultur med friare och sjalvstandigare man-
niskor hade uppstatt utanfér de stora floddalarna som matematiken och darmed
ocksa det vetenskapliga tankandet tog en ny vandning. Denna nya kultur var den
grekiska.

5. Thales och det matematiska beviset

Under borjan av det sista artusendet fvt hade grekerna etablerat sig som sjo-
farare och handelsmén i nordostra Medelhavet. Fran sina stdder pa det grekiska
fastlandet hade de lart sig att utnyttja havet och 6arna runt sig och nar befolk-
ningen 6kade hade de kunnat etablera kolonier och grunda ny stader i ett omrade
som strackte sig fran Sicilien i sydvast till Krim i nordost. Till skillnad fran 6v-
riga samtida kulturfolk utgjorde deras stdder vanligen sjalvstandiga stater. Dessa
stader var dessutom demokratier i den meningen att alla medborgare3! deltog i
stadernas styre. De viktigaste besluten fattades genom omrostning vid allménna
moten pa torget (agoran). For att fa igenom ett férslag maste man darfor vertyga
motets deltagare om att det var ett bra och fornuftigt forslag. Detta ledde dels till
att det politiska talet utvecklades till en egen konst, retoriken, dels till att fornuf-
tiga argument ersatte spadomar och stjarntydning som grundval for de politiska
besluten.

Den forste grek som blivit kind som matematiker och filosof var THALES (c:a
630 — 550 fvt) fran Miletos. Staden Miletos lag i den del av det davarande Grekland
som kallades Jonien och bestod av 6arna i Ostra delen av Egeiska Havet och nagra
enklaver pa Mindre Asiens véstkust.

Thales hade som kopman besokt Egypten och dar lart sig en del geometri.
Enligt sentida efterfoljare 6vertraffade han snart sina laromastare och det pastods
att han bl.a. anvinde sina kunskaper till uppmaéata hojden av nagra pyramider
med hjalp av likformiga trianglar. N&ar han aterviande till Miletos och foérsokte
att lara sina landsman geometri mottes han dock av tvivlare som var vana vid
fornuftiga argument. For att 6vertyga dessa var han darfor tvungen att uppfinna
det geometriska beviset.

Begreppet matematiskt bevis har naturligtvis utvecklats under de artusenden
som passerat sedan Thales tid. Utgangspunkten ar att ett bevis &r till for att
overtyga tvivlare. Professionella matematiker har i alla tider varit tvivlare. Darfor
har ny matematik alltid kravt bevis. Forutsattningen for ett bevis ar dock att det
finns nagonting som ”alla” ar 6verens om och som kan tas till utgangspunkt for
beviset. Eftersom Thales var forst fanns det naturligtvis mycket lite som alla

31De var dock inte fullstindiga demokratier i vir mening eftersom stidernas befolkning
forutom av medborgarna (som alla var mén) dessutom bestod av kvinnor, invandrare
(vanligen fran omgivande landsbygd eller andra grekiska stidder) och slavar.
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kunde enas om och vi kan darfér anta att de allra forsta geometriska bevisen
utnyttjade enkla symmetrier. Detta antagande stods ocksa vid en genomgang av
de geometriska satser som brukar tillskrivas honom sasom satsen att en diameter
delar en cirkel mitt itu eller att basvinklarna i en likbent triangel ar lika stora. En
djupare sats som han ocksa lar ha kint till, &ven om detta ibland betvivlas, &r den
sats som sager att periferivinkeln over en diameter ar rét.

Thales fick elever och efterfoljare som dgnade sig at bade naturfilosofi och
geometri och efterhand uppstod det en livlig matematisk verksamhet i Miletos.
Denna spreds till andra stdder i Jonien och sa smaningom o6ver hela Grekland.
Under de forsta artiondena var Miletos ett centrum for den grekiska filosofin men
sedan perserna omkring ar 500 fvt erdvrat hela Mindre Asien (och ddrmed &ven
Miletos) blev Greklands kommersiella centrum, Aten, ocksa dess intellektuella.

6. Pythagoras och sfarernas harmoni

Ett annat omrade av ndstan samma betydelse som Jonien var det som kallades
Storgrekland ("H peyadn 'EX)as pa grekiska och Magna Grecia pa latin) och som
bestod av Sicilien och de grekiska stidderna i sodra Italien. I detta omrade var
Pythagoras den store inspiratoren och laromastaren.

Pythagoras hade i sin ungdom varit elev till Thales men han hade sedan gjort
egna resor och déarigenom lart sig babylonisk och antagligen ocksa indisk matema-
tik. Med sig fran sina resor hade han ett helt filosofiskt system dar matematiken
och speciellt de naturliga talen spelade den centrala rollen. Att Pythagoras filosofi
var matematisk innebar dock inte att den var enkel eller jordnara eller att den
byggde pa iakttagelser av naturen. Tvartom var den i allra hogsta grad mystisk
och utgick ifran forestéllningar om de hela talens och de geometriska formernas
inneboende egenskaper. Den var darfor till dalig hjalp for ett studium av jordiska
ting men den visade sig i gengéld ha sina fordelar vid studiet av de himmelska.
Den idé som pythagoréerna hade och som sedan dess varit central for astronomin
var att universum skall beskrivas matematiskt.

Den modell av varldsalltet?? som brukar kallas den pythagoreiska bestar av
en central eld i universums mitt, runt den cirklar 9 himlakroppar och allra langst
ut finns fixstjarnesfaren som aven den roterar runt centralelden. Himlakropparna
ar jorden och motjorden (mer om den nedan), solen och manen, samt de fem
da kinda planeterna, Merkurius, Venus, Mars, Jupiter och Saturnus. De ar alla
perfekta klot liksom fixstjarnesfaren ar en perfekt sfar. Aven om vissa inslag i
pythagoréernas modell formodligen var deras eget pafund &r det anmérkningsvart
hur nara den anknyter till orientaliska skapelsemyter. Det finns darfor anledning
att anta att Pythagoras ursprungliga forestédllning om varldsalltet hade hamtats
ur en babylonisk (eller méjligen indisk) mytologi, som i sin tur hade uppstatt ur
den viktigaste av alla religésa riter, namligen den urgamla skapelseriten. Eftersom
vi redan berort denna rit i samband med raknandets uppkomst kan det vara dags
att antyda hur den ursprungligen kan ha tillgatt.

Mitt pa den stora arenan brann en kraftig eld. Innanfor eldens ljuscirkel fanns
intet att se och utanfor harskade morkret. Sedan skapades virlden, forst skapa-
ren sjalv som uppstod ur intet och sedan hans maka. Tillsammans skapade de
gudar och madnniskor genom att kalla fram dem till ljuset. Tva och tva, man
och kvinna, man och kvinna kallades fram och fick liv. De skapade ocksa berg
och floder, trid och buskar, érter och gris — hans skapelser blev manliga och
hennes kvinnliga. Vid skapelsen riknades varelsernas antal och namnen blev tal
och talen blev namn. De udda talen blev manliga och de jimna kvinnliga.

32Det grekiska ordet var Kosmos (Koo o)
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En som hade en stor tilltro till riternas betydelse var antropologen och ma-
tematikhistorikern A. SEIDENBERG, som framfort teorin att sjalva raknandet har
sitt ursprung i skapelseriten och att det mesta av den talmystik som forekommer
i varlden kan héarledas till de varelser som representerades av givna tal. Aven
den uppdelning av vérlden i manligt och kvinnligt som finns i manga sprak (dven
om den i stort sett gatt forlorad i svenskan och engelskan) kan enligt denna te-
ori aterforas till en skapelserit dar en manlig och en kvinnlig gud skapar vérlden
tillsammans. Enligt Seidenbergs teori var skapelseriten av betydelse inte bara for
uppkomsten av riknandet och darmed aritmetiken utan aven for geometrin. I riten
var arenan en cirkel och de skapade varelserna rorde sig i cirklar runt elden och
skaparen, rorelsen var alltid medsols och de férsta gudar som skapades férknippa-
des med planeter och stjarnor som rorde sig pa himlavalvet. Genom skapelseriten
blev cirkeln helig, och rorelsen medsols blev lyckobringande — samtidigt vand-
rade allt som skulle offras motsols runt elden. Denna rorelse blev darfor farlig och
olycksbadande och kom att forknippas med undergang och dod.

Den mest anmarkningsvarda beroringspunkten mellan pythagoréernas kosmo-
logi och denna skapelserit var naturligtvis férekomsten av en centraleld, men aven
idén om att planeterna ror sig i cirkulara banor runt denna eld ar vard att notera.

Det som daremot knappast kan ha ingatt i en skapelserit ar forestallningen
om att himlakropparna ar perfekta klot utan denna forestédllning har antingen
tillkommit redan i Babylonien (eller Indien) eller sa kan den vara pythagoréernas
eget bidrag. Oavsett hur idén uppkommit sa ar pythagoréernas motivering till den
intressant. Anledningen var att klotet ar den perfekta formen och i en fullandad
(gudomlig) vérld maste déarfér himlakropparna vara klot. Av samma anledning
maste ocksa deras banor vara cirklar. En speciell egenhet i deras modell var f6-
rekomsten av en motjord som berodde pa att 10 var det perfekta talet och dérfor
ocksa maste vara himlakropparnas antal. Eftersom de bara kunde se sju rorliga
himlakroppar och dessa tillsammans med fixstjarnesfaren och jorden sjalv fortfa-
rande bara var 9 sa antog de att det fanns en tionde som inte kunde ses fran jorden.
Det var denna som kallades motjorden och anledningen till att den inte kunde ses
fran jorden var att den alltid befann sig mellan elden och jorden. Det &r ocksa vart
att namna att pythagoréerna antog att jorden alltid vinde samma sida mot elden,
och att denna sida var sa het att den var obeboelig. Det bor samtidigt papekas
att enligt deras modell sa lyste inte bara manen och planeterna utan dven solen
med lanat ljus. Det bor ocksa papekas att d&ven om pythagoréernas ursprungliga
modell snart 6vergavs och ersattes med andra, dar jorden sa smaningom hamnade
i universums mitt, sa fanns forestallningen att jorden och planeterna var perfekta
klot kvar i alla dessa modeller, och speciellt kan uppfattningen om att jorden var
rund sagas ha varit etablerad i den larda varlden sedan dess.

Till sist ar det vart att namna annu ett inslag i pythagoréernas modell for
varldsalltet, namligen idén om Sfirernas harmoni. Denna hade formodligen ett del-
vis rituellt ursprung i det att de varelser som skapades vid riten alla sjong eller
spelade sin egen ton eller melodi. Till denna ursprungliga idé kopplade sedan pyt-
hagoréerna sin upptackt av de hela talens betydelse for harmonierna. Visserligen
fanns det inga strangar att spela pa men istallet forestallde de sig att ju fortare
kropparna rorde sig ju hogre var tonen. Darfor maste forhallandet mellan plane-
ternas hastigheter ges av hela tal och eftersom de antog att de rorde sig fortare ju
langre bort de befann sig fanns det ocksa matematiska samband mellan radierna
i deras banor. Och nagonstans i Kosmos satt Gud och lyssnade till den sfarernas
harmoni som hans fullandade verk astadkom.

7. De klassiska problemen
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Aven om cirkeln sedan pythagoréernas tid fatt en betydligt storre teknisk
betydelse sa har den férmodligen aldrig haft en stérre makt 6ver sinnena &dn hos
dem.?? Jag ska senare (se sid ) aterkomma till och kanske ge en forklaring till pa
vilket satt klotet kan anses vara den perfekta formen. Detta hor dock hemma i
ett helt annat kapitel och har ska jag i stéllet folja cirkelns vidare 6den i grekisk
geometri och filosofi.

Det som till stor del tycks ha varit drivkraften for den grekiska geometrin var
forsoken att losa de tre problem som blivit kinda som ”de klassiska”. Dessa var
cirkelns kvadratur, kubens fordubbling och vinkelns tredelning. 1 problemet om cirkelns
kvadratur gallde det att konstruera en kvadrat med samma yta som en given cirkel,
kubens férdubbling handlade om att konstruera en kub vars volym var dubbelt sa
stor som en given kubs, medan vinkelns tredelning handlade om att dela en given
vinkel i tre lika stora delar. (Det bor i detta sammanhang papekas att man tidigt
larde sig att dela en vinkel i tva lika stora delar och en stracka i ett godtyckligt
antal lika delar.)

Aven om inget av de klassiska problemen fick en helt tillfredsstallande 16sning
under antiken sa ledde studiet av dem till en storartad utveckling av den grekiska
geometrin. Det for vart vidkommande viktigaste av problemen var naturligtvis
cirkelns kvadratur, men aven vinkelns tredelning gav upphov till viktiga insikter
och satser om cirklar och cirkelbagar.

De mest kinda av 400-talets grekiska matematiker var DEMOKRITOS fran Ab-
dera och HipPOKRATES fran Khios.?* Demokritos har framst gatt till eftervirlden
som den antika atomteorins forgrundsgestalt men han var ocksa en skicklig ma-
tematiker. Aven om han inte gav nagot direkt bidrag till problemet om cirkelns
kvadratur sa studerade han beslidktade problem. En av hans mest berémda satser
var en berdkning av volymen av en cirkular kon. Det resultat han fick var inte
att volymen hade ett visst viarde, nagot som det vid denna tid inte gick att pasta
eftersom svaret inte skulle ha kunnat uttryckas med hjalp av naturliga tal, utan
istallet att volymen av konen var en tredjedel av volymen hos en omskriven cylin-
der. Denna sats spelade stor roll for utvecklingen av atomteorin och den har ocksa
intresserat senare tiders matematikhistoriker eftersom han harledde satsen genom
att tdnka pa det sitt som langt senare skulle leda fram till integralkalkylen. Hip-
pokrates kan daremot sagas ha givit ett verkligt bidrag till kvadratur-problemet.
Den situation som radde da Hippokrates borjade studera problemet var att man
trots langvariga och energiska forsok inte hade pa nagot sdtt kommit 16sningen
niarmare. Det hade t.o.m. gatt sa langt att man borjade tvivla pa om det 6verhu-
vudtaget var mojligt att hitta en figur som omgavs av cirkelbagar och vars yta var
lika stor som ytan av en figur omgiven av raka linjer. Det Hippokrates lyckades
med var att bevisa att den sammanlagda ytan av de tva manarna nedan var lika
stor som ytan av triangeln.?>

8. Platon och idéliaran

I dagens av vetenskapen préglade varld ar det svart att forsta vilken betydelse
som geometrin och matematiken hade i grekernas forestallningsvérld. I dag ar det
sa mycket som vi vet (och kanske &nnu mer som vi tror oss veta). Da var geometrin
den enda kunskap som forefoll siker och den var darfor den sjalvklara forebilden

33Mojligen kan det diremot siigas att den betydelse som cirkeln fick i Platons tinkande
fick &nnu storre konsekvenser for varldens kommande 6den. Se avsnitt 8 nedan.
34Hippokrates fran Khios bor inte forviixlas med sin namne den dnnu mer berémde likaren
Hippokrates fran Kos.

35Se appendix N
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for all vetenskaplig verksamhet. En av de manga filosofer som inspirerades av geo-
metrin var Platon. Han hade varit larjunge till Sokrates och nér denne avréittades
ar 399 fvt sa ramnade hans varld. I sorg och vredesmod ldmnade han Aten och
gick i en frivillig landsflykt som varade i 10 ar. Under dessa ar kimpade han for att
aterfa tron pa en rattvis varld dar godheten belonades och synden straffades. De
problem som Platon kimpade med var moraliska. Hans laromastare hade havdat
att den som hade en riktig kunskap om det ratta ocksa skulle leva pa ett riktigt
satt. Samtidigt fanns det i den grekiska filosofin en stark tradition av kunskapskri-
tik som gick tillbaka till tva 500-talsfilosofer, ndmligen HERAKLEITOS fran Efesos
(i Jonien) och PARMENIDES fran Elea (i Magna Graecia). Enligt Herakleitos var
saker kunskap om varlden omdgjlig darfor att saker kunskap maste vara oforanderlig
medan varlden alltid forandrades. Enligt Parmenides var kunskap om sinnevdirlden
omdjlig darfor att vara sinnen alltid(!) bedrog oss. Platon hade innan han larde
kidnna Sokrates haft en larare som tillhorde den herakleitiska skolan och han hade
accepterat dennes asikter. Platon befann sig darfor i en omdjlig situation i det
att séker kunskap var bade nédvandig (enligt Sokrates) och omdjlig (enligt Her-
akleitos och Parmenides). For att 16sa problemet borjade han med att soka séker
kunskap. Denna fann han, som andra ténkare gjort bade tidigare och senare, i
matematiken. Hos pythagoréerna i Tarent gav geometrin den absoluta och sanna
kunskapen. Men deras sanna kunskap géllde bara for geometrin. Hur kunde han
dérifran fa siker kunskap i moraliska fragor?

Platons svar blev den beromda Ideliran. Utgangspunkten for denna var en vik-
tig egenskap hos geometrin som Platon hade noterat. Poangen var att kunskaps-
kritiken gallde foreteelser i den foranderliga fysiska varlden och Platon upptéckte
att geometrin inte handlade om denna. Geometriska satser om cirklar handlade
inte om cirklar i sinnevarlden utan om perfekta cirklar som inte kunde ritas. Platon
beskrev det sa att det var cirkelns idé som de handlade om. Fran cirkelns idé var
steget kort till andra geometriska begrepp och darifran tog han sedan det hals-
brytande spranget till forestallningen att d&ven moraliska begrepp horde hemma i
denna vérld av idéer. Med idélaran som losning pa sina filosofiska och moraliska
problem sa atervinde han till Aten och grundade en skola. Denna skola som kal-
lades Akademin eftersom den lag i kvarteret AKADEMEIA bestod i 900 ar och hade
speciellt under de 40 ar som Platon sjalv ledde den en oerhord betydelse for grekisk
filosofi och matematik. Platons betydelse for den intellektuella utvecklingen under
antiken kan knappast overskattas och det dr knappast ens en Overdrift att pasta
att t.o.m. Gud skapades ur cirkelns idé.3¢

9. Akademin

Akademin blev pa kort tid kdnd 6ver hela det datida Grekland och de flesta av
tidens fornamsta matematiker och vetenskapsméan var under langre eller kortare
tid verksamma dér. Sa ldnge han levde var Platon sjialv den givne ledaren for
verksamheten. Han utarbetade ocksa ett forskningsprogram som till att borja
med innebar ett studium av matematik, framst geometri och astronomi. Nar hans
idéldara utvecklats vidare tillkom sa smaningom &aven ett studium av foreteelser i

36 Aven om vi vanligen tror att liran om en enda Gud kommer fran Judendomen, si &r
detta inte helt sant. Det bor ndmligen observeras att det forsta budet inte utséger att det
bara finns en Gud, utan bara att en jude inte fick tillbe nagon annan Gud &n Jahve. Hade
det inte funnits andra gudar skulle detta bud naturligtvis ha varit fullstandigt onddigt.
Idén om att judarnas gud, Jahve, var den enda guden uppkom istéllet under grekiskt
inflytande bland judarna i Alexandria och kan ndrmast ses som ett sitt att ge ett namn
at det godas idé som var den hogsta av idéerna i Platons idévarld.
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sinnevarlden. De som utforde viktiga delar av Platons program var tidens framste
astronom Eupoxus fran Knidos (c. 408 — c¢. 355 fvt) (som ocksa var en framstaende
och nyskapande matematiker) och ARISTOTELES (384 — 322 fvt).

Ett av de centrala problemen i programmet gallde ”sfarernas harmoni”, d.v.s.
astronomin. Vid det har laget hade den gamla modellen med en centraleld som allt
snurrade runt 6vergivits och man forestéllde sig i stéllet en rund jord i ”véarldens
mitt”. Runt denna snurrade solen, manen och fixstjarnorna i regelbundna cirklar.
Men forutom dessa fanns ocksa ”himmelens luffare”, planeterna3”, som tycktes
irra hit och dit och kors och tvars 6ver himlen. Trogen sina pythagoreiska ideal
forutsatte Platon att dven dessa foljde banor som kunde beskrivas med perfekta
cirklar.

Problemet fick en for sin tid tillfredsstallande 16sning av Eudoxus. Utgangs-
punkten for Eudoxus beskrivning var antagandet att fixstjdrnorna befinner sig pa
en stor sfar som roterar runt en axel (genom jordens poler) ett varv per dygn.
Alla himlakroppar befinner sig mellan den ororliga jorden och den roterande fix-
stjarnesfaren. Med denna ror sig alla himmelska kroppar, men solen, manen och
planeterna har dessutom egna sfarer som roterar i férhallande till den yttersta
sfaren. Den viktigaste rotationsaxeln ar vinkelrdt mot (och forklarar dérmed)
ekliptikan — den som vi numera helt enkelt forklarar med att jordaxeln lutar mot
jordens bana runt solen. Solens sfar roterar alltsa ett varv per ar medan de 6vriga
planeternas sfirer roterar ett varv per planetar. Dessutom behdvde planeterna
ytterligare sfarer som roterade med andra hastigheter — allt som allt beh6vde Eu-
doxus ett trettiotal sfarer som alla roterade med konstant hastighet. Darigenom
beskrevs planeternas rorelser, sasom Platon hade onskat, med hjialp av perfekta
cirkelrorelser.

Eudoxos var ocksa en framstaende matematiker som bl.a. gav ett viktigt bi-
drag till kvadraturproblemet. En elev till Eudoxos som ocksa tidvis var verksam
vid Akademin var MENAECHMOS vars viktigaste matematiska insats var upptack-
ten av kdgelsnitten, ellipsen, parabeln och hyperbeln. Han var ocksa tillsammans
med Aristoteles larare till den kungason av Makedonien som senare skulle ga till
historien som ALEXANDER den STORE.

10. Aristoteles

Aven om Platons stora intresse for geometrin verksamt bidrog till att den
studerades livligt vid Akademin sa var hans inflytande &nda inte enbart positivt.
Anledningen till detta var att han sag geometrin som en del av idélaran, vilket
innebar att det var de rena idéerna som skulle studeras. En foljd av detta blev att
han stéllde sa stringa krav pa problemstéllningar och metoder att de i lingden blev
hdmmande fér utvecklingen. Annu mer hammande blev idélarans inflytande for
naturfilosofin, d.v.s. den datida naturvetenskapen. Detta ledde till att Akademins
jamte Platon framste filosof, Aristoteles, kom att alltmer ta avstand ifran den.
Aven om Aristoteles av tillgivenhet for sin larare stannade vid Akademin énda till
Platons dod ar 347 fvt, sa lamnade han den omedelbart darefter.

Aristoteles har liksom Platon gatt till historien som filosof och inte som ma-
tematiker, d&ven om han till skillnad fran Platon faktiskt lar ha bevisat nagra
egna geometriska satser. Som filosof skapade han ett genomtankt system som nar
det under 1200-talet nadde Europa skakade kristenheten i dess grundvalar. Aven
om den kristna kyrkans stora filosof, THoMAS av AQuiNO lyckades skapa ett nytt
system som i sig inneholl saval kristendomen som Aristoteles filosofi, sa blev resul-

370rdet planet #r slikt med ordet flanera och betyder pa grekiska ”vandrare”.
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tatet anda att det rationella tdnkandet fick den roll i Europa som i sin forlangning
ledde till renassansen och den vetenskapliga revolutionen.

Det mesta av Aristoteles verksamhet faller utanfor ramen fér denna bok, men
det anda vart att ndmna en av hans bocker, namligen den som brukar kallas
Aristoteles Fysik. I denna omarbetar han Eudoxos modell for universum inte bara
genom att lagga till fler sfarer for att pa detta satt fa battre overensstammelse
med observationerna, utan framfor allt genom att géra dem materiella. Medan
Eudoxos arbetade i en matematisk modell sa gjorde Aristoteles en fysisk. Detta bor
ha okat intresset for de mer komplicerade mekaniska system som senare konstrue-
rades av bl.a. Arkimedes. Boken innehaller ocksa en teori for rorelse som aven om
den i efterhand har utdomts som totalt felaktig &nda gav en nagorlunda adekvat
beskrivning av de fysikaliska system som da var viktiga.3®

Aven om Aristoteles forvisso paverkat historien genom sin filosofi sa &r det
mojligt att det inflytande han som larare hade for Alexander av Makedonien var
av dnnu storre betydelse. Aristoteles kom till det makedoniska hovet ar 342 fvt
nir Alexander var 14 och blev kvar dar i sex ar. Nar Alexander, efter att fadern
mordats, blev kung av Makedonien var han vél forberedd for sin uppgift. Han hade
undervisats av tidens framsta larare och fatt lara sig allt vad en kung behovde
kunna. Geometri hade han lart av Menaechmos, statskonst av Aristoteles, och
sist men inte minst sa hade han pa slagfaltet lart sig krigskonst av sin far FiLip II.
Tva ar efter sitt trontilltrade hade han sdkrat sin maktstallning och var déarmed
fardig att inleda ett krigstag i Osterled som pa 11 ar omskapade varlden. Vid sin
dod ar 323 var han harskare 6ver ett rike som strackte sig fran Indus i oster till
Egypten och Grekland i véister. Aven om det efter hans dod delades mellan tre av
hans generaler sa blev den grekiska kulturen dominerande i hela riket i mer &n ett
halvt artusende.

38Se appendix A.
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11. Alexandria och Museion

Efter Alexanders dod lyckades en av hans generaler, ProLEMAIOS (tillika Alex-
anders historieskrivare), etablera sig som hérskare i Egypten under namnet Ptole-
maios den forste. Han blev darmed den forste i en dynasti som kom att regera i
Egypten énda tills attens sista regent, drottningen KLEOPATRA, efter Julius Caesars
dod sa smaningom tog sitt liv ar 31 f.Kr. Eftersom alla hans &ttlingar ocksa kal-
lade sig Ptolemaios brukar dynastin kallas for den ptolemaiska. Som sin huvudstad
valde ptolemaierna den av Alexander nyanlagda staden Alexandria.

Alexandria hade anlagts pa en 6 véaster om Nilens utlopp i Medelhavet och
genom sitt gynnsama lage i skiarningspunkten for tre varldsdelar sa blev staden
snart ett centrum for varldshandeln. For ptolemaierna var detta dock inte nog,
utan de ville att staden i alla avseenden, aven intellektuellt och konstnarligt, skulle
vara varldens huvudstad. Pa central plats i staden uppforde de darfor en statlig
byggnad dit vetenskapsman fran ”hela varlden” inbjods. Byggnaden fick namnet
Museion eftersom muserna i grekisk mytologi var konsternas beskyddare. Museion
blev den antika vetenskapens obestridliga centrum. Alla betydande vetenskapsméan
var antingen verksamma dar eller uppeholl en nara kontakt. Under hela den pto-
lemaiska tiden blomstrade den alexandrinska vetenskapen och i det tillhorande
biblioteket samlades allt fler skrifter och allt mer av tidens vetande. Den tidens
skrifter skrevs pa rullar gjorda av papyrus och som mest inneholl biblioteket Gver
en halv miljon rullar. Biblioteket i Alexandria var den rikaste skattkammare som
varlden skadat. Déar fanns mer av grekisk kultur an i alla grekiska tempel tillsam-
mans, mer av egyptisk storhet an i pyramiderna och mer av orientalisk visdom an
i Babylon.

Det fanns fyra avdelningar inom Museion — litteratur, matematik, astrono-
mi och medicin. Inom alla dessa omraden nadde den alexandrinska vetenskapen
fram till en kunskapsniva som inte Overtraffades forran under den vetenskapliga
revolutionen i Europa. Avdelningen for litteratur kan narmast jamforas med den
humanistiska fakulteten vid dagens universitet. Man studerade den grekiska kul-
turen och det grekiska spraket i alla dess former och yttringar. Detta innebar dels
ett studium av litterdra verk, dels att man vidareutvecklade studiet av sprakets
grammatik. Den aldsta bevarade grammatiken ar fran omkring ar 100 f.Kr.

Om avdelningen for litteratur motsvarade en humanistisk fakultet, sa var av-
delningen for matematik narmast att likna vid en teknisk hogskola. I detta sam-
manhang bor det papekas att medan vi idag anser (eller mdjligen t.o.m. inser)
att forutsattningen for matematikens anvandbarhet ar att den i sig inte har med
verkligheten att gora, sa trodde man vid denna tid, och i sjélva verket dnda fram
till mitten av det forra arhundradet att matematiken i sig var en del av den fysiska
verkligheten.?® Det var darfor naturligt att man tillsammans med matematiken
studerade alla de fysikaliska problem som pa ett eller annat sétt kunde beskrivas
med den tidens matematik. Dessa innefattade lantméteri (d.v.s. den ursprung-
liga geometrin), byggnadskonst och statik, optik med perspektivlara, hydrostatik
och hydrodynamik (d.v.s. studiet av de fysikaliska egenskaperna hos staende och
rinnande vatten), samt i viss utstrickning &ven rorelseléra.

Avdelningen for astronomi var nara knuten till avdelningen fér matematik.

39Efter upptickten av icke-euklidisk geometri och och den dirpa foljande insikten om
att verkligheten inte kan vara bade euklidisk och icke-euklidisk insdg man att matema-
tikerna tydligen kan studera foreteelser som inte beror av den fysiska verkligheten. Den
overraskande konsekvensen av Einsteins relativitetsteori var dessutom att det var den i tva
och ett halvt artusende allenaradande euklidiska geometrin som inte beskrev det fysiska
rummet.
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Det var t.o.m. sa att den matematik som utvecklades for studiet av astronomin,
namligen trigonometrin, var den alexandrinska vetenskapens viktigaste bidrag till
matematiken. I 6vrigt d4gnade man sig dels at praktisk astronomi, d.v.s. ett talmo-
digt observerande av stjarnor och planeter, dels at att vidareutveckla de matema-
tiska modellerna for planetsystemet och kosmos. Forutsattningen for det teoretiska
arbetet var dels egna observationer som genom forbattringar av de astronomiska
instrumenten var noggrannare an alla tidigare, dels manghundraariga observatio-
ner fran Grekland och framfor allt Babylonien.

12. Cirkeln mater varlden

Aven om idélarans inflytande 6ver matematiken avtog nir Alexandria blev
vetenskapens nya centrum sa rubbade detta inte cirkelns betydelse. Tvértom tycks
denna snarare ha 6kat eftersom matematikerna blev allt skickligare i att anvinda
sina geometriska kunskaper till att beskriva virlden omkring sig, samtidigt som
ingenjorerna larde sig att tanka matematiskt vid 16sningen av praktiska problem.

Den alexandrinska epoken inleddes med att EUKLIDES i sin Elementa samman-
fattade och systematiserade sin tids matematiska kunskaper. Elementa gjorde inte
bara nastan alla tidigare matematiska arbeten 6verflodiga, vilket sakert bidrog till
att dessa upphorde att kopieras och dédrmed (tyvérr) oftast forsvunnit, utan blev
ocksa alla tiders mest framgangsrika larobok.

Elementa skrevs omkring ar 300 fvt och foljdes av en period av intensiv ve-
tenskaplig aktivitet i Alexandria. Ledare for verksamheten var bibliotekarien vid
Museion som under en period under 200-talet fvt var ERATHOSTENES (c:a 280 —
195 fvt) kiind som antikens lardaste man. Han var berémd som matematiker,
poet, filosof, filolog och historiker. Hans framsta insats som matematiker var den
metod att hitta primtal som blivit kind under namnet Erathostenes sall.*® For
eftervarlden ar han dock mest kind som geograf och speciellt berémd blev han
for sin uppskattning av jordens omkrets. Utgangspunkten for hans berédkning var
den berémda brunnen i Syene (nuvarande Assuan), en djup brunn dér solljuset en
gang om aret nadde &nda ner i botten. Detta hande alltsa nér solen pa midsom-
marafton stod i zenit. Erathostenes trodde att Alexandria lag rakt norr om Syene
och att avstandet mellan de tva stdderna var 5000 stadier. Han uppmétte déarfor
solhojden dven i Alexandria vid samma tidpunkt och uppskattade att den avvek
med 1/50 av ett helt varv. Eftersom han liksom alla samtidens larde antog att jor-
den var ett perfekt klot sa kunde han dra slutsatsen att jordens omkrets var 250
000 stadier. Eftersom det finns olika uppgifter om hur langa stadier Erathostenes
anvande sa ar det svart att bedoma hur god hans uppskattning var. Som regel
var dock en stadion mellan 160 och 170 meter vilket innebér att en kvarts million
stadier skulle bli mellan 4000 och 4250 mil och det ar ju faktiskt inte sa daligt.

Tva nagot aldre samtida med Erathostenes var astronomen ARISTARKOS fran
Samos (c:a 310 — 230 fvt) och antikens frimste matematiker Arkimedes (c:a 287 —
212 fvt). Liksom f6r de flesta av datidens vetenskapsmén, eller som de ibland kallas
naturfilosofer, sa utgjorde Euklides Elementa grunden for deras varldsuppfattning,
och forutsattningen for alla matematiska beskrivningar av varlden.

Aristarkos ar mest kéind for sitt arbete Om solens och manens avstand och storlek,
ett arbete som forlanat honom benamningen antikens Kopernikus. Detta arbete ar
ett av de tidigaste exemplen pa alexandrinernas intresse for kvantitativa beskriv-
ningar av varlden, samtidigt som det visar att savil den tillgingliga astronomiska
tekniken som de matematiska begreppen annu ar otillrackliga. De matematiska

40Se appendix P
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och fysiska modeller for universum som Eudoxus och Aristoteles skapat var kvali-
tativa. De hade en teori om ordningen mellan de roterande sfarerna men de hade
inte forsokt att beskriva storleken av dem. Eftersom det férutsattes att manen
och solen var de himlakroppar som lag narmast jorden foresatte sig Aristarkos att
berdkna avstanden till dessa. Pa kopet fick han en uppskattning av deras storlekar
bade i férhallande till varandra och till jorden.

De resultat han fick var forbluffande. Genom en grov felméatning kom han fram
till att solen lag ungefir 19 ganger sa langt fran jorden som manen gjorde och att
dess diameter var 19/3 av jordens. Detta innebar att dess volym var ungefar 250
ganger jordens. Tidigare astronomer hade nog anat att solen var storre an den
sag ut och de djarvaste pastod att solen kunde vara storre an Peloponnesos. Men
att den var sa stor hade ingen anat. Den fraga Aristarkos stallde sig efter dessa
berakningar var den sjalvklara, namligen Varfor skulle denna vildiga hinlakropp rotera
runt den ynkliga jorden? och det svar han gav var lika sjalvklart Det gor den inte.
Istallet drog han alltsa slutsatsen att jorden roterade runt solen.

Boken vallade en enorm uppstandelse i den larda véarlden och Aristarkos teorier
bemoéttes genast med haftiga invindningar. Invandningarna var savél vetenskap-
liga som religiosa. De vetenskapliga argumenten grundades pa Aristoteles fysik,
som larde att tunga kroppar sokte sig mot universums centrum som ocksa antogs
vara jordens. Om jorden rorde sig, hur skulle de da veta vart de skulle soka sig.
Man antog ocksa att molnen skulle bli efter och slapa som en kometsvans efter
jorden. Vérre for Aristarkos var dock anklagelserna for ogudaktighet. Aven dessa
anklagelser grundades delvis pa Aristoteles fysik, satillvida som att det ogudaktiga
bestod i att han genom att gora jorden till en himlakropp bland andra besudlade
de perfekta och eviga himmelska sfarerna med jordens ofullkomlighet och forgang-
lighet. Inflytelserika filosofer i Aten ansag att han borde stéllas infér ratta och
under en tid tycks hotet ha varit 6verhangande. Ett resultat av oppositionen blev
att ingen av de antika astronomerna vagade stodja honom, och Aristarkos helio-
centriska teori forblev en kuriositet dnda tills Kopernikus mer &n 1700 ar senare
ateruppvickte den. Idag vet vi att Aristarkos hade ratt, trots att han grovt un-
derskattade avstandet till solen. Som vi idag vet ar ju solens avstand till jorden
mer an hundra ganger manens och dess volym mer an tva miljoner ganger jordens.

13. Arkimedes mater cirkeln

Bland antikens matematiker och vetenskapsmén intar ARKIMEDES (c:a 287 —
212 fvt) en sérstillning. Detta inte bara darfor att han i sitt tdnkande som ma-
tematiker och matematisk fysiker lag nastan tva artusenden fore sin samtid, utan
ocksa for att han redan under sin livstid kom att personifiera det varldsfranvinda
geniet. Han foddes och dog i den da grekiska staden Syrakusa pa Sicilen, och dven
om han férmodligen fick sin utbildning i Alexandria, sa levde han storre delen av
sitt liv i fodelsestaden.

Arkimedes ar idag mest kind genom de anekdoter som berattades om honom
och for sina arbeten i teoretisk fysik. Jag kommer dock i detta avsnitt att huvud-
sakligen berdtta om de av hans insatser som visar hans kinnedom och forstaelse
for cirkeln, sfaren och rotationen. Eftersom astronomin vid denna tid sags som ett
studium av (de himmelska) sfarerna kan det darfér vara naturligt att borja med
hans enda kénda (men tyvérr forkomna) astronomiska verk.

Hans far hade varit hovastronom och kanske var det detta som inspirerade ho-
nom att redan som ung tillverka ett planetarium, d.v.s. en rent mekanisk modell for
solsystemet och stjarnhimlen. Han beskrev sin modell i en skrift som fick namnet
Om tillverkning av sfarer, som dock liksom planetariet sjalvt forsvann under anti-
ken. Det enda som idag aterstar ar darfor beskrivningar av nagot yngre romerska
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forfattare. Av dessa framgar att en betraktare genom att vrida pa en vev kunde fa
solen, manen och planeterna att folja sina kiinda banor 6ver himlavalvet. Det finns
ocksd beskrivningar som pastar att det drevs av vattenkraft. Aven om den sista
uppgiften ar tvivelaktig sa ar det uppenbart att konstruktionen var ett finmeka-
niskt precisionsarbete. Det ar dessutom uppenbart att han var helt fortrogen med
sin tids astronomiska teorier. Det bor ocksa papekas att planetariet var tillverkat
av brons och att det maste ha utnyttjat den da &nnu ganska nya idén att anvinda
kugghjul for att overfora vridningen fran veven till de olika sfiarer som bar upp
planeterna.*!

Det finns en annan berémd antik uppfinning som ocksa utnyttjar rotationer
och kugghjul, men som inte tidigare forknippats med Arkimedes, namligen den
hodometer, eller vagmatare, som beskrevs av den romerske arkitekten VITRUvIUS.
Idén, som naturligtvis ar enkel, ar att mata en vagstracka genom att rulla ett
hjul langs vagen och rakna antalet varv, men konstruktionen ar inte lika latt.
Svarigheten bestod namligen i att fa rdkningen av antalet varv att ske automatiskt.
Det har dock nyligen foreslagits (av André W. Sleeswyk??) att dven denna i sjdlva
verket ar en av Arkimedes’ uppfinningar. Sleeswyks framsta argument for sin
hypotes ar att konstruktionen innehaller en teknisk detalj som visserligen var vanlig
under medeltiden men som under antiken endast hade anvints av Arkimedes.
Detta ar naturligtvis inget avgorande bevis, sa for att oka trovardigheten sa anfor
Sleeswyk ytterligare nagra argument. Ett av dessa ar att romarna nar de borjade
satta upp milstolpar ldngs alla sina huvudvéagar helt enkelt vinde sig till Arkime-
des for att fa hjalp med sina méatningar. Detta arbete inleddes omkring ar 260 fvt
och eftersom staden Syrakusa vid denna tid var allierad med Rom (i krigen mot
Kartago) sa bor det ha varit naturligt fér romarna att be den redan da berémde
Arkimedes om hjalp.*3

Sleeswyk anfor ytterligare argument och ett av dessa ska jag aterkomma till i
samband med en beskrivning av nagra av Arkimedes matematiska arbeten. Har ska
jag emellertid fortsdtta med att beskriva ytterligare nagra av hans uppfinningar.
Det &ar darvid vért att papeka att aven om Arkimedes under antiken var berémd
som ingenjor sa ar det bara en av hans uppfinningar som i alla tider forknippats
med honom, namligen den s.k. Arkimedes’ skruv. For att forsta denna kan det
dock vara idé att sdtta in den i ett storre sammanhang, och vi kan darfor utga
ifran ett av hans mest berémda uttalanden, namligen: ”Ge mig en fast punkt och jag
skall flytta hela jorden”.

Bakgrunden till detta uttalande var att Arkimedes battre &n nagon fére honom
hade forstatt den allménna havstangslagen, bade teoretiskt och praktiskt. Att han
forstod lagen teoretiskt visade han i ett flertal skrifter som behandlade havstanger
och jamvikt. Nagra av dessa ar forsvunna medan andra sasom Om plana ytors
jamuikt eller Om flytande kroppar bevarats till vara dagar. Att han ocksa forstod
att utnyttja den praktiskt framgar dels av hans uppfinningar och dels av samtida
berattelser om hans bravader. Den mest kinda av dessa ar den om hur han sittande
bekvamt lutad mot ett trad egenhandigt drog ett fullastat skepp ner till stranden

41En intressant och littlist beskrivning av Arkimedes betydelse for utvecklingen av kugg-
hjulet finns i Orjan Wikanders uppsats Vigmitare, vattenméollor och astronomiska instru-
ment. Om kuggjulets dldsta historia i D.

42Ge t.ex. " Vitruvius ’odometer”, Scientific American 245, 1981, no 4, sid 158-171.
43Den davarande kungen i Syrakusa var HIERON (306 — 215 fvt) som ar 261 under det
forsta puniska kriget (mot Kartago) slot forbund med Rom och dérefter under sina ater-
staende 36 ar vid makten ocksa var en trogen allierad. Det var inte forrdn efter Hierons
dod som staden i samband med Hannibals inledande framgangar i norra Italien bytte sida.
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och ut i vattnet genom att lugnt dra i ett latt rep**.

For att forklara bade denna historia och samtidigt antyda hur skruven kom-
mer in i bilden kan det vara lampligt att ge en kvantitativ och mycket allman
formulering av havstangslagen genom formeln

arbete = kraft - vig.

Den viktigaste konsekvensen av denna formel ar att det gar att utfora ett stort
arbete med en liten kraft, forutsatt att man ar beredd att ga langt”. Eftersom
det samtidigt géllar att inte komma for langt bort sa bor man helst ga i cirklar.
Kombinerar vi dessa tva idéer sa ser vi att ett enkelt siatt att gora det ar att
anvanda en vinsch, vilket innebar att vi anvinder ett stort handtag for att rulla
upp ett rep pa en smal axel. Denna teknik var formodligen gammal redan pa Ar-
kimedes tid, men han férbattrade den bl.a.genom att helt enkelt anvinda samma
idé tva ganger. Han gick ocksa vidare i sitt tdnkande och sina konstruktioner for
att 10sa andra problem. Det ar ju namligen ofta sa att vi kanske kan astadkomma,
en stor kraft men om denna ar riktad at fel hall eller angriper pa fel stalle sa ar
den till ringa nytta. Det vi kan astadkomma med en vinsch &r nu en kraft som
ar riktad vinkelratt mot rotationsaxeln och det problem som Arkimedes tycks ha
stallt sig var hur han skulle kunna astadkomma en kraft som var riktad parallellt
med rotationsaxeln. Losningen pa detta problem blev skruven, eller som den ibland
kallas, den dndlosa skruven. Pa Arkimedes tid anvindes denna bl.a. for att tillverka
oljepressar och numera anvinds den t.ex. i domkrafter och skruvtvingar. Nagot
senare insag han ocksa att han kunde anvianda skruven for att lyfta vatten.

Efter dessa exempel pa hans formaga att praktiskt utnyttja rotationer, kan det
vara pa sin plats att ocksa siga nagot om hans teoretiska kunskaper om cirkeln.
Det kan darvid vara idé att borja med ett av hans tidigare arbeten, namligen
det som kallas Om mitning av cirkeln. Detta kan ségas ha varit sa nara man kom
under antiken till att 16sa problemet om cirkelns kvadratur, d.v.s. problemet att
7 geometriskt konstruera” en kvadrat med samma yta som en given cirkel. Eftersom
problemet i denna form ar olosbart sa kunde naturligtvis inte heller Arkimedes
losa det, men det han istéllet gjorde var att bevisa att cirkelns yta ar lika stor
som ytan av en triangel med cirkelns omkrets som bas, och dess radie som hojd.
Han bevisade ocksa att forhallandet mellan cirkelns omkrets och dess diameter lag
mellan 312 och 31. En intressant podng med detta arbete &r att det tycks ha
skrivits ungefar samtidigt som han skulle ha konstruerat hodometern, nagot som
Sleeswyk ocksa anvinder som ett argument for sin hypotes. Om det finns ett
sadant samband sa belyser detta pa ett nagot ovantat sdtt Arkimedes formaga
att kombinera praktiskt och teoretiskt arbete. Saken ar den att enligt Vitruvius
beskrivning sa skall hodometerhjulet ha rullat exakt 400 varv pa en romersk mil
och eftersom en mil var 5000 fot sa skulle hjulet ha haft en omkrets av 123 fot. Det
lattaste séttet att astadkomma ett hjul med denna omkrets var naturligtvis att
forst tillverka det nagot storre och sedan slipa ner det sa att omkretsen blev exakt
vad den skulle vara, och eftersom alla hans arbeten tydligt visar hur praktisk han
var sa finns det ingen anledning att tro att han kranglade till arbetet for sig genom
att forst mata diametern och dérefter rakna ut omkretsen. Daremot bor det ha
varit naturligt for honom att efterat ha studerat forhallandet mellan omkretsen
och diametern och det kan da vara vart att notera att den noggrannhet som han
anger formodligen inte var den béasta som han kunde uppna, men att den daremot
fyllde alla praktiska behov.

44Det bor papekas att triadet i historien faktiskt spelar en visentlig roll.
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Ett annat arbete som illustrerar samma nyfikenhet och vilja att teoretiskt
forsta det han forst gjort praktiskt ar den berémda skriften Om flytande kroppar,
dar han bl.a. formulerar den lag som brukar kallas Arkimedes princip. Detta arbete
brukar sattas i samband med historien om kungens krona, och brukar leda till att
sentida fortaljare anvander principen i sin beskrivning av hur han 16ste problemet.
Den beskrivning som ges av Vitruvius ar dock lattare och &ven i detta fall sa finns
det anledning att tro att den praktiskt lagde Arkimedes anviande det enklaste
sattet.

Nagra av Arkimedes mest beromda arbeten handlar om parablar men eftersom
detta kapitel handlar om cirkeln ska jag istéllet overga till det arbete som Arki-
medes sjalv betraktade som sitt fornamsta och som han dérfor ville ha illustrerat
pa sin gravsten. Om vi borjar med gravstenen sa var det hans 6nskan att denna
skulle prydas av en sféir, en cylinder och férhallandet 2 : 3. Det forutsattes ocksa
att sfaren var inskriven i cylindern, d.v.s. att dessa hade samma radie, sdg R, och
att cylinderns hojd var 2R. Att han ocksa ville ha forhallandet med pa stenen
berodde pa att det var detta som var hans stolthet. Han hade némligen i ett
arbete Om sfdaren och cylindern bevisat att forhallandet mellan sfaren och cylindern
var just 2 : 3, och detta antingen man matte ytorna eller volymerna. For oss ar
detta latt att bevisa eftersom vi kan anvand valkanda formler, dels for omkretsen
och ytan av en cirkel, dels for ytan och volymen av en sfar. Med hjéalp av dessa
formler kan vi rakna ut att ytorna ar

4rR* for sfaren och 67R* for cylindern

medan volymerna ar
47 3 . .. 3 .. .
?R for sfaren och 27R° for cylindern.

Dessa formler kan ségas ha varit bade vialkdnda och helt okéinda under antiken.
Man visste namligen att exempelvis foérhallandet mellan tva cirklars omkretsar var
detsamma som forhallandet mellan radierna och att forhallandet mellan ytorna var
detsamma som mellan kvadraterna pa radierna men dven om man skulle ha kunnat
tala om forhallandet mellan en cirkels yta och kvadraten pa dess radie skulle man
inte ha uppfattat detta forhallande som ett tal. Det bor ocksa papekas att ytan av
en sfir inte var nagot vedertaget begrepp. Om vi trots dessa invandningar tolkar
deras faktiska kunskaper som att de faktiskt kiande till formlerna sa kvarstar trots
detta en avgorande okunskap. Nar vi skriver dessa formler anvander vi samma
symbol, den grekiska bokstaven 7 i dem alla, vi vet ju namligen att forhallandet
mellan en cirkels omkrets och dess diameter dr detsamma som mellan dess yta
och kvadraten pa radien, men, och det ar ett viktigt men, detta ar nagot som
man vid denna tid mojligen kunde ana men absolut inte veta. Vi kan darfor tolka
den tidens vetande som om man visste att det fanns konstanter som vi kan kalla,
1, T, ,m3 och w4 sadana att for en cirkel eller sfar med radien R ar

cirkelns omkrets = 27 R,
cirkelns area = m,R2,
sfirens yta = 4m3R? och

.. 4
sfarens volym = %R?’.

Tittar vi nu ndrmare pa vad forhallandet 2 : 3 betyder for yta och volym, och om
vi ocksa kombinerar detta med det han hade bevisat i det tidigare arbetet Om
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mdatning av cirkeln ndmligen att m; = o, sa kan vi rdkna ut att m; = 1y = w3 = my.
Detta var alltsa vad Arkimedes sjdlv ansag vara sin framsta vetenskapliga insats.*>

Som avslutning av detta avsnitt om antikens framste matematiker vetenskaps-
man och uppfinnare kan det vara vart att paminna om hans dod och hans sista
ord. Som jag tidigare namnt forblev Syrakusa allierat med Rom &nda tills kung
Hieron dog ar 215 fvt. Néar staden darefter slot forbund med Kartago under det
andra puniska kriget, sa beslot romarna att en gang for alla bli av med sin opalit-
liga granne. Under ledning av konsulen Marcellus angrep de staden och bemottes
med ett krigsmaskineri som aldrig férut skadats. De véltranade och segervana
romerska soldaterna vande och flydde i skrack nar de bombarderades med ett regn
av stora stenar och besdttningarna pa fartygen kastade sig i vattnet for att undfly
de valdiga gripklor som lyfte upp skeppen i luften och krossade dem mot land.
Sjalva solen tycktes sta pa forsvarnas sida eftersom dessa riktade dess stralar mot
de anfallande skeppen och satte dem i brand.

Sa fortédljer atminstone den romerske forfattaren Plutarcus, som tillagger att
det var Arkimedes ensam, hans intelligens och skaparkraft som férsvarade staden.
Allt de 6vriga invanarna i staden behdvde gora var att avlossa kastmaskinerna.

Hur mycket av Plutarcus berattelse som ar sant lar det vid det har laget vara
omojligt att ta reda pa. Sakert dr dock att staden motstod tva ars beldgring
av en Overlagsen fiende, och att den foll forst sedan Marcellus haft tillfalle att
under forhandlingar med stadens ledare (inne i staden!) finna dess svaga punkt.
Under en natt da stadens invanare till gudinnan Dianas &ra berusade sig sa besatte
Marcellus ett befastningstorn, medan de sov ruset av sig lyckades han inta murarna
i narheten och nér de vaknade ur baksmallan sa 1jod de romerska stridslurarna.

Den ende som inte tycktes méarka vad som skedde var Arkimedes som satt i
parken, lutad 6ver ett geometriskt problem. Nar en romersk soldat kom storande
nara sa foste han undan honom med de berémda orden — Rubba icke mina cirklar.
Soldaten, som inte var van vid en sadan behandling, reagerade med att hugga
av honom huvudet. Visserligen hade Marcellus givit stranga order om att just
Arkimedes inte fick dédas utan skulle foras direkt till honom, men hur skulle en
enkel romersk soldat kunna ana att den dar gubben i parken var den fruktade
Arkimedes.6

Erévringen av Syrakusa var ingen stor militar hdndelse, men den markerade
overgangen fran grekiskt till romerskt herravélde i 6stra Medelhavet. Den innebar
ocksa att en varld som upplysts av grekisk filosofi 6vergick i en varld styrd av
romersk lag och att ett samhalle inspirerat av mjuka cirklar forvandlades till ett
samhélle dominerat av harda fyrkanter.

14. Hjulen borjar mala

Aven om den romerska krigsmaskinen rullade vidare efter erévringen av Syra-
kusa sa drojde det d&nda néstan tva arhundraden innan Alexandria och de sista
grekiskt styrda rikena vid ostra Medelhavet foll for 6vermakten. Under denna tid
fortsatte ocksa cirkeln att spela en viktig roll for bade vetenskapen och tekniken,
aven om dess centrala roll inom den rena geometrin delvis overtogs av kagelsnitten.

45Den franske matematikern P. Lelong lir atminstone muntligen ha yttrat att den frimsta
dra som en matematiker kan vinna ar att hans resultat blir sa allméant accepterat att det
ingar som en sjalvklarhet i var tillvaro. Med detta matt méatt hade Arkimedes uppenbar-
ligen ratt i sin egen bedémning av sina vetenskapliga insatser!

46Eftersom den ensamme romerske soldaten knappast forstod grekiska fr det inte troligt
att han ordagrant kunde aterge Arkimedes uttalande, men eftersom orden blivit bevingade
sa var det vad han sa — antingen nagon horde det eller ej.
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Antikens framste kidnnare av kigelsnitten®” var ApoLLonIUs fran Perga (c:a 262 —
190 fvt). Apollonius, som ocksa var en framstaende astronom, var en av antikens
absolut frimsta vetenskapsmén. Hans 8 bocker om kégelsnitten (varav 7 finns
bevarade) brukar betraktas som den klassiska geometrins absoluta héjdpunkt.

Som astronom frangick han den modell, som skapades av Eudoxus och vidare-
utvecklades av Aristoteles och ersatte denna med en helt ny modell av solsystemet.
Som en kuriositet kan det vara vart att ndmna att den allvarligaste bristen hos
denna modell varken var att den hade jorden i centrum eller att planetbanorna
antogs vara uppbyggda av cirklar (istéllet for de ellipser som han sjélv kiinde sa vél
till och som Kepler 1800 ar senare skulle anvinda for att beskriva solsystemet*®),
utan istéllet antagandet att planeterna roérde sig med likformig hastighet i sina
banor. Modellen vidareutvecklades och forbattrades av bland andra HiPPARCHOS
och PTOLEMAIOS och gav sa smaningom sa god Overensstammelse med observatio-
nerna att det drojde mer &n ett och ett halvt artusende innan det uppstod behov
av en battre.

Samtidigt som de matematiska modellerna forbattrades sa utvecklades métin-
strumenten och darmed ocksa de astronomiska observationerna. Detta ledde till
att modellerna blev alltmer kvantitativa och kravde allt fler och alltmer kompli-
cerade berakningar. For att klara dessa berdkningar sa anvidnde matematikerna
sexagesimalbrak. De skrevs visserligen med grekiska talsymboler men idén och
inspirationen kom fran Babylon. Samtidigt bor det papekas att de utférde berak-
ningarna i sina geometriska modeller vilket innebar att de utvecklade en helt ny
kvantitativ geometri, déar de istdllet for att bevisa att tva trianglar var lika (d.v.s.
kongruenta) réknade ut deras sidor och vinklar. Denna nya geometri kallades
tri-gono-metri, vilket pa latin blir tri-angulo-metri och pa svenska ”tre-hornings-
matning” och brukar betraktas som den alexandrinska vetenskapens viktigaste
bidrag till matematiken.

Samtidigt som romarriket langsamt bredde ut sig i norr och vetenskapsméannen
arbetade vidare i Museion, sa levde ocksa vardagslivet i staden vidare. Alexand-
ria var da den storsta stad som vérlden skadat och hade ocksa det dittills mest
differentierade naringslivet. Bland de nya naringar som uppstod i staden spelade
bagerierna en viktig roll. Det har berdknats att fore tillkomsten av dessa sa gick
mer &n en femtedel av arbetstiden i hemmen at till att framstalla brod. Detta
berodde dels pa att brodet var en basfoéda som man inte kunde vara utan och dels
pa att arbetet var tungt och kravande. Det bestod av tre moment, av vilka det
forsta, namligen att mala siden till mjol var det tyngsta. Aven i de nya bagerierna
var detta det tyngsta arbetet och eftersom dessa behovde stora mangder av mjol sa
forbattrades kvarnarna snabbt. Enkla handkvarnar ersattes av vridkvarnar som
aven de forst var handdrivna, men som nér de blev storre drogs av asnor eller
oxar. Fortfarande var dock arbetet tungt och adven oxar blev trétta. Den slutliga
befrielsen fran det som da varit méanniskans tyngsta slit i atta artusenden kom
med vattenmollan. De forsta vattenhjulen hade byggts i strida strommar och for
okdnda syften under ett par arhundraden innan man nagon gang omkring ar 100
fvt kom pa att anvianda dem for att driva kvarnar.

Med vattenmollan har vi kommit till en naturlig slutpunkt for detta kapitel
dér vi sett hur cirkeln under artusendena narmast fore vare tiderakning trangde
alltmer in i manniskornas liv.

4TEtt kiigelsnitt erhalls som skirningen mellan en cirkulir kon och ett plan. De kurvor
som kan uppsta pa detta sitt ar ellipsen, parabeln och hyperbeln. Se appendix K1.
48Se appendix K.
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KAP.4. SIFFRORNA

1. Pax Romana

Sedan romarna under det sista arhundradet fvt erévrat Egypten blev Medel-
havet i praktiken ett romerskt innanhav. Det romerska riket bestod sedan i nastan
ett halvt artusende och gav forutom fred i de centrala delarna ocksa ett visst vil-
stand, atminstone for vad vi idag skulle kalla medelklassen. Forutsattningarna for
detta vélstand var ett effektivt jordbruk och en livlig sjofart kors och tvars Gver
Medelhavet. Eftersom riket ocksa hade ett effektivt skattevisen hade staten rad
att halla en stor armé med uppgift att dels kvésa uppror och dels halla krigiska
grannfolk utanfor riket.

Den romerska overklassen hyste en stor beundran for den grekiska kulturen och
filosofin, men den hade inget storre intresse for den grekiska vetenskapen. Detta
gjorde att samtidigt som den romerska tiden kdnnetecknas av praktfulla byggnads-
verk och en i alla avseenden hog kultur sa upphorde den vetenskapliga utvecklingen
néstan helt. Detta berodde dock formodligen inte bara pa det bristande intresset
utan ocksa pa att basen for grekernas vetenskap, d.v.s. den euklidiska geometrin
redan uttomt sina mojligheter som hjalpvetenskap. Det som vetenskapsmannen
skulle ha behovt var en matematik som tillat rdikning, och férutsattningen for en
sadan matematik saknades.

Centrum for den vetenskapliga utveckling som trots allt férekom under romar-
tiden var fortfarande Alexandria och det var fr.a. inom tva vetenskaper som det
gjordes insatser som langt senare skulle fa betydelse. Den ena av dessa var alkemin
och den andra var matematiken. Alkemin ledde dels till uppkomsten av en "ke-
misk hantverkstradition” som via araberna kom till Europa under senmedeltiden,
dels till upptéackten av nya material, exempelvis ofdrgat glas.

Den framste matematikern under denna tid var DIoPHANTOS som levde pa 200-
talet, och som darmed kom for sent for att hinna paverka sin egen tids matematik.
Han 6versattes dock till arabiska och déarifran till latin, och fick darigenom senare
stor betydelse for matematikens utveckling. Diophantos viktigaste arbete hette
Aritmetica, och behandlade vad vi idag kallar algebra och talteori. Han sysslade
bl.a. med obestdmda ekvationer varvid han framst sokte losningar som kunde
skrivas som kvoter av hela tal, d.v.s. som brak. Till skillnad fran sina foregangare
uppfattade han brak som riktiga tal. Han anvande ocksa nya symboler for att
skriva matematik, symboler som visserligen har ersatts av nyare och enklare, men
som var betydelsefulla framst for att de visade vilka méjligheter som forbattrade
symboler skapade.

Under de foljande arhundradena ersattes den grekiska rationella filosofin allt-
mer av den framvaxande kristendomen som grund for varldsuppfattningen. Detta
innebar samtidigt att tron blev viktigare &n tdnkandet, nagot som naturligtvis fick
allvarliga konsekvenser bade for matematiken och vetenskapen. Den sista antika
matematiker som gatt till historien var HypaTia (370-415), som ocksa var den
forsta kanda kvinnliga matematikern under antiken. Liksom de flesta senantika
matematikerna laste hon och studerade de gamla méstarna, framst Apollonius och
Diophantus, och gjorde egna kommentarer och tillagg till dessa. Under en tid da
kristendomen blev alltmer dominerande i staden holl hon fast vid sina platoniska
ideal och genom att hon ocksa hade en politiskt betydelsefull roll sa sags hon som
ett hot och en fiende. En marsdag ar 415 drogs hon ur sin vagn och sonderslets av
en grupp kristna fanatiker. Hypatia var berémd savéil for sin skonhet som for sin
intelligens och sitt kunnande och genom sin tragiska dod har hon blivit en symbol
for den antika vetenskapens undergang.
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Efter det vastromerska rikets fall ar 476 intradde storre delen av Europa i vad
som brukar karakteriseras som den morka medeltiden. Det som dnnu aterstod av
den klassiska grekiska kulturen fick visserligen en fristad i det bysantinska riket men
dér forde den en tynande tillvaro. Nar matematiken, och darmed sa smaningom
ocksa andra vetenskaper, ater borjade utvecklas, sa skedde detta langt borta i en
helt annan del av varlden.

2. Konsten att réakna II1

I aterstoden av detta kapitel ska vi studera uppkomsten, framvéaxten och ut-
vecklingen av vart nuvarande talsystem. Detta talsystem, det decimala positions-
systemet, ar ett satt att skriva tal som ligger néra vart satt att sdga dem och som
darfor ar ganska latt att lara sig. For utvecklingen av den typ av kunskap som jag
i inledningen kallade hjérnans kunskap ar det av (minst) samma betydelse som
alfabetet. Till skillnad fran alfabetet ar det dessutom i flera avseenden perfekt och
anvands darfor pa samma satt over hela virlden. De enda tekniska uppfinningar
som varit av samma betydelse ar hjulet och boktryckarkonsten.

Detta avsnitt ar det tredje som fatt rubriken — konsten att rikna — men medan
de tva tidigare verkligen handlade om att rdkna i ordets ursprungliga betydelse sa
kommer detta avsnitt att handla om konsten att géra berdkningar. Vi kan darfor
borja med att paminna oss att symboliska satt att for 6gat ange antal anvindes
langt innan manskligheten hade kommit pa att dven det talade spraket kunde
oversattas till nagot som kunde forstas med hjalp av 6gonen. Eftersom de allra
flesta av dessa tal tillverkades for stundens behov sa finns det inte mycket som
bevarats eller beskrivits. Vi vet att ménniskor gjorde skaror i tra darfor att detta
var nagot som férekom under var egen medeltid och vi vet att inkaindianerna i
Peru knot knutar pa snoren eftersom det var nagot som de spanska erévrarna fick
se med egna O6gon. Hur ldnge som dessa metoder anvints eller hur manga hogar
med smasten som lagts upp pa bord eller ned i skalar vet vi daremot ingenting
om. I nagra fa fall har skaror ristats i ben som bevarats och déarfér vet vi att det
forekom i Kina under tidig neolitisk tid. Man har ocksa funnit ett narmare 30000
ar gammalt vargben i Tjeckoslovakien med skaror for rdkning. Skarorna kommer
i grupper om fem och det finns elva sadana grupper.

De metoder for att ange tal som pa nagot séitt bevarats dr de som redan fran
borjan hade till syfte att dokumentera ett antal, och som sedan av en tillfallighet
rakade bevaras mycket langre &n vad som ursprungligen hade avsetts. Dessa me-
toder ar dock just for att de var till for att sparas olampliga for att utfora ens de
enklaste beriakningar. For att utfora enkla additioner och subtraktioner anvinde
vara forfiader istdllet under langa tider helt enkelt sma stenar, en sedvanja som
aterspeglas i vart ord kalkyl (fran latinets calculus (liten sten) for att utféra be-
rakningar. Nar de antal som skulle riaknas blev storre och vara forfader for mer
an 5000 ar sedan hade lart sig att rakna till tusen sa blev det ocksa naturligt att
anvanda sma stenar for ental, nagot storre for tiotal och stora for hundratal.*®

Nésta steg bor ha varit att man exempelvis hade olika skalar for ental, tiotal
och hundratal, eller att man drog streck i sanden sa att stenar inom en del angav
ental, inom en annan tiotal o.s.v. Detta gick bra overallt dar det var gott om
smasten men nar handeln drog in i husen sa blev det praktiskt for handelsméannen

4980om jag nyss papekade finns inga bevarade spar av sidana hindelser s att allt detta &r
enbart spekulationer. Dock finns det vissa sprakliga rester i olika indo-europeiska sprak.
Dels ar tu i det germanska ordet tusen slikt med tu i tumme och hade ursprungligen
betydelsen stark eller kraftig, dels finns det zigenardialekter dar ordet for hundra betyder
ungefér stor-tio och andra déar ordet for tusen betyder stor-hundra.
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att ha med sig egna uppsattningar av stenar, och om de skulle rdkna stora tal kunde
de ocksa behova dukar dar markeringar for ental, tiotal och hundratal redan var
givna. Sa smaningom standardiserades dessa hjalpmedel vilket ledde till att de
ibland tillverkades av bestiandigare material. De dldsta bevarade sparen av sadana
hjalpmedel kommer fran Grekland dar det dels finns en avbildning pa en berémd
vas, den s.k. Dariusvasen fran 400-talet (fvt) och dels en verklig rdknebrida som
hittats pa on Salamis.

Dessa riknebriaden kallades pa grekiska for abakion (aBakiov) eller abaz (afaf).
Réknandet utférdes déremot alltid vid ett bord, pa grekiska trapeza (Toamsla).
Betydelsen av detta bord kan ses i att ordet trapeza fortfarande ar den grekiska
bendmningen for en bank. Aven vart ord har £.6. ett liknande ursprung. Banken
eller banken var namligen den plats dar den medeltida penningraknaren arbetade.

Ménniskan har alltid haft svarigheter d&ven med de enklaste additioner och
har i alla tider anvant hjalpmedel for dem. Hjalpmedlen har varit anpassade efter
och berott pa dels den tekniska utvecklingsnivan, dels hur stora tal som skulle
berdknas. Det borjade med sma stenar, fortsatte med raknebréden i vést och kul-
ramar i 6st innan man under nagra arhundraden kunde néja sig med papper och
penna. Att det var betydligt svarare att rdkna pa papper méarks om inte annat pa
att allteftersom anvéndningen av raknebraden minskade sa okades anstrangning-
arna att tillverka mekaniska rdknemaskiner.’® Under 1800-talet forbéattrades och
forbilligades dessa tillrackligt mycket for att bli om inte var mans egendom, sa at-
minstone en nédvandighet i de flesta butiker. Idag gar redan skolbarnen omkring
med miniraknare som raknar snabbare &dn talen kan sagas.

De tekniska hjalpmedlen har alltid varit tillrackliga for alla vardagliga behov
av berdkningar och detta har inneburit att skrivna tal i de allra flesta fall enbart
anvants for att dokumentera resultaten av rakningar. De enda egenskaper hos ett
system for att skriva tal som var av betydelse var darfor att de var litta att skriva
och lisa och svara att forfalska. Eftersom dessutom stora tal regelmassigt ersattes
med stora enheter sa var det framst talen fran ett till tusen (eller snarare 999) som
behovde skrivas. Dessutom bor det papekas att alla mer bestandiga skrivmaterial
forr var alltfor dyra for att anvindas som kladdpapper for rakningar.!

De enda som hade behov av att utfora noggranna berdkningar med stora tal
var darfor matematiker och astronomer. Detta gjorde att nar det val utvecklades
ett satt att skriva tal som dels var latt att skriva och lasa, dels var praktiskt for
berakningar, sa var det matematiker och astronomer som utvecklade det. Att
det kom att ske just i Indien kan delvis ha haft religosa skil eftersom man dar
forestéllde sig en varld som bestatt i inte tusentals utan miljontals ar och hade
namn for tal som vi skulle kalla oktillioner och nonillioner och som vi skriver som
en etta med narmare 50 nollor efter sig.

3. Indiens tidiga historia
Medan vasteuropa efter det vistromerska rikets fall kom att domineras av de
germanska folk som greker och romare brukat kalla barbarer, sa bestod for en tid
det 6stromerska riket tdmligen intakt. Oster dirom hirskade den Sassanidiska
dynastin over ett stort persiskt rike och annu langre 6sterut hade det uppstatt en
saregen hogkultur kring de stora floderna Indus och Ganges. Denna indiska kultur

"Den forsta fungerande riknemaskinen tillverkades av BLAISE PASCAL (1623 — 1662) ar
1642.

51Ofta brukar andra talsystem #n vart eget kritiseras for att de inte ar limpliga for berik-
ningar, vilket visserligen ma vara sant, men det &r en kritik som var fullkomligt irrelevant
for dem som anvénde systemen.
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kan rentav beskrivas som den sista av de hogkulturer som under artusendena fvt
vaxte upp kring stora floder.

Den tidigaste kinda hogkulturen inom detta omrade tycks ha uppstatt i In-
dusdalen omkring ar 3000 fvt. De forsta fynden efter den gjordes i narheten av den
nutida staden Harappa, och i brist pa béattre bendmningar brukar man darfoér ofta
tala om Harappa-kulturen. Eftersom sjovagen lag 6ppen brukar det forutsattas att
denna kultur hade forbindelser med det samtida Sumerriket i Mesopotamien. Jam-
fort med kulturerna i Mesopotamien och Egypten ar denna Induskultur mycket lite
utforskad och det mesta om den ar &nnu okant. Det storsta hindret for forskningen
ar att man inte vet nagot om det sprak som talades eller ens vilken sprakfamilj som
det tillhorde. Kulturen hade en egen skrift och d&ven om man tror att det sprak
som talades och skrevs tillhorde den dravidiska®® sprakfamiljen sa har skriften
annu inte kunnat tydas. Det man sdkert vet dr att en indo-europeisk folkgrupp,
arierna, borjade tranga in fran nordvast under det andra artusendet fvt. Arierna
forde med sig en egen mytologi som visserligen hade ett tydligt indo-europeiskt
ursprung, men som pa sin vag till Indien hade plockat upp andra element, och
som efter ankomsten till Indien utvecklades till ett invecklat religions-filosofiskt
system. Ett viktigt, for att inte sidga dominerande, inslag i detta var liran om
sjalavandringen, som visserligen hade uppstatt som ett satt att undfly déden, men
som allteftersom tiden gick kidndes alltmer tyngande. Detta ledde till att fralsning
i indiska religioner, som hinduism, buddhism och jainism inte brukar besta i frals-
ning fran déden utan en fralsning fran aterfédandet. Denna fralsning innebar att
sjalen efter doden befrias fran det eviga panyttfodandet och istéllet far uppga i
varldsalltet, Nirvana. Utmérkande for Indien &r ocksa det kastvisen, som uppstod
tillsammans med religionen och som helt dominerar samhéllslivet.

For vart vidkommande &r det inte detaljerna i den indiska religionen som &r
viktiga utan bara det faktum att religionen fick en dominerande roll i allt indiskt
liv. Detta innebar namligen att det liksom i sumerriket uppstod en betydelsefull
grupp av praster och darmed en intellektuell elit som kunde dgna sig at filosofi,
matematik och vetenskap. Den tidiga ariska tiden, fram till ungefar ar 600 fvt
brukar kallas Veda-perioden, efter de religosa verk som da skrevs. Mot slutet av
Vedatiden hade religionen blivit sa dominerande att man kan tala om ett religdst
tyranni, nagot som skapade utrymme for nya religioner och ldaror. Den viktigaste
av de stora religionsskapare som framtridde vid denna tid var Buppua (560483
fvt) vars lara snabbt spreds Gver stora delar av Indien och syddstra Asien, men
dven JINA (540-468 fvt) skapade en religion som fortfarande har ett stort antal
anhangare, de s.k. Jainisterna. Da hade Indien, d&nda sedan ariernas ankomst, i
over 1000 ar varit forskonat fran angrepp utifran.

Denna mer eller mindre frivilliga och mer eller mindre totala isolering fran om-
véarlden brots dock under 500-talet fvt da storre delen av Indusdalen inforlivades
med det maktiga perserriket. Nér detta forsvagades under de foljande arhundra-
dena brot sig de indiska delarna ur riket, sa att niar Alexander den store nadde
Indus, sa var landet daromkring aterigen under indiskt styre. I slaget vid Hydaspes
ar 326 stalldes for forsta gangen en europeisk hir mot en orientalisk férsedd med
stridselefanter. Aven om dessa inte rickte till mot Alexanders stridsvana soldater,
sa tycks de ha gjort ett outplanligt intryck pa segrarna, och elefanter kom senare
att anvindas dven i Europa av bade greker och kartager.

Efter Alexanders falttag sa brots aldrig de kulturella forbindelserna mellan
Indien och landerna runt Medelhavet. Den indiska kulturen har visserligen fortsatt

52De dravidiska spraken #r idag de dominerande i sodra Indien. De idag mest talade
dravidiska spraken ar tamil och OBS
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att vara saregen men utvecklingen har skett under standig yttre paverkan. Det
bor £.6. papekas att isoleringen aldrig var total eftersom det dels alltid forekommit
kontakter via de afghanska passen i nordvést, dels alltid forekommit sjofart pa
Indiska Oceanen. Under langa tider fanns det t.o.m. en kanal fran Nilen till Roda
Havet vilket gjorde att det faktiskt férekom direkta sjoférbindelser mellan Indien
och Medelhavet. De stora sjofartsnationerna var (atminstone ur ett europeiskt
perspektiv) i tur och ordning fenicier (ca. 1500 ca. 300 fvt), greker och romare (ca.
300 fvt — ca. 600 evt) och slutligen araber (ca. 600 — ca. 1500), innan de europeiska
staterna i slutet av 1400-talet nadde Indien genom att segla runt Afrika.

4. Indisk matematik och vetenskap

En kort tid efter Alexanders falttag grundade CHANDRAGUPTA ett rike som
under hans sonson A$okas (regeringstid 272 — 231 fvt) vixte ut till det forsta
verkliga imperiet i Indien. Efter en valdsam inledning blev Asokas styre en tid
av fredlig utveckling. Den har kvarlamnat ett stort antal minnesstenar runt om
Indien som &r intressanta dven for vart vidkommande eftersom deras inskriptioner
innehaller de aldsta foregangarna till vart nuvarande talsystem.

Efter Asokas tid finns det bevarade inskriptioner pa olika stéllen i Indien som
visar hur skrivandet av tal utvecklades, hur av 27 tecken 9 blev viktigare och sakta
fordndrades, delvis i riktning mot vara nuvarande siffror. Det bor dock papekas
att dessa tecken annu inte ingick i ett positionssystem, utan mer var att likna vid
det samtida grekiska sattet att skriva tal med hjéalp av bokstaver, d.v.s. att man
dérfor behovde 27 tecken for att skriva alla tal mellan 1 och 999. Det ar dock vart
att papeka att en viktig skillnad var att man inte anvinde samma symboler for tal
och bokstaver.

Efter Adokas dod delades hans vilde och forlorade i betydelse. Trots detta
sa var de hellenistiska och romerska tiderna fran ungefar 300 fvt till 500 evt en
relativt fredlig tid dven i Indien. Det var ocksa en tid med livlig handel pa Indiska
Oceanen, en tid da Rom hade handelsstationer i Indien och kinesiskt porslin kom
till Zanzibar. Aven om handelsforbindelser inte nédvindigtvis leder till kulturellt
utbyte, sa stéller det dock alltid krav pa viss Omsesidig forstaelse. Framfor allt
ar det absolut nédvandigt att handelsmén kan lasa och forsta varandras satt att
skriva tal. Detta innebér ocksa att d&ven om olika kulturer skrev sina tal pa olika
satt sa kunde de forsta varandras. Trots att de kan ha anvént olika symboler sa
bor darfor sjofararna pa Indiska Oceanen under seklernas gang ha utvecklat ett
gemensamt sitt att ange tal, och det troliga ar att det var ett siatt som lag nara
det som anviandes av grekerna i handelns huvudstad Alexandria.

Att de indiska talsymbolerna, till skillnad fran exempelvis de grekiska, sa sma-
ningom kom att utvecklas till ett positionssystem, hade férmodligen atminstone
tva viktiga orsaker av vilka den forsta var att symbolerna inte samtidigt anvandes
som bokstaver. Den andra och viktigare var att de indiska matematiker som un-
der nagra arhundraden efter det vastromerska rikets undergang 6vertog grekernas
ledande roll inom astronomin var annu mer decimala an vad grekerna hade varit.

Nagra av de mest kiinda av dessa indiska matematiker var ArRyaBHATA (f. ar
476), VARAHA MIHIRA (500-talet) och BRAHMAGUPTA (f. 598). Den é&ldste av dessa
var verksam i eller i ndarheten av kejsar Asokas huvudstad Pataliputra, nuvarande
Patna, som lag vid Ganges ungefar mittemellan New Delhi och Calcutta. De 6vriga
arbetade vid det observatorium i Ujjain, i vastra Indien, som da var den hinduiska
vetenskapens centrum. Alla dessa hade, som astronomer, oerhérda tidsperspektiv
om miljontals ar, naturliga for den som tror sig ha levat genom alla dessa ar, och
alla hade behov att att skriva stora tal. De kande alla till och utnyttjade den
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alexandrinska trigonometrin med dess blandning av decimala heltal och sexagesi-
mala brak och kidnde darfor till det sexagesimala positionssystemet med nolla och
allt. Trots detta var vagen till ett decimalt positionssystem lang och krokig och
inneholl dessutom nagra intressanta mellansteg. En av dessa egendomligheter pa
vagen var att talen vandes bak och fram sa att man borjade med entalen, fortsatte
med tiotalen o.s.v. Ett annat mellansteg som for oss verkar egendomligt, men som
formodligen lag i linje med hinduernas litterdra traditioner, var att anvinda ett
slags sprakligt ”abstrakt” positionssystem, dar talen ldstes pa vers. Aven om vagen
som sagt var slingrig och kravde att ett flertal matematiker avloste varann och tog
vid dar den forra slutade sa ar det véasentliga naturligtvis dnda att slutresultatet
blev det decimala positionssystem som vi anvander &nnu idag. Savitt man idag
kan bedoma sa fanns det ett omvéant positionssystem i bruk ungefar ar 530 medan
ett rattvint kom nagon gang mellan ar 550 och ar 570.

5. Islam

Efter det vastromerska rikets fall var de dominerande rikena runt den gamla
virldens navel i 6stra Medelhavet det alltjimt méktiga bysantinska (eller Gstro-
merska) riket och det sassanidiska riket i Persien. Mellan och séder om dessa tva
fanns den stora arabiska halvon som visserligen mest bestod av 0ken, men som
dnda inte var helt folktom. Forutom att det vid de storsta oaserna vuxit upp
stader sa fanns beduinerna som levde storre delen av sitt liv som nomader i 6k-
nen. For att 6verleva i 6knen var manniskorna tvungna att halla samman och de
semitiska stammar som levde dar utvecklade stranga moralregler som for att fa
tillracklig auktoritet uttrycktes i religosa termer.

Ett folk, bestaende av 12 stammar som tidigare levat sa men som redan tvatu-
sen ar tidigare lamnat det harda livet i 6knen var hebréerna. Efter atskilliga
provningar och harda strider lyckades dessa pa 1200-talet fvt bosétta sig i ”det
forlovade landet”, landet Kanaan, i sydostra hornet av Medelhavet. Med sig till
sin nya tillvaro hade de en egen gud, Jahve, och en religion som utgick ifran ett
forbund mellan Jahve och de hebréiska stammarna. Omkring ar 1000 fvt grundade
man ett kungadome ISRAEL, vars skiftande 6den under tusen ar finns beskrivna i
det Gamla Testamentet. Eftersom kungadomet kom att delas i ett nordligt rike
Israel och ett sydligt Judéen, sa kom hebréerna sa smaningom att kallas judar.
Aven om ménga, och kanske de flesta, judar blev kvar i sitt hemland, s& bérjade
de tidigt att utvandra och bilda forsamlingar runt omkring i den hellenistiska och
senare romerska varlden. De kom darigenom i kontakt med den platonska idélaran
och i motet mellan judendomens Jahve och idélaran sa forvandlades Jahve fran en
judisk stamgud till den ende guden och darmed till alla manniskors gud. Som sadan
blev han kristendomens och darigenom sa smaningom ocksa vasterlandets gud.

Aven om bade kristendomen och judendomen blev utbredda bade Gster och
soder om det romerska riket sa utgjorde Jahves ursprungliga hemland, den arabiska
oknen ldnge en bastion for manggudadyrkan, och det var inte forran araberna i
borjan av 600-talet fick sin egen forkunnare, Muhammed, som monoteismen blev
dominerande i hela medelhavsomradet. Den av Muhammed grundade ldaran, IsLAM
eller underkastelse (under Gud), var inte bara en strangt monoteistisk religion, utan
ocksa ett politiskt system, dar den vérldslige hérskaren, kalifen, ocksa var alla
troendes religésa 6verhuvud. Ar 750, ett drygt arhundrade efter Muhammeds doéd
(ar 632) sa strickte sig det arabiska riket fran Indus i 6ster till Atlanten i véister och
fran Indiska Oceanen och Sahara i soder till de stora stdpperna, Medelhavet och
Pyrenéerna i norr, ett rike som val kunde mata sig med det romerska i omfattning.

Ar 750 blev Bagdad huvudstad i detta jatterike och &ven om kalifens vérldsliga
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makt avtog under de foljande arhundradena sa forblev Baghdad den muslimska
varldens centrum anda tills staden forstordes av mongolerna ar 1258. Denna pe-
riod brukar ses som den islamska guldaldern och det var Baghdad som under dessa
arhundraden var vérldens vetenskapliga och kulturella centrum. I Bagdad 6ver-
sattes de grekiska maéstarna till arabiska och studerades och kommenterades av
framst arabiska och persiska vetenskapsméan. Nar dessa verk av grekiska filosofer,
matematiker och medicinare under slutet av 1100-talet borjade oversattas till latin
och darmed blev tillgangliga for den intellektuella elit som ungefar samtidigt vaxte
fram runt de forsta europeiska universiteten, sa var det darfor fran arabiska som
de 6versattes. Det var ocksa detta jatterike som det nya positionssystemet skulle
passera pa vagen fran Indien till Europa.

I Bagdad och andra muslimska lardomsséaten arbetade ett flertal framstaende
matematiker som larde sig det och utvecklade det nya systemet. Den viktigaste av
dessa var (den persiske matematikern) AL-Kuwarizmi (c:a 780-850), mannen som
lirde varlden att rikna. Al-Khwarizmi tycks ha varit den forste som insag att det nya
sittet att skriva tal var sa &ndamalsenligt att det faktiskt gick att anvdnda pennan
for berdkningar. Fore honom hade de flesta berdkningar utférts med mekaniska
hjalpmedel som kulramar och raknebraden, och dven om professionella matema-
tiker kunde rédkna med penna (pa dyrbart pergament) sa var detta inte mdjligt
for vanligt folk sasom handelsmén och hantverkare. Al-Khwarizmi skrev dérfor
den forsta raknelaran, dar han gav noggranna beskrivningar av hur man skulle
berdkna aritmetiska uttryck med anvindning av de indiska siffrorna. Eftersom
han insag att en svarighet med sifferrdkning &r att man inte pa samma sitt som
da man raknar med féremal kan ”se om svaret ar ratt”, sa infogade han ett antal
kontrollmetoder for att préva rakningarna. En sadan metod som i dessa minirak-
narnas tidevarv haller pa att glommas bort ar att kontrollera att ”siffersumman”
stammer. Dessa metoder lar dock fortfarande spela viss roll i hans eget hemland,
Iran.

Det fortjanar att papekas att ordet siffra ar arabiskt och egentligen betyder
ingenting eller mojligen noll. Jag vill ocksa ndmna att Al-Khwarizmis beskrivningar
var sa noggranna att vi idag kallar dem algoritmer, ett ord som egentligen ar en
europeisk felsdgning av hans eget namn. Positionssystemet anviandes sedan allt
mer i det arabiska riket, inte bara av matematiker och andra vetenskapsman utan
inom hela den bildade klassen. Eftersom araberna vid denna tid héarskade bade
i Spanien och Sicilien sa kom positionssystemet med dem in i Europa, men inte
forrén efter korstagen nadde det in i den kristna vérlden.

6. Siffrorna nar Europa

Istallet var det enstaka matematiker och ldrda som larde sig systemet genom
studier i Spanien eller Sicilien och som borjade propagera for dess spridning i
Europa. Vi européer var dock troga och motspéanstiga. Alla tdankbara invandningar
restes, allt fran att det var ogudaktigt till att det var for latt att forfalska. Den
forsta bok som forsokte lara européerna att ridkna med dessa siffror, vars indiska
ursprung nu var glomt och som darfor kallades arabiska, skrevs av LEONARDO
fran P1sa (mer kidnd som FiBoNacct) och utkom ar 1202. Det tog sedan mer &n
trehundra ar for oss européer att lara oss att rdkna med arabiska siffror, nagot
som kan vara bra att komma ihag nar vara barn har svart att lara sig att rakna.

Det bor dock papekas att det fanns flera goda skal till denna motvilja mot
det nya systemet. Det forsta och viktigaste av dessa var att rdknandet egentligen
inte var nagot problem. Det enda de flesta ménniskor alls kunde behéva riakna
var pengar vilket innebar att det nastan bara var addition och subtraktion som
behovdes. Dessutom var penningsystemet som regel inte decimalt, utan det ty-
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piska var istédllet det engelska med 12 pence pa en skilling och 20 skilling pa ett
pund. For att utfora dessa rakningar som oftast gillde sma tal anvinde man sin
raknebréida, eller med ett finare ord abacus. Eftersom en abacus, som egentligen
inte ar nagot annat an en avancerad kulram, faktiskt fungerade som ett decimalt
positionssystem, sa kan man séga att det egentligen inte var positionssystemet som
man inte ville ha och det var inte heller det decimala tankandet utan det var bara
siffrorna, som inte tillrackligt tydligt symboliserade talen. Dessutom ar det vart
att ndmna att papper, eller vad man dn kunde ha att skriva pa, var dyrt, vilket
innebar att det var sloseri att skriva upp utrakningar som man lika garna kunde
gora pa sin raknebrada. Det enda som man anviande sina romerska siffror till var
for att skriva upp de fardiga resultaten, och for detta var faktiskt argumentet att
de arabiska siffrorna var lattare att forfalska inte helt oriktigt. De enda som egent-
ligen hade anvindning for de arabiska siffrorna var ”teoretikerna”, matematiker
och andra vetenskapsmén, och de larde sig naturligtvis att rdkna med siffror langt
innan allmanheten hade gjort det.

Avslutningsvis vill jag ocksa papeka att d&ven om det kan sdgas ha tagit 300
ar for européerna att lara sig att rdkna med siffror, sa blev dnda 1500-talets eu-
ropeiska matematiker de forsta som fullt ut utnyttjade positionssystemets alla
mojligheter i och med att de uppfann och insag betydelsen av decimalkommat och
decimalbraken.

7. Decimalbraken

Néar européerna larde sig att rdkna med decimalbrak under 1500-talet, sa var
dessa inte nagon nyhet. De hade namligen redan uppfunnits minst tre ganger
tidigare, forsta gangen redan pa 200-talet (evt) i det fran vésterlandet isolerade
Kina. Det kan i detta sammanhang papekas att d&ven om kineserna inte anvande
vara siffror sa rdknade &dven de decimalt och eftersom den berémde kejsaren SHiH
Huang Tr (han som ville att Kinas historia skulle bérja med honom), redan ar
221 fvt hade infort ett decimalt mattsystem for langdmatt, sa blev det naturligt
att atminstone halla sig till brak vars ndmnare var en potens av tio. De kinesiska
decimalbraken var dock sapass knutna till det kinesiska mattsystemet att de varken
spreds utanfor Kina eller ens inom landet anvindes i andra sammanhang.

Nésta gang som decimalbraken uppfanns var under den islamska guldaldern,
déar de forekommer i en bok skriven i Damaskus pa 950-talet. Forfattaren hette
AL-UQLIDIST och anvande dem for att skriva resultatet av successiva halveringar.
De anvandes sedan av flera olika muslimska matematiker for att bl.a. utfora ro-
tutdragningar. Det var dock inte forrdn i borjan av 1400-talet, nar den store
matematikern och astronomen JEMSHID AL-KasHI borjade anvanda systemet for
sina berdakningar som det nar sin fulla mognad. Det kan f.6. papekas att al-Kashi
gjorde ansprak pa att sjalv ha uppfunnit systemet, vilket tyder pa att det inte var
sérskilt mycket anvint ens i den muslimska véarlden fore 1400-talet.

Nésta gang som decimalbraken uppfanns var det faktiskt i Europa, dven om
uppfinnaren var en judisk rabbin, IMMANUEL BoONFILS fran Tarascon i sédra Frank-
rike som ar 1350 foreslog ett decimalt system med minuter, sekunder o.s.v. Aven
om han antydde att systemet hade sina fordelar sa fick det ingen spridning och
blev snart bortglomt.

Ungefar samtidigt som al-Kashi uppfann ett fullstdndigt decimalbrakssystem
borjade aven européer uppticka de mojligheter som positionssystemet gav. Nagra
fick goda narmevarden till rétter genom att forst multiplicera det tal som de ville
dra roten ur med en miljon och sedan dela svaret med tusen, andra gjorde trigo-
nometriska tabeller dar de istallet for att som vi gor titta pa kateterna i trianglar
inuti en cirkel med radien 1, forstorade upp skalan med 10 000 eller 100 000. De

68



fick darigenom tabeller med noggranna varden som anda var heltal och darfor latta
att rdkna med. Det de gjorde var alltsa att utnyttja att positionssystemet gjorde
det latt att multiplicera med 10 och potenser av 10. Nasta steg blev att gora det
latt att ocksa dividera med potenser av 10 genom att inte forkorta brak, utan
istallet konsekvent skriva sina tal som ett heltal foljd av ett brak vars ndmnare
var en tiopotens. En kvarstaende rest av denna metod ar begreppen procent och
promille.

Det var dock inte forran fram emot mitten av 1500-talet som europeiska ma-
tematiker riktigt borjade frigora sig fran tvanget att skriva dit en tiopotens i
ndmnaren. Den forste som anviande decimalbraken pa riktigt i Europa var den
tyske matematikern CHRISTOFF RUDOLFF som anviande dem for att utféra ”ranta-
pa-ranta-problem”. Den forste som inte bara anviande dem for att 16sa sina egna
problem utan ocksa forstod deras stora anvindbarhet var flamlandaren SiMON STE-
vIN. Hans bok De Thiende, pa svenska ”Tiondet” (med en medveten association
till den katolska kyrkans frivilliga beskattning), utkom 1585 pa holldndska och re-
dan aret darpa pa franska. Trots att Stevins beteckningar var otympliga sa bidrog
hans bok till att decimalbraken fick en snabb spridning. Sedan gick utvecklingen
raskt vidare. Otympligheterna i Stevins skrivsatt forsvann och darmed blev rak-
nandet sa latt att berdkningar, som tidigare varit ndrmast oOverstigliga hinder
for matematiker och naturvetenskapsmén plotsligt kunde utféras pa en brakdel
av den tid som tidigare kravts. Resultatet blev naturligtvis att man snart gav
sig pa sa komplicerade berdkningar att de tog lika lang tid som forut. Speciellt
upptackte man snart att multiplikationer av tal med manga siffror tog lang tid
att utfora. Eftersom alla trigonometriska berdkningar, som var av stor betydelse
for astronomin, inneholl sadana multiplikationer, sa uppstod det ett behov av nya
metoder for att underliatta dessa. Den som loste detta problem var Napier, som
med uppfinningen av logaritmerna sades ha fordubblat astronomernas livslangd.

Langt dessforrinnan anvinde dock aktiva matematiker pa egen hand decimal-
brak. En som tidigt hade insett anvandbarheten var Kepler och hans berémda
lagar om planetbanorna kan betraktas som decimalbrakens férsta stora triumf.

Decimalbrakens verkliga betydelse lag dock mycket djupare &n att bara gora
det mojligt att lattare rakna med brak. Deras verkliga betydelse lag namligen i
att de gav upphov till ett helt nytt satt att se pa kontinuerliga, speciellt geomet-
riska storheter. Med decimalbraken lostes namligen det 2000 ar gamla problem
som uppstod med Pythagoras upptackt av de irrationella talen. Men darmed
har vi kommit in pa ett helt nytt talbegrepp, namligen begreppet reella tal, vars
utveckling vi ska f6lja i nasta kapitel.
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KAP.5. Reella Tal

I detta kapitel ska jag borja med att ge min syn pa hur forestdllningen om
de reella talen vaxte fram och darefter antyda nagot om vilka nya mojligheter
som detta talbegrepp gav. Liksom i de ovriga kapitlen kommer jag framst att
folja det jag uppfattar som matematikens huvudfara vilket innebér att jag borjar
hos sumerer och babylonier, sedan hoppar over till Grekland dar jag beror dels
den klassiska perioden (fran Pythagoras till Eudoxos) och dels den alexandrinska.
Darefter kommer jag att snudda vid den indiska och islamiska matematiken innan
jag atervander till Europa under renéssansen. Allra forst ska jag dock borja med
att satta in de rella talen i sitt ursprungliga sammanhang.

1. Hantverkets matematik

Uppfinnandet av jordbruket ar utan all jamforelse den handelse som mest ge-
nomgripande forandrat ménniskans livsvillkor. Det kan ses som det forsta steget
i en lang utveckling dar ménniskan undan for undan gjort sig till herre 6ver allt
storre delar av naturen. Det kan ocksa ses som boérjan till och forutsattningen for
den fordelning av arbetsuppgifter som utmarkt alla ”utvecklade” samhallen och
kulturer. Jordbruket gjorde det inte mindre arbetssamt att skaffa mat, snarare
tvartom, men det blev for forsta gangen majligt att skaffa mat i 6verflod. Med
jordbruket kunde en familj med obetydligt 6kad arbetsinsats producera mat for
tva familjer. Dessutom var den féda som producerades, framst siad for brodbak,
hallbarare dn det mesta av det man tidigare livnart sig pa. Detta innebar att en
jordbrukande familj inte lingre behovde tillverka allt vad man behovde, eftersom
man kunde byta till sig klader och skor, redskap och verktyg och kanske fisk eller
kott mot det 6verskott som akern givit. Omvént innebar detta att andra kunde leva
pa att forse jordbrukarna med de varor som dessa inte langre hade tid att skaffa el-
ler gora sjalva. Darmed uppstod hantverket som yrke. Med specialiseringen okade
erfarenheten och yrkesskickligheten. En annan viktig f6ljd av jordbruket blev att
fler manniskor kunde bo néara varann, vilket gjorde det maojligt att samarbeta i
storre grupper, bade for att forsvara sig och for att genomfora storre arbeten. Dar-
igenom blev det mojligt att bygga storre hus och batar och t.o.m. sa avancerade
byggnadsverk som broar och kanaler. Dessa gemensamma arbeten ledning och
planering och dérmed uppstod sa smaningom ett behov av en hantverkets mate-
matik. Senare 0kade ocksa handeln samtidigt som det inom storre riken uppstod
administration. Den matematik som dessa behévde var framst aritmetiken, d.v.s.
det raknande med naturliga tal som vi redan berort.

I detta avsnitt ska vi istallet berora den matematik som hantverket kravde.
Lat oss borja med bygget av ett nagot storre byggnadsverk. Vi kan dérvid anta att
man borjade med att bestamma var byggnaden skulle uppforas och i stora drag
ocksa hur den skulle se ut och hur stor den skulle bli. Nésta steg blev att jamna
ut och kanske grava ut en lamplig plats for bygget. Vi vet ocksa att atminstone
sumererna spande rep mellan lampligt utplacerade kiappar eller pinnar och vi kan
anta att ledaren, arkitekten eller byggmaéstaren, hade nagon form av modell, ritad
pa plant underlag eller tillverkad av mindre delar, for det fardiga verket.

Déarefter maste man borja transportera fram byggnadsmaterial och vi kan
anta att det var en fordel om méangden var tillracklig utan att det blev alltfor
stora Overskott. Eftersom arbetsledaren inte kunde vara oOverallt maste manga
arbeten utforas om inte utan 6vervakning sa atminstone med annan Gvervakning.
Detta innebar att man maste kunna noggrannt beskriva olika arbetsmoment. I
dessa beskrivningar ingick det alltid storleksbeskrivningar. Dessa innebar i sin
tur att man behévde matt och mattsystem. Det vetenskapliga ordet for detta,
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for méatandets konst ar metrologi. Det &r ocksa metrologin som ar hantverkets
matematik.

Métning handlar om att omvandla kontinuerliga storheter som lingd, yta, vo-
lym eller vikt, till diskreta, d.v.s. sadana som kan beskrivas av naturliga tal. Aven
om storleksbeskrivningar mycket val kan och bor ha forekommit innan manniskor
borjade uppfora stora byggnadsverk, sa ledde dessa till ett behov av enhetlighet
och noggrannhet. I alla antikens stora hogkulturer vixte det fram mattsystem,
dér man for métning av langder hade en standardiserad fot eller aln och for vikter
ett standardiserat pund. Med de stora byggnadsverken blev méatandets problem
en angelagenhet for de maktiga i samhaéllet och darmed aven for de intellektuella,
vilket gjorde dem till en uppgift for matematikerna. Framvéxten av sumerernas
sexagesimalsystem &r ett tidigt exempel pa hur metrologin gav upphov till mate-
matisk utveckling och sjalve Pythagoras lar ha varit inblandad i den utveckling av
ett nytt mattsystem, som dgde rum i Magna Graecia under 500-talet fvt.

Samtidigt ar det ju uppenbart att om man vill veta hur mycket sten som gar
at for byggandet av t.ex. en pyramid sa maste man antingen méta volymer eller
utfora berakningar och i sjalva verket kraver alla storre byggnadsverk noggranna
yt- och volymsangivelser. Det ar ocksa latt att inse att det ar svart att mdta ytor
och volymer, sa att det enda naturliga sattet att fa fram yt- och volymsmatt ar
att mata langder och anvianda lampliga berdkningsformler for ytor och volymer
av de geometriska former som man anvinde.’® Detta innebér att arkitekter och
andra dnda sedan de forsta hogkulturernas tid utfort berdkningar med tal som
anvants for att representera kontinuerliga storheter, och dessa berdkningar ar vad
jag kallar hantverkets matematik. De berakningar som hantverket har kravt var
ursprungligen enkla men har under arhundradenas lopp blivit alltmer komplice-
rade.

Avslutningsvis bor det dock papekas att det ofta varit mojligt att oversatta
dven avancerat matematiskt kunnande till enkla tumregler, nagot som gjort det
mojligt for hantverkare i alla tider att utnyttja resultatet av stora tankares tanke-
modor.

2. Matematikens hantverk

Sa lange som denna matematik endast anvindes som ett hjalpmedel for hant-
verket sa kunde alla de berdkningar som behévdes utforas som rakningar med hela
tal genom att man helt enkelt inforde mattenheter som gav tillracklig noggrannhet.
Den naturliga fragan huruvida det alltid finns en mattenhet som gor det mojligt
att ange en given storhet med ett naturligt tal ar central inom matematiken men
utgjorde aldrig nagot problem for babylonierna. Deras talsystem var ett positions-
system som anvandes dven for brakdelar och intuitivt innebar varje nytt tecken en
ny mattenhet som var sextio ganger storre eller mindre &n den tidigare. Dessutom
hade de ett mycket mer narliggande problem an att att rakna med irrationella tal
némligen att dividera med tal som inte var reguléra, kort sagt att skriva talet 1.4

For pythagoréerna blev problemet tydligt eftersom bade musiken och geome-
trin forutsatte lampliga enhetsldngder och upptéackten av att exempelvis sidan och
diagonalen i en kvadrat inte kan méatas med en gemensam grundenhet blev nagot
av en katastrof som fick hela deras varldsbild att rasa samman.

531 alla de stora hogkulturerna finns formler for yt- och volymsberikning av geometriska
figurer.

%Det kan ocksa papekas att basen 60 med nagra fi tecken ger en si noggrann approxi-
mation att det ar tveksamt om de nagonsin fick anledning att upptécka de perioder som
uppstar nir man allt noggrannare approximerar rationella tal med sexagesimalbrak.
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Den framsta anledningen till deras svarigheter var att de saknade en allmént
accepterad uppfattning om rummets och tidens natur. I stéllet fanns det tva
konkurrerande och oférenliga teorier. Enligt den forsta sa var de bada kontinuer-
liga och darmed ”oéndligt delbara” och enligt den andra sa var bada ”diskreta”,
d.v.s. bade tid och rum bestod av ”6gonblick” eller ” punkter” som f6ljde pa varann
pa samma satt som bilderna i en film. Den senare kan kallas atomistisk och
omfattades forutom av py ocksa av just de antika atomisterna Leukippos och
Demokritos. Annu vérre blev situationen i mitten av 400-talet nar Parmenides
larjunge Zenon framlade sina paradoxer® och visade att bada dessa uppfattningar
ledde till konsekvenser som atminstone fér samtiden foreféll orimliga. Zenons
avsikt var visserligen att forsvara Parmenides asikt att all rorelse var omaojlig men
effekten blev att alla verkliga forsok att forsta kontinuets natur omojliggjordes for
lang tid framat.

Trots att vi idag tror oss veta att materien ar atomar medan vi uppfattar
rummet som kontinuerligt sa ar det lattast att illustrera kontinuets natur med
hjalp av materien. Vi forestaller oss darfor en bit materia, exempelvis en lerklump,
och antar sedan att vi har en vass kniv till hjalp for att dela den i tva delar. Vi tar
sedan en av bitarna och delar pa nytt och fortsitter sedan pa detta siatt. Fragan
ar bara hur lange vi kan halla pa. Enligt atomisterna kan vi bara (&ven i teorin)
fortsatta ett andligt antal ganger, medan de som omfattar en kontinuerlig syn pa
materien forutsatter att vi kan halla pa hur ldnge som helst, och vilket ar &nnu
varre rentav oandligt manga ganger. Eftersom grekerna skyggade for oandligheten
sa hade de svart att acceptera den kontinuerliga modellen samtidigt som Zenons
paradoxer gjorde svarigheterna for den diskreta uppenbara.

Konsekvensen av Zenons paradoxer blev darfor att fragan om kontinuets natur
avfordes fran dagordningen nagot som ocksa ledde till att de grekiska matemati-
kerna och vetenskapsménnen inte ens i teorin kunde utfora de berdkningar som de
skulle ha behovt. Eftersom jag ser utférandet av berdkningar som matematikens
hantverk, sa vill jag beskriva situationen sa att matematikens hantverk under lang
tid forblev en hantverkets matematik.

3. Hantverkets mastare

Som jag antytt i foregaende avsnitt sa lostes inte det matematiska problemet
att beskriva linjens och mer allmént kontinuets natur under antiken. Dé&remot
kunde man trots detta 16sa bade abstrakta och (frémst) konkreta problem som vi
genom att ridkna med reella tal uppfattar som sjalvklara men som for tvatusen ar
sedan innebar nastan ooverstigliga svarigheter.

For att antyda bade svarigheterna och mojligheterna ska jag kortfattat be-
skriva nagra av de problem som énda l16stes och samtidigt sdga nagot om de meto-
der som anvéandes. Forst bor det darvid papekas att det finns tva typer av resultat,
de exakta och de ungefarliga. De exakta gav vanligen inte ett absolut svar utan
ett relativt av formen att forhallandet mellan tva storheter var exakt lika med an-
tingen ett annat forhallande eller i nagot enstaka fall med ett tal. Alla berdkningar
som utférdes fore den alexandrinska perioden var exakta.

Det forsta ar Demokritos berdkning av konens volym. Denna ar intressant
framst genom den metod som lar ha anvants. Denna gick ut pa att han tankte sig
konen skuren i tunna plan med snitt parallella med basen. Sedan berdknade han
volymerna av de tunna skivorna genom att se dem som raka men tunna cylindrar
och lade sedan ihop alla dessa volymer. Han sag da att kvoten mellan konens

55Se Appendix Z

72



volym och volymen av en rak omskriven cylinder narmade sig en tredjedel. Slutli-
gen tankte han sig att skivorna gjordes ”atomart” tunna och havdade att kvoten
mellan de pa detta sétt berdknade volymerna var precis en tredjedel. Det ar vart
att ndmna att Leibniz mer &n 2000 ar senare anvande samma metod och ocksa
samma forestillning om att ”infinitesimalt” tunna snitt skulle ge exakta formler.
Demokritos metod har beskrivits av Arkimedes, som pastod att Demokritos be-
raknade volymen men att det var Eudoxos som bevisade att berakningarna var
riktiga.

Det verkligt betydelsefulla genombrottet kom med Eudoxos som angav en
metod att verkligen bevisa att tva forhallanden mellan storheter var lika. Metoden
kan illustreras med den kanske mest beromda av hans satser, den som sager att
forhallandet mellan ytorna av tva cirklar ar detsamma som forhallandet mellan
ytorna av tva kvadrater med cirklarnas radier som sidor. For att ge ett stringent
logiskt bevis for detta pastaende maste han ge en precis definition av vad som
menades med ett férhallande mellan storheter och for det behévde han allra forst
ge en definition av vad han menade med en storhet. De definitioner han gav for
dessa begrepp gjorde det mojligt att handskas med geometriska storheter utan
att ge talvarden for dem, nagot som ledde till att geometrin efter honom fick en
absolut sarstallning inte bara inom geometrin utan inom all grekisk vetenskap.
Den férbindelse som Eudoxos storheter hade med aritmetiken var att man kunde
addera tva storheter, under vissa omstindigheter dra en mindre ifran en storre,
samt att man genom att ldgga ihop ett &ndligt antal (identiska) storheter kunde
multiplicera dem med hela tal.

For att bevisa att forhallandet mellan cirklarna var som forhallandet mellan
kvadraterna pa radierna sa utgick han ifran det man redan visste, ndmligen att
pastaendet géllde for manghoérningar av samma form. Han antog sedan att for-
hallandena var olika och konstaterade att felet maste vara méatbart stort. Sedan
inskrev han regelbundna manghorningar i cirklarna och astadkom en motsigelse
genom att stoppa in sa manga horn i cirkeln att felet blev mindre an det fel han
forutsatt.

Den store méstaren var dock Arkimedes som gjorde bade exakta och un-
gefarliga berakningar. Den mest kdnda av hans ungefarliga ar uppskattningen
319 < 7 < 3%, men det kan ocksa ndmnas att han for att erhalla denna bl.a.
utnyttjade olikheten 22 < /3 < 422l som innebér ett fel som &r mindre &n en
pa 40 000. Bland hans exakta kan namnas forutom forhallandet mellan sfar och
cylinder ocksa den exakta uppskattningen av parabelsegmentets yta. Dessutom
kan det namnas att han ocksa lyckades erhalla exakta resultat utanfor den rena
geometrin genom att t.ex. bevisa att tva vikter balanserar varann om fohallandet
mellan deras avstand till balanspunkten ar det inverterade virdet av forhallandet
mellan deras massor. Han gjorde ocksa exakta berakningar for tyngdpunkterna
for plana figurer och utnyttjade dessa for att undersoka sjosakerheten hos skepp.

Efter Arkimedes var det framst astronomerna Hipparchos och Ptolemaios som
i sina arbeten om konkreta fragor for planetsystemet erholl de mest slaende resul-
taten. Det kan ndmnas att Hipparchos uppskattade solarets langd med ett fel pa
ungefér 61 minut. Det bor ocksa ndmnas dels att dessa astronomer anvinde det
babyloniska sexagesimalsystemet for sina berdkningar, dels att de ocksa var skick-
liga instrumentmakare. Matematiskt var deras viktigaste bidrag att de uppfann
trigonometrin som kan ses som en systematisk kvantitativ geometri. De bevisade
flera av de for oss vilkdnda trigonometriska formlerna och de gjorde noggranna
tabeller som de anvande for sina astronomiska berakningar.

Vid ungefar samma tid visade Heron i Alexandria samma férmaga att bade be-
visa exakta resultat och ge goda narmevarden for 16sningar till praktiska problem.
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Avslutningsvis bor det papekas att noggranna méatningar kraver sma mattenheter
vilket leder till stora antal. Alla berdkningar som ror kontinuerliga storheter kra-
ver darfor stor formaga att rikna med stora tal. Det alexandrinska talsystemet
med grekiska beteckningar for naturliga tal och anviandning av det sexagesimala
systemet, for brak var formodligen det béasta talsystem som nagonsin funnits for
sadana berakningar.

4. En ny raknekonst

Trots att de system som under antiken anvandes for att beskriva kontinuerliga
storheter var tillrdckliga for praktiska och vissa teoretiska behov, sa var de helt
otillrackliga for en mer systematisk vetenskap. Utvecklingen av en fysik, som ocksa
inneholl en kvantitativ beskrivning av rorelse kom dérfor att dréja tills ett nytt
talbegrepp och en mer symbolisk matematik gjort det mojligt att rakna med de
observerade storheterna. Forutsattningen for detta nya talbegrepp var forst och
framst nya satt att skriva tal, saval naturliga tal som brak.

Som vi sett i tidigare kapitel utvecklades det decimala positionssystemet av
hinduerna under 500-talet och det nadde sedan Baghdad under 700-talet. Under
de foljande arhundradena utvecklades alltmer forfinade berdkningsmetoder, som
gjorde det mojligt att exempelvis berakna kvadratrotter med godtycklig noggrann-
het. Hinduerna inférde &ven det moderna séttet att skriva brak, som ett tal ovanfor
ett annat, aven om de Overlat at araberna att infora brakstrecket. Med hjalp av
brakstrecket kunde araberna addera och subtrahera brak och darmed utfora alla
de rakningar som man tidigare endast kunnat utféra med naturliga tal. Den 6kade
riakneskickligheten ledde ocksa till nya resultat, sasom "UMAR AL-KHAYYAMI’S geo-
metriska 16sning av tredjegradsekvationen.
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(AP.6. Ett mellanspel. (Europa under medeltiden.)

1. Vasteuropa efter Rom

For att forsta varfor det blev i ”den nya tidens” Europa som matematiken, och
med den aven astronomin, fysiken och 6verhuvudtaget hela den nya naturveten-
skapen kom att att fa sin verkliga blomstring, ska vi borja med att atervanda till
det Vasteuropa som uppstod ur spillrorna av det vastromerska riket, vid dess slut-
liga fall ar 476. Det som da gick under var resterna av ett en gang valorganiserat
jatterike, ett rike med vagar och skolor, stdder och byar men ocksa adel, praster,
borgare och bonder. Det som gick under med rikets fall var férst och framst orga-
nisationen och den gemensamma bildning som férenat de ledande klasserna i rikets
alla horn. Det var sprakkunskaperna i latin och grekiska, de klassiska forfattarna,
och inte minst den grekiska filosofin och geometrin. Kvar fanns en bondeklass, som
visserligen talade latin men som varken kunde lasa eller skriva, och over den en ny
harskarklass av germanska erévrare. Det som darutéver aterstod och det som trots
allt forband det medeltida Europa med dess historiska ursprung var kristendomen.

De kungadomen som pa romersk mark etablerades av de segrande germanska
stammarna blev kortvariga dven om bade det véstgotiska i Spanien (och sddra
Frankrike) och det langobardiska i norra Italien bestod i mer &n tva hundra ar.
Istallet blev det ett germanskt rike vid den nordligaste spetsen av det romerska
riket som utan att behova overge sitt ursprung kunde fylla ut det tomrum som
uppstod i ruinerna efter den fallna stormakten. Detta rike var det frankiska som
av den merovingiske kungen Clovis utvidgades fran att ha bestatt av ett obetydligt
omrade vid Rhens nedre lopp till att omfatta forutom stérre delen av nuvarande
Frankrike ocksa stora delar av sydvéastra Tyskland. Under de f6ljande arhundra-
dena etablerade sig de nya erévrarna som en feodal héarskarklass samtidigt som de
larde sig att tala sina undersatars sprak och &ven om riket (enligt germansk sed)
upprepade ganger vid en konungs dod delades mellan hans soner, sa ateruppstod
det igen sa snart nagon av sonerna besegrat sina broder. Efter att konungamak-
ten forsvagats under de senare merovingerna blev det hérens éverbefalhavare som
alltmer blev rikets verklige harskare.

Darigenom kunde en ny att, som efter sin mest berémde foretradare KARL DEN
SsTORE brukar kallas den Karolingiska, erovra makten i riket. Den som grundlade
dttens makt var dock dennes néstan lika berdmde farfar KARL MARTELL (d6d ar
741) som efter att ha blivit 6verbefilhavare ar 711 dels underkuvade ett antal
opalitliga vasaller i rikets utkanter och dels erévrade nya ldnder at det frankiska
riket. Karls viktigaste insats, och den som givit honom en plats i historien, ar
dock den seger han vann éver araberna i slaget vid Poitiers ar 732. Aven om den
historiska betydelsen av detta slag ibland kan ha Gverdrivits sa ar det vart att
notera att efter ar 732 sa har araberna aldrig utgjort nagot egentligt hot mot det
kristna vasteuropa, medan daremot de kristna alltsedan korstagstiden varit ett
standigt hot mot dem.>®

Karls son Pippin gjorde visserligen nagra mindre erévringar, men viktigare for
framtiden var dock att de franska kungarna, i samband med strider mellan paven
och hans langobardiska grannar, fick en ny roll som pavens viktigaste beskyddare.

56Detta hindrar naturligtvis inte att de likaledes islamska turkarna i flera drhundraden
efter erévringen av Konstantinopel ar 1453 utgjorde ett val sa stort hot mot de Ostra
delarna av Europa.
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Vid Pippins dod ar 768 delades riket efter frankisk sed mellan sonerna Karl
och Karloman, men sedan Karloman dott redan ar 771 blev Karl, som da var 29
ar ensam hérskare 6ver det frankiska riket.

2. Karl den Store och den karolingiska renissansen

Det ar svart att hitta nagon historisk person som haft samma betydelse for
Europas vidare historia som Karl den Store, fransmannens Charlemagne. Redan
det rike han tilltradde var ett méktigt rike som forutom dagens Frankrike ocksa
omfattade Nederlanderna, Belgien, Luxemburg och Schweiz samt sédra Tyskland.
Under sin langa regeringstid erévrade han bland annat norra Tyskland vaster om
Elbe nuvarande Osterrike och norra Italien. Dessutom sdkrade han gréanserna mot
araberna i sydvast och slaverna i 6st genom att anlagga granslander, marker, vid
rikets granser. Eftersom adven dessa marker sa smaningom kom att dras in i den
vasteuropeiska, eller som vi nu ofta siger vasterlandska kulturkretsen, blev han
den som redan for 1200 ar sedan utstakade det moderna Europas granser mot
oster och soder.

Vilket intryck han gjorde pa sina fiender framgar av att hans namn, Karl, kom
att bli det slaviska ordet for konung. Det bor kanske ocksa papekas att dven om
Karl sjalv och hans héar ofta och lange befann sig pa krigsfot, sa férdes krigen som
regel utanfor det egna rikets granser. For den egna befolkningen var det darfor en
lang tid av fred.

Att han ocksa, atminstone enligt min uppfattning hor hemma i en bok om
matematikens utveckling har flera orsaker. Den tydligaste ar naturligtvis det in-
tresse han sjilv visade for sin tids kultur och vetenskap, nagot som ledde till den (i
och for sig kortvariga) kulturella blomstring som eftervérlden kallat den karoling-
iska rendssansen. Till sitt hov i Aachen kallade han inte bara larda man fran sitt
rikes alla delar utan &ven sin tids mest kinde larde, engelsmannen Alcuin av York.
Denne blev ledare for den hovskola som sedan blev forebilden for de katedral- och
klosterskolor som under de foljande arhundradena véxte fram i hela (det splitt-
rade) riket, och som gav Europa en storre andel bildade och utbildade mén och
kvinnor &n nagon annan (tidigare eller samtida) kulturkrets.

Han hade ocksa, sasom den frankiska kyrkans 6verhuvud, makt att ingripa i
rent kyrkliga angelagenheter och t.o.m. i tidens trosstrider. Han gav bade kyr-
kan och klostren utokade bildningsuppgifter och spelade en viktig roll i kloster-
vasendets omvandling. Istéallet for de tidigaste Osterlandska klostrens betoning av
askesen som en vag till individuell fralsning, utvecklades klostren i vésterlandet
till kulturcentra och barmhartighetsinrattningar.

Det kan i detta sammanhang kanske papekas att Karls rike visserligen var
vad som i dag kallas for ett multinationellt eller kanske battre multikulturellt rike,
men det var ett rike dar det som idag brukar betecknas som en av de grund-
laggande manskliga rattigheterna, namligen trosfriheten, helt saknades. Tvartom
var, férutom kungen sjélv, den romersk-katolska kyrkan det enda sammanbindande
elementet i riket.

En annan, kanske mindre uppenbar anledning till hans betydelse (fér Europa
och didrmed &ven for matematiken) &r rent materiell och berér de for tiden vikti-
gaste naringarna, jordbruket och jarnhanteringen. Han uppmuntrade spridningen
av det nyligen uppfunna treskiftesbruket och eftersom kiarnomradet for riket, den
karolingiska attens egna egendomar, de som gav den rikedom och de inkomster som
var forutsattningen for dttens uppstigande till makten, lag mitt i jairnhanteringens
europeiska centrum sa hade han ocksa intresse av den.®”

5"Det bor kanske papekas att en viktig anledning till frankernas krigiska framgangar var
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Under de foljande arhundradena ckade tillgangen pa jarn sa mycket att jér-
nets fredliga anvindning (kanske for forsta gangen i historien) blev viktigare &n
dess krigiska. Darigenom kunde béttre och billigare jordbruksredskap tillsammans
med treskiftesbruket och andra forbattringar av jordbrukstekniken mojliggora en
kraftig 0kning av jordbruksproduktionen. Eftersom produktionen okade mer an
bondernas behov av arbetskraft uppstod ett 6verskott av bade mat och méanniskor.
Detta ledde i sin tur till att gamla stader kunde vaxa och nya tillkomma, att nya
hantverksyrken uppstod, att handel och samféardsel utvecklades, eller kort sagt till
att ett alltmer differentierat naringsliv vaxte fram.

Ar 800 krontes Karl till (romersk!) kejsare av paven Leo III. Darmed uppstod
det som sa smaningom skulle komma att kallas det ”heliga romerska kejsardémet
av tysk nation” och som skulle komma att besta anda till Tysklands nederlag i
forsta varldskriget ar 1918.

3. Hogmedeltidens naringsliv

Trots att bade den nya tekniken och befolkningsokningen framst paverkade
rikets nordligare delar sa var &nnu i manga arhundraden det gamla romarriket
den kulturellt ledande delen av Europa, och medan den franske kungen, den tyske
kejsaren och paven i Rom under manga arhundraden var invecklade i ett kompli-
cerat triangeldrama, sa fortsatte de italienska stdderna i Norditalien obekymrat
att viaxa i rikedom och inflytande. Efter att korstagen och den kristna aterertv-
ringen av Spanien brutit den islamska dominansen 6ver sjofarten pa Medelhavet
blev hamnstaderna Venedig och Genua rikast i Europa.

De fornama slakter som nu blev allt rikare hade sedan gammalt kulturella och
intellektuella intressen. De nya formogenheterna investerades i praktfulla palats
for att markera slaktens storhet och stora pakostade katedraler for att visa stadens
(och Guds). Bygget och utsmyckningen av de stora byggnadsverken gav dels arbete
at manga men ocksa och kanske viktigare upphov till en kar av yrkesméan av delvis
ny typ. De var ofta byggmaéstare, arkitekter och konstnéarer i en person och behovde
darfor saval praktiska som teoretiska och estetiska kunskaper.

Med den kommersiella uppblomstringen foljde dessutom en snabb utveckling
av den administrativa och kommersiella tekniken, (glaségon, papper, dubbel itali-
ensk bokforing, bankvésen, kapitalism) och med den rdknekonsten.

Aven om Italien genom sitt centrala ldge dominerade medelhavshandeln sa
blev den relativa betydelsen av denna mindre allteftersom handeln pa de nordliga
haven, Nord- och Ostersjén, samt pa floderna, framst Rhen 6kade. Darigenom
vaxte det fram nordeuropeiska kommersiella centra i Flandern och Nordtyskland
som redan fran 1200-talet kunde méta sig med de italienska i makt och rikedom.

Overallt ledde uppkomsten av ett alltmer differentierat naringsliv, av en allt
storre tillgang pa allt billigare jarn, och kanske icke minst en allt battre utbildad
befolkning till en snabb teknisk utveckling i stort och i smatt. Man larde sig att
anvinda vattenkraften béttre (fér att exempelvis driva masugnsbélgar) och att
anvanda vindkraft for att mala sdd, man gravde kanaler och forbattrade vagar for
att underlatta sina transporter. Man byggde sjosikrare batar med storre lastut-
rymmen, nagot som forbilligade sjotransporterna. Den goda tillgangen pa jarn
och tra gjorde att man ocksa kunde tillverka fler och hallbarare vagnar och kérror
vilket dels forbilligade landtransporterna, dels gjorde det mojligt for fler att foreta
langre resor. Man larde sig att gora koniska skruvar vilket gjorde att snickarna
kunde tillverka starkare och billigare mobler och redskap.

att de nastan alltid, tack vare den storre tillgangen till jarn var battre rustade &n sina
fiender.
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Aven om man inte uppfann sarskilt mycket nya redskap sa medforde det bil-
liga jarnet anda att smeder, snickare och andra hantverkare hade rad att halla
sig med fler och darmed ocksa mer specialiserade verktyg. Allt detta gjorde att
medeltidens sista arhundraden blev en tid av stdndigt 6kad produktivitet. Det var
vad som idag skulle kallas en ekonomisk tillvaxt som inte bara holl jamna steg med
befolkningsokningen utan som 6vertraffade den. Det bor kanske ocksa namnas att
den svaraste katastrof som dittills drabbat Europa, namligen Digerdéden, visser-
ligen slog sa hart mot befolkningen att manga trodde att man drabbats av Guds
straffdom, men trots detta endast gjorde ett hack i produktionen. Den brist pa
arbetskraft som foljde i dess spar bidrog dessutom till att de som Overlevde ofta
fick battre betalt for sitt arbete.
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4. och skolvisen

Den utveckling av naringslivet som jag beskrev i det forra avsnittet hingde
nira samman med en Okande tillgang pa kunnigt folk. Aven om behovet av hogt
utbildade inte var alltfér stort sa behovdes det bade skriv- och icke minst rak-
nekunniga manniskor pa manga hall. Kungar och furstar behévde dem for sin
administration, kyrkor och kloster for att exempelvis halla reda pa pasken och
rika kopmén for att forvalta sina formogenheter. Aven om det var den virldslige
hérskaren Karl den Store som tog det forsta initiativet sa blev det kyrkan som
kom att sta for verksamheten och under arhundradena efter Karls dod sa véxte
det upp skolor vid ett antal kloster och katedraler. Verksamheten véixte och utbild-
ningsnivan steg. Vid katedralskolan i Chartres, soder om Paris, nadde den under
1100-talet en niva som var inte Gvertraffades forran universitetet i Paris natt sin
fulla mognad under det foljande arhundradet.

Redan ar 1088 hade dock det forsta steget mot en &nnu hégre utbildningsniva
tagits i och med att en grupp studenter i Bologna anstéallde ett antal larare for
ett studium generale. Detta brukar beskrivas som den hindelse varmed det forsta
universitetet grundades. Sedan tillkom universitet i Paris vid mitten av 1100-talet,
i Oxford 1167, i Salerno 1173 och sedan ungefér ett nytt universitet vart tionde ar
under 1200-talet, vart femte ar under 1300-talet och vart fjairde under 1400-talet.
Aven om universiteten inte alltid var mycket mer &n préastseminarier, (och d&ven om
den akademiska friheten minskade mot medeltidens slut) sa innebar den snabba
utvecklingen att Europa redan mot slutet av medeltiden hade ett oerhort mycket
storre antal hogutbildade d4n nagon annan jamforbar kultur. Dessutom utgjorde
universitetslararna en av de grupper av fria intellektuella som under de féljande
arhundradena skulle i grunden forandra méanniskans syn pa sig sjalv och véarlden
omkring sig.

Mot slutet av medeltiden, samtidigt som det sista som i Gster aterstod av
det romerska riket holl pa att ga under och portugisiska sjofarare borjat gora upp-
tacktsfarder 1angs Afrikas kuster (och baskiska fiskare borjat fiska i vattnen utanfor
New Foundland), sa kom den uppfinning som skulle komma att revolutionera det
intellektuella livet i Europa, namligen boktryckarkonsten.

Tack var denna blev bocker snart sa billiga att ”"alla” fick rad att lara sig
att lasa, och den var darmed forutsattningen for den hoéjning av den allméanna
utbildningsnivan som skulle gora véastra Europa till den tekniskt och ekonomiskt
och sa smaningom ocksa politiskt dominerande delen av vérlden.

5. Det grekiska arvet. I

Aven om det brukar pastis att den visterlindska vetenskapen och filosofin
uppstod i Grekland under det sista artusendet fore var tiderdkning sa ar detta inte
riktigt sant. Det ar forvisso sant att de grekiska filosoferna genomférde nagot som
idag skulle kallas for en vetenskaplig revolution, men det var en revolution inom en
osterlandsk filosofisk tradition och atminstone fram till 1200-talet sa lag var kulturs
intellektuella tyngdpunkt oster om eller mojligen i 6stra delen av Medelhavet.

Det var i Egypten, Mesopotamien, Syrien och Mindre Asien som den hellenis-
tiska traditionen levde vidare, det var i Sinais 6ken som eremit- och klosterviasen
uppstod och det var pa kyrkomoten i mindre Asien som kyrkans trossatser fast-
stalldes. Det var de kristna i Syrien som oversatte de grekiska filosofernas och
matematikernas verk till arabiska, och darigenom dels rdddade dessa at eftervérl-
den och dels mojliggjorde den islamska guldaldern under kalifatet i Bagdad pa 8
och 900-talen. Det var inte forrdn (vanligen intellektuellt ointresserade) turkiska
stammar under 900-talet fick ett dominerande inflytande vid kalifernas hov i Bag-
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dad som det kulturella livet i 6stra medelhavsomradet stelnade och det var forst
da som nya kulturcentra i de vastligare delarna av den islamska varlden sasom
Palermo pa Sicilien och Toledo i Spanien fick en storre betydelse.

Det var tack vare att muslimerna anda sedan Muhammed tolererat de kristna
sasom ”bokens folk” som det romersk-katolska Furopa pa Sicilien och i Spanien
larde kiénna den islamska vetenskapen och darmed ocksa den grekiska. Det var
dar som kristna munkar och andra larde under 1100-talet Oversatte skrifter av
Aristoteles och Platon, Euklides och Ptolemaios till latin.

Dessa skrifter inneholl tankar och ténkesétt som var nya for vésterlandet och
som skakade den larda vérlden. Anda sedan Augustinus pa 400-talet hade lart
att tron pa Gud var viktigare &n vetandet sa hade tdnkandet underordnats den
kristna tron. Med Aristoteles filosofi fick man nu for forsta gangen en rationell
varldsbild och ett filosofiskt system som omfattade allt fran livets begynnelse och
anda ut till kosmos yttersta sfarer. Det Europa nu fick del av var ett intellektuellt
arv som man hade vintat lange pa, och som man nu var mogen att ta emot. Vid
universitet, vid furstliga hov och t.o.m. i klostren satt det larda mén (och &ven
kvinnor) som léste och diskuterade hedniska skrifter forfattade av hedniska filoso-
fer. Den uppgift som de ledande tankarna i vasterlandet snabbt tog itu med blev
att forena Aristoteles filosofi med den kristna ldran. Den syntes som skapades av
framst THOMAS AB AQUINO (1225-1274) kom att kallas skolastiken och dominerande
under 400 ar det vetenskapliga tdnkandet i véisterlandet. Alla ldrda hade i skolor
och vid universitet lart sig skolastisk filosofi och allt vad de skrev och tankte var
paverkat av Aristoteles.

Det grekiska arvet inneholl dock mycket mera &n bara Aristoteles filosofi.
Det inneholl Euklides geometri (for forsta gangen kunde vésterlanningar ldsa hela
Elementa) och Appolonius kigelsnitt, den alexandrinska astronomin (vars framsta
verk Ptolemaios ’Almagest’, blev kiant i vésterlandet under detta, sitt arabiska
namn), Platons idéldra och mycket annat som kunde varit virt att ndmna.

6. Det grekiska arvet. II. Skolastik och vetenskap

Som filosofiskt system utgjorde skolastiken en syntes av Aristoteles filosofi som
beskrev manniskans och jordens lage i universum och kristendomens lara om det
som lag utanfor och éver det som Aristoteles beskrev. Aven om Aristoteles filosofi
naturligtvis var hednisk satillvida som att Gud inte hade nagon sarskild roll ens
som skapare, sa var den i manga avseenden tacksam att forena med kristendomen.
Forst och framst lag jorden orubbligt stilla i universums centrum, medan manen,
jorden, planeterna och stjarnorna satt pa sfiarer som med olika hastigheter roterade
runt jorden. Dessutom var systemet mekaniskt och for att driva maskineriet sa
behovdes det nagon (den forste réraren) som hela tiden vred pa den yttersta sfaren,
fixstjarnesfaren. Eftersom det var naturligt att identifiera den forste réraren med
Gud, sa var detta naturligtvis en vérldsbild som dels passade véal ihop med den
kristna laran, dels tilltalade alla dem som garna vill se manniskan inte bara som
jordens herre, utan aven som universums.

Trots att skolastiken snart blev kyrkans officiella filosofi och darmed fick en
auktoritet som knappast skulle ha tilltalat Aristoteles sa blev den inte sa ham-
mande for den vetenskapliga utvecklingen som dess vedersakare nagra arhundraden
senare lat paskina. Forst och framst innebar namligen kyrkans accepterande av
Aristoteles att det dven for goda kristna blev tillatet att ldsa inte bara Aristoteles,
utan dven andra grekiska och arabiska forfattare, och for den som laste Aristote-
les egna verk var det alldeles tydligt att han for sin del inte skulle ha erkint ens
sig sjalv som en orubblig auktoritet. Ett utméarkande drag for hans filosofi var ju
namligen att verkligheten var den enda auktoritet som han accepterade. Dessutom
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innebar skolastikens starka betoning av logiken att den ocksa kunde kritiseras med
logiska argument. Det boér dessutom papekas att aven om kyrkan foredrog Aristo-
teles beskrivning av universum sa visste alla de som studerade stjarnhimlen att
det var Ptolemaios Almagest (och inte Aristoteles fysik) som gav den exaktaste
beskrivningen, vilket innebar att man i den larda vérlden redan fran borjan visste
att skolastikens varldsbild inte kunde vara helt sann.

En annan svag punkt i skolastiken som man Overtagit direkt ifran Aristote-
les var rorelseldran. Denna hade utarbetats utgaende fran erfarenheter av system
med sma krafter och stor friktion och dessa beskrevs val, daremot var den helt
inadekvat for att forklara exempelvis kastrorelser. De tidiga europeiska naturve-
tenskapsméannen kom ocksa att till stor del studera just rorelser och en av de forsta
vetenskapliga teorier som uppstod var en ny rorelseldra grundad pa begreppet im-
petus. Impetusteorin ar intressant ocksa i det avseendet att den var betydligt mer
kvantitativ och matematisk dn Aristoteles. Nagra namn som bor ndmnas i detta
sammanhang ar fransménnen Jean Buridan och (den mest betydande matemati-
kern) Nicole Oresme, samt engelsmannen Thomas Bradwardine. Flera av (framst
Oresmes) arbeten kom senare att spela en stor roll for Galileis tidiga forskning.

7. Det grekiska arvet. III. Praktisk geometri

Aven om Aristoteles filosofi var den del av det grekiska arvet som mest ge-
nomgripande forandrade tdnkandet i den larda vérlden, sa var det matematiken
som forst kom att paverka ménniskornas vardag. Nar man redan pa 1100-talet
borjade 6versitta Euklides Elementa till latin sa fick detta ett nastan omedelbart
genomslag vid universiteten och ett nagot langsammare vid skolor pa ldgre niva.
Aven om det var fa som forstod de geometriska bevisen sa bidrog den okande geo-
metriundervisningen i skolorna &nda till att manga fick en férdjupad och kanske
framfor allt mer medveten rumsuppfattning. Detta bidrog ocksa till ett uppvak-
nande intresse for den geometriska optiken som hade studerats av alexandrinska
matematiker, bl.a. Euklides och Appolonius. Eftersom dessa inte hade tillgang till
ofargat glas hade de dock svarigheter med att studera ljusets brytning sa att deras
resultat handlade huvudsakligen om ljusets reflektion i plana och buktiga ytor. Det
kan exempelvis namnas att kigelsnittens optiska egenskaper®® var kinda redan un-
der antiken. Det viktiga var dock inte de resultat som de antika matematikerna
uppnatt utan det var deras metod att tolka resultatet av praktiska undersokningar
sasom geometriska satser, och att hérleda komplicerade samband ur enkla lagar.
Néar denna metod aterupptogs av larda méan sasom engelsmannen ROGER BACON
(1214-1294), framst verksam vid universitetet i Paris, sa fanns det redan en pri-
mitiv glasindustri, vilket innebar att man inte bara kunde blasa glas, utan aven
skdara och slipa det. Nér de nygamla idéerna nadde till de praktiskt arbetande
glasmastarna sa upptéackte dessa snart vilka moéjligheter deras hantverk hade och
de larde sig forst att tillverka forstoringsglas, och kort darefter aven glasogon. De
forsta glasdgonen lar ha tillverkats i Norditalien vid slutet av 1200-talet och inom
nagra artionden kunde formogna borgare i hela Europa kopa sig egna glasdgon.
Eftersom dessa forlangde de laskunnigas aktiva liv med kanske 30%, sa bidrog dven
de pa sitt satt till 6kningen av ldskunnigheten i Europa.

Det nya intresset for praktisk geometri spred sig dven till konstnarerna som
forst upptéackte perspektivet och snart ocksa borjade lara sig att utnyttja det for
att astadkomma ett nytt djup i sina tavlor. De forsta ansatserna kom pa 1300-talet
och i mitten pa 1400-talet var principerna helt klara for de ledande konstnérerna.

58 jus som stralar fran en brannpunkt reflekteras sa att det gar genom den andra.
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Tva arhundraden senare ledde samma idéer till uppkomsten av en ny form av
geometri, namligen det som idag kallas projektiv geometri.

8. Praktisk aritmetik

Den tekniska och ekonomiska utvecklingen ledde inte bara till nya tillamp-
ningar av den grekiska geometrin, utan sa smaningom ocksa till nya raknefardig-
heter. Vi vet att siffrorna kom till Europa redan fére ar 1000, men att de inte fick
nagon spridning forran efter korstagen. Den framsta anledningen var naturligtvis
att de annu inte fyllde nagot behov. Sa smaningom borjade dock ett sadant behov
att uppsta. Anledningen var framst att handeln 6ver Medelhavet dels togs 6ver av
de italienska handelsstaderna och dels 6kade kraftigt, till stor del beroende pa den
ekonomiska och tekniska utvecklingen i Europa. Med den 6kande handeln okade
behovet av pengar och darmed av riakning. Detta ledde dels till uppkomsten av
ett kapitalistiskt ekonomiskt system, dels till nya bokféringsmetoder, den beromda
dubbla bokforingen.

Allt detta kréavde rdknande och &ven om skepsisen mot de nya siffrorna till
en borjan var stor sa kom de sa smaningom att anvindas allt mer. En viktig
anledning till detta var ett framvéixande otverskadligt penningvésen, som ledde
till orakneliga vaxlingsaffarer, for d&ven om de gamla romerska siffrorna och de
tillhorande raknebradorna var utmérkta for addition och enkla multiplikationer,
sa hade de svart att klara dessa nya rakningar. Under en tid anvindes férmodligen
arabiska siffror for utrakningar och romerska for att dokumentera resultaten, men
sa smaningom tog de arabiska over helt. Detta var dock en konst for de invigda
och under 13- och 14-hundratalen uppstod ett nytt yrke, raknemastaren. I Italien
kallades dessa nya yrkesmén for cossister (av cosa, sak, som var bendmningen for
den obekanta i en ekvation) och kom under ett par arhundraden att spela en viktig
roll for utvecklingen.

Ett bevis for den betydelse som riaknekonsten fatt under slutet av medeltiden
var det faktum att bland de forsta tryckta bockerna fanns flera raknelaror. Den
forsta av dessa ar den berémda Treviso-aritmetiken som trycktes redan ar 1478.
Innan arhundradet var slut fanns det minst 5 tryckta réakneléror fran olika horn
av Europa, nagot som inte bara bidrog till att 0ka rdknekunnigheten utan ocksa
till att forandra sjalva matematiken.
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