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Prolog

1. Den nya skapelseberÄattelsen

Den vÄarld vi lever i Äar ett resultat av sºavÄal naturliga processersomav mÄansklig
aktivitet. Vºar bild av den Äar dÄaremot en rent mÄansklig skapelse.

Sombarn undrade vi:"Hur var vÄarlden innan jag fanns?" Medan vi vÄaxer upp
fºar vi olika svar pºa denna och liknande frºagor genom att vi fºar del av de vuxnas
erfarenheter. Sºa smºaningom bÄorjar vi ana att vÄarlden har funnits lÄange| lÄange.
Men hur lÄangeoch hur bÄorjade det?

Denna frºaga tycks alltid ha funnits med oss. I alla kulturer och hos alla
primitiv a folk vi stÄott pºa och lÄart kÄanna sºa har det funnits skapelseberÄattelser.
Dessahar grundats pºa erfarenheteroch spekulationer. Hos isoleradekulturer som
format sin vÄarldsbild och sin skapelseberÄattelse endast utgºaende frºan sina egna
erfarenheterhar det Äovernaturliga, gudar och onda eller goda andar spelat en stor
roll. Samtidigt har den vÄarld de fÄorestÄallt sig varit ganska liten. Det viktigaste
har varit att fÄorklara det egna folkets uppkomst i en (mÄojligen) evig vÄarld. Ju
mer erfarenhetenoch kunskapen vuxit, ju stÄorre har vÄarlden blivit och ju mer har
skapelseberÄattelsen behÄovt fÄorklara.

Idag har vetenskapen givit ossen skapelseberÄattelse mer fantastisk Äan nºagon
tidigare. VÄarlden bestºar inte lÄangre av den mark vi lever pºa, inte av det land vi
lever i, inte ensav den jord vi lever pºa, utan vÄarlden bestºar av ett universum som
inte Äar oÄandligt men somistÄallet Äar ofattbart stort. Det Äar ett universumsominte
har funnits i all evighet men det har funnits sºa lÄange att vi inte kan fÄorstºa det.
ÄAndºa har vi ett mºatt. Universumhar funnits i 15 miljarder ºar { eller kanske nºagra
miljarder ºar lÄangre. Universumuppstod av en slump i en stor smÄall | Big Bang.1

Detta Äar enskapelseberÄattelsesomvºara fÄorfÄaderaldrig, ensi sin vildaste fantasi
skulle ha kunnat fÄorestÄalla sig. Samtidigt Äar det en skapelseberÄattelse som har
ett svar pºa fÄoljdfrºagorna. "V ad fanns innan allt detta skapades och vad ¯nns
utanfÄor vÄarlden?" Vetenskapens fantastiska och obegripliga svar Äar att 'fÄore Big
Bang fanns ingenting | inte ens tiden och utanfÄor universum ¯nns ingenting |
inte enstomrummet'.

ÄAven vetenskapensskapelseberÄattelse grundaspºa erfarenheteroch spekulatio-
ner, men desserfarenheter har vunnits i astronomiska observatorier som har sett
miljarder ºar bakºat i tiden och spekulationerna har bedrivits pºa det sprºak som
redan Galilei ansºag vara "naturens eget sprºak | matematiken".

Denna nya vÄarldsbild har vuxit fram pºa ungefÄar trehundra ºar | tre ºarhundra-
den somvarit nºagra av de mest omvÄalvandei jordenshistoria. Under dennatid har
arten homo sapiens ("den visa mÄanniskan"!?) fÄordubblat sitt antal fem gºanger och
Äar nu talrik ast av alla dÄaggdjur. Ingen plats pºa denna jord Äar lÄangreopºaverkad av
mÄanniskan. Frºan satelliter, osynliga fÄor ossbevakar hon allt liv pºa jorden. Genom
sina elektronmikroskop serhon in i livets minsta bestºandsdelar. Pºa en sekundkan
hon sÄanda ett budskap vart som helst pºa jorden. Och om en timme kan hon ha
fÄorintat sig sjÄalv och utplºanat alla spºar efter sig.

Hur bÄorjade dennautveckling och vilka var de viktigaste stegen?I detta kapi-
tel ska jag gÄora ett fÄorsÄok att kortfattat beskriva "mÄanniskansutvecklingshistoria"
sºasomvi idag ser den.

1Big Bang Äar inte den enda vetenskapliga teorin fÄor att beskriva universums uppkomst
och historia, men det Äar den teori som som ger den mest typiska skapelse-berÄattelsen.
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2. Homo Adaptus2

FÄor nºagra miljoner ºar sedantvingades en apa somanpassatsig fÄor ett liv uppe
i trÄaden att leva mer och mer pºa marken. Det nya livet var hºart och det tycks
ha intrÄa®at mºanga katastrofer i artens tidiga historia. Resultatet blev en snabb
biologisk utveckling. Hon tvingades rÄora sig Äover stÄorre omrºaden och bara de som
gick och sprang bÄast Äoverlevde. Hon samladeÄatbara vÄaxter och de som kom pºa
att de kunde bÄara mer om de anvÄande"vidjor" eller "smidiga rÄotter" fÄor att binda
om sina bÄordor kunde fÄoda upp °er barn. De somvar starkare kunde fÄorsvara sina
revir Äanda tills nºagra bÄorjade "b evÄapna sig". De somkunde meddelasig bÄast med
varann kunde samordnasin verksamhetbÄattre. Pºa olika sÄatt premieradesgrupper
som gick bra pºa bakbenen,som anvÄande sina hÄander, som utvecklade talorganen,
som lÄarde sig av erfarenhetenoch som tÄankte. Sºa smºaningom utvecklades en art
somlÄart sig den fantastiska konstenatt anpassasig till nya fÄorhºallanden. Detta var
den konst hon lÄart sig, fÄormodligen bÄattre Äan nºagon tidigare art i jordens historia.
Nºagon gºang under denna utveckling som kanske tog nºagra miljoner ºar uppstod
arten mÄanniska.

Som art Äar mÄanniskan resultatet av ett stort antal anpassningar,dÄar tidigare
arter i utvecklingskedjan i trÄangdalÄagenhittat nya nischer fÄor sin Äoverlevnad. Som
trÄadlevande apa hade hon begºavats inte bara med tvºa till gripverktyg omvandlade
framben, utan ocksºa med framºatriktade Äogon. (Vanligen har jagande djur sina
Äogon framºatriktade fÄor att med precision kunna bedÄoma sitt bytes lÄage, medan
bytesdjuren, vÄaxtÄatarna, har stÄorre behov av ett stort synfÄalt fÄor att i tid kunna
upptÄacka sina ¯ender och dÄarfÄor har Äogonenriktade ºat sidorna. Det ¯nns natur-
ligtvis undantag mot denna regel, exempelvis trillar en apa snart ner ur trÄaden
om den inte vet exakt var den ska gripa tag om nÄasta gren.) Under en (fÄormodad)
period i eller vid havet tycks hon ha strÄackt pºa sig fÄor att simma snabbare,samti-
digt som hon fÄorlorade sin pÄals och lade sig till med underhudsfett. DÄar lÄarde hon
sig ocksºa att reglera sin andning vilk et bidrog till att hon senarekunde lÄara sig
att tala. Sºa smºaningom lÄarde hon sig ocksºa den nya fÄormºagan att gºa pºa tvºa ben,
utan att behÄova anvÄanda armarna till stÄod.

Under utvecklingens gºang hade mÄanniskan fÄorunnats vissagºavor som tillsam-
mans gav henneunika mÄojligheter. Hon hade fºatt goda Äogon och Äoron med vilka
hon kunde studera sin omgivning och tvºa precisionsverktyg med vilka hon kunde
fÄorÄandra den. Hon hade fºatt en mun som inte bara dÄog till att Äata utan ocksºa till
att tala. Dessutom hade hon lÄart sig att samarbeta ºatminstone i smºa grupper.
Sist men inte minst hade hon fºatt en fÄormºaga till medvetet tÄankande.

Den nya arten, homo sapiens, "den visa mÄanniskan" somvi helt blygsamt dÄopt
osssjÄalva till, blev allt framgºangsrikare i sin kamp fÄor tillv aron. Hon lÄarde sig att
behÄarska elden och att tillv erka redskap och vapen. Med hjÄalp av elden kunde
hon tillaga och Äata kÄott och med vapnenshjÄalp fÄorvandladeshon frºan att ha varit
ett jagat till att bli ett jagande djur. ÄAnnu e®ektivare som jÄagare blev hon nÄar
hon lÄarde sig att anvÄanda hundar till hjÄalp fÄor sin egen jakt. Hon fÄorbÄattrade
sina bostÄader och bÄorjade bygga byar. I dessakunde hon skydda sig mot farliga
rovdjur, sºa att allt °er av barnen vÄaxte upp. Med sina vapen och genom att
samarbeta lÄarde hon sig att besegraoch dÄoda alla de djur som kunde hota henne
och hennesavkomma. Detta innebar att hon kom att sakna naturliga ¯ender
som kunde begrÄansa hennesantal, nºagot som ledde till att hon som art blev allt
talrik are och att hennesursprungliga utbredningsomrºade blev Äoverbefolkat.

Sedandesshar Äoverbefolkningen varit mÄanniskans stÄorsta problem. Allt se-
dan hon blev istºand att dÄoda sºavÄal de stÄorsta, som de farligaste av djuren i sin

2Den anpassbaramÄanniskan
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omgivning sºa Äar det tillgºangenpºa mat som begrÄansat mÄanniskans antal. I mºanga
isoleradekulturer runt om i vÄarlden lÄarde hon sig att begrÄansa sitt antal sºa att
hon i ºartusenden kunde bibehºalla ett levnadssÄatt dÄar hon utgjorde en del av det
ekologiska systemet. I andra delar dÄar olika kulturer och folkslag stÄandigt mÄot-
tes uppstod strider som sºa smºaningom utvecklades till regelrÄatta krig. I sºadana
delar var en stor befolkning ofta en fÄordel och det fanns dÄarfÄor ingen anledning
att begrÄansafÄodelsetalet. DÄarfÄor har mÄanniskans antal stÄandigt vuxit. Tillv Äaxten
var lºangsammen stadig Äanda tills industrialismen under de senasteºarhundradena
drastiskt Äandrade henneslivsbetingelser. Sedandesshar utvecklingen skenat ivÄag
sºa att antalet mÄanniskor nu fÄordubblas pºa 40ºar.

MÄanniskan Äar inte den fÄorsta framgºangsrika arten i jordens historia, och hon
Äar inte heller den fÄorsta art vars antal endast begrÄansats av tillgºangen pºa fÄoda,
men hon har fÄormodligen varit unik i sin fÄormºaga att hitta nya fÄodokÄallor och Äoka
tillgºangenpºa mat. Liksom framgºangsrika arter fÄore hennebÄorjade hon naturligtvis
helt enkelt med att Äoka sitt utbredningsomrºade sºa lºangt som det var mÄojligt med
de fÄorutsÄattningar hon hade. Detta innebar fÄor mÄanniskans del att hon nºadde
omrºadendÄar hon riskeradeatt frysa ihjÄal under vintern. Men medantidigare arter i
sammasituation endastmycket lºangsamt kunde Äoka sitt utbredningsomrºadegenom
att genetiskt anpassasig till fÄorÄandrade livsbetingelser,sºa kunde mÄanniskan gÄora
det genomatt istÄallet anpassasitt beteende.IstÄallet fÄor att lÄaggasig till med pÄals
sºa klÄadde hon sig i sina bytesdjurs. Detta innebar egentligen att hon anpassade
miljÄon (i detta fall luften nÄarmast kroppen) till sina egna fÄorutsÄattningar. Sedan
kunde mÄanniskan erÄovra jorden.

Det gick inte fort. En familj eller en grupp °yttade en liten bit, lÄarde sig vad
den nya omgivningen bjÄod av mat och av faror. Efter nºagra hundra ºar bÄorjade
trakten bli Äoverbefolkad och en ny grupp tvingadesdra vidare. Pºa det nya omrºadet
blev det en ny befolkningsÄokning och ºater tvingades nºagra att dra vidare.

Genomsin fÄormºagaatt hitta nya fÄodokÄallor satte hon sig Äover den levandena-
turens grundlag | den lag somsÄageratt ingen art fºar bli fÄor talrik. Om rovdjuren
blir fÄor mºangasºa fºar de ont om byten och nÄar vÄaxtÄatarna blir fÄor mºangasºa fÄorÄoder
de vÄaxtligheten.

Men dennalag gÄallde inte lÄangremÄanniskan. Genomatt hon lÄarde sig att leva
pºa nya fÄodoÄamnenkunde hon Äoka sitt antal Äaven i de centrala delernaav sin vÄarld.
Dºa uppstod den situationen att maten inte rÄackte och det fanns ingenstansatt ge
sig av. Kanske upptÄackte hon att henneshundar kunde driva en hel °ock vilda
djur, kanske fÄodde hon upp dÄodadedjurs ungar fÄor att de skulle gemer mat innan
hon ºat upp dem. Pºa nºagot sÄatt upptÄackte hon att hon kunde tÄamja vilda djur. I
hennesbyar fanns hÄons och grisar, runt byarna fanns fºar och getter. I tusentals ºar
kunde hon Äan en gºang Äoka sitt antal.

Kanske tog det lºang tid att utveckla jordbruk et. Det kan ha bÄorjat med
upptÄackten att efter enbrand sºa fÄorÄandrades°oran i dendel av skogensomÄoppnats
av elden. Bºadehon och hennesbetesdjur hittade dÄar mer av de vÄaxter de fÄoredrog.
Pºa olika sÄatt lÄarde hon sig sedanatt gynna de vÄaxter som hon hade stÄorst nytta
av. FÄormodligen bÄorjade hon med att rensa ogrÄas. Sºa kanske hon petade frÄon i
marken. NÄar det blev ont om fÄoda blev den odlade maten allt betydelsefullare.
Hon bÄorjade bearbeta jorden med hacka och spadeoch lÄarde sig mer och mer om
vad som gick bÄast att odla. Pºa de °esta hºall minskade skÄordarna efter nºagra ºar
och byn ¯ck °ytta pºa sig. Men i nºagra °oddalar i Asien och Afrik a kom det ºarliga
ÄoversvÄamningar somºatergav jorden desskraft. DÄar Äokade befolkningen alltmer,
byarna vÄaxte, sysselsÄattningen di®erentierades, kampen om utrymmet hºardnade.
Ur dessafÄorhºallanden vÄaxte alltmer organiseradesamhÄallen fram. Hantverket
utvecklades och specialiserades. Handeln blev allt livligare och betydelsefullare.
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Nya klasseruppstod. HÄarskarna blev mÄaktigare och frºan att ha varit rÄovareutanfÄor
samhÄallet kunde grupper av bevÄapnade mÄan fÄorvandlas till soldater i hÄarskarens
tjÄanst.

3. Sprºaket
FÄorutsÄattningen fÄor mÄanniskans erÄovring av vÄarlden var hennesanpassnings-

fÄormºaga. Denna anpassningsfÄormºaga var av ett alldeles nytt slag. Den berodde
inte pºa att bara de som i nºagot avseendevar genetiskt bÄattre rustade fÄor den
nya miljÄon kunde Äoverleva och fortplanta sig. IstÄallet berodde den pºa hennes
upp¯nningsrik edom | och pºa henneslÄaraktighet.

FÄorutsÄattningen fÄor mÄanniskans lÄaraktighet var barnensskyddadeuppvÄaxt. I
byarna kunde hon lºata barnen leva nÄara syskon, slÄaktingar och vÄanner i °era ºar.
De kunde dÄarigenom lÄara sig mer av sina fÄorÄaldrar Äan nºagra andra djurs ungar.
Det viktigaste som barnen lÄarde sig var sprºaket som kan beskrivas som det bÄasta
sÄattet att ÄoverfÄora information som skapats i naturen sedangenernablev till.

Sºa smºaningom blev mÄanniskans liv allt mer komplicerat. Nya miljÄoer, nya
redskap, och nya fÄodokÄallor stÄallde allt stÄorre krav pºa samarbete och kommunika-
tion. DÄarmed tvingades hon att utveckla sitt sprºak. Tidigt hade hon lÄart sig att
fÄormedla sina kÄanslor med kroppen och ansiktet och vi kan anta att lºangt innan
vºara fÄorfÄader klivit ner ur trÄaden hade de ocksºa varningsrop fÄor faror. Men nya
situationer stÄallde nya krav. Allt °er fÄoreteelser i naturen kunde innebÄara mat
eller fara, redskapsmaterial eller mÄotesplatser. Hon ¯ck allt °er fÄoremºal att hºalla
reda pºa och hon utfÄorde allt mer komplicerat arbete. Hon behÄovde dÄarfÄor namnge
allt mer omkring sig och hon behÄovde tala om vad hon gjorde. DÄartill behÄovde
hon substantiv och verb. Hon behÄovde skilja fÄoremºal av samma sort eller djur
av samma art. Det kunde hon gÄora med adjektiv. Hon behÄovde beskriva plat-
ser och angetider vilk et hon gjorde med adverb och prepositioner och en alltmer
komplicerad grammatik. Under hundratusentals ºar utveckladessprºaket till ett allt
e®ektivare kommunikationsmedel.

Med sprºaket ¯ck hon ocksºa enhistoria. NÄar hon °yttade till nya lÄanderbar hon
medsigberÄattelser om det gamla landet. FÄorÄaldrar kunde fÄor sinabarn berÄatta vad
de hÄort av sina fÄorÄaldrar och nÄar slÄaktled ladestill slÄaktled blev hennesfantasivÄarld
allt rikare. Sittande vid en lysandeeld med mÄorkret runt sig kunde hon inbilla sig
att hon sºag och hÄorde inte bara okÄanda farliga djur utan Äaven lÄangesedandÄoda
hjÄaltar ur det fÄor°utna. Pºa sºa sÄatt uppstod bºade myter och mytologi.

ÄAndºa var sprºaket konkret. Det som ledde till de fÄorsta viktiga abstrakta
begreppen tycks ha varit rÄaknandat. Med de fÄorsta rÄakneorden uppstod ocksºa
nya sÄatt att uttryc ka sig. Det ansesvara mer Äan en tillfÄallighet att de personliga
pronomina kallas"fÄorsta person", "andra person" och "tredje person" och att ordet
fÄor "du" i mºangasprºak liknar ordet fÄor "tvºa". Det tidigaste (fÄormodade) exemplet
pºa hur mÄanniskans matematiska tÄankande pºaverkade hennesandliga utveckling
skulle dºa vara orden "du" och "jag".

4. MÄanniskor och gudar
NÄar mÄanniskorna blev °er kunde de fÄordela arbetet mellan sig. Nºagra ska®ade

mat och andra gjorde verktyg, nºagra skÄotte djur och andra skÄotte barn. DÄarmed
kunde de ocksºa fÄordela kunskaperna sºa att mÄansklighetenstotala kunskap Äokade
allt mer. Med sprºakets hjÄalp blev kunskapen ocksºa mer allmÄan till sin karaktÄar,
och ju allmÄannare henneskunskaper blev ju lÄattare blev det att tÄanka. DÄarfÄor
ville hon inte bara fºa kunskap om sin omvÄarld utan hon ville ocksºa fÄorstºa den.

FÄor att fÄorstºa naturen gjorde hon den mÄanniskolik. Djur och vÄaxter kunde
liksom mÄanniskor vara onda eller goda. Berg och °oder antogs ha vilja och sjÄal.
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Allt omkring henne hade liv och allt hade makt att pºaverka hennesliv. Hennes
vÄarld uppfylldes av osynliga makter som hon kallade gudar.

I vissa omrºaden hotade hetta och torka medan regnet gav svalka och liv, i
andra hotade vintern med kÄold medan sommarn gav vÄarme och liv. I sÄoder var
solen en ¯ende och mºanen nattvandrarens vÄan, i norr lyste mºanen med ett kallt
vitt sken Äover snÄovidderna medansolensºaterkomst gav vÄarmen och livet tillbak a.3
Sol och mºane, en eller bºada tillbads dÄarfÄor som gudar.

ÄAven gudar mºaste fÄorstºas och eftersom det var mÄanniskan som skapadedem
ur sin egenfantasi sºa hade de mÄanskliga egenskaper. Liksom hon sjÄalv behÄovde
Äaven gudarna mat och dryck och de behÄovde sova pºa natten. Liksom hennesegna
ledare var Äaven gudarna fºafÄanga och krÄavde gºavor och respekt. FÄore en jakt gav
hon gudarna gºavor fÄor att fºa deras hjÄalp och efter jakten sºa delade hon sitt byte
med dem.

ÄOverallt dÄar det fannsmÄanniskor sºa fannsdet ocksºa gudar och i varje samhÄalle
fanns det fÄorutom en hÄovding som fÄorstod sig pºa vÄardsliga ting ocksºa en andlig
ledare (schaman, medicinman eller prÄast) som fÄorstod sig pºa gudar och andra
osynliga makter.

I de riken somuppstod i de stora °oddalarna blev prÄasternaen egensamhÄalls-
klass. Deras uppgift var att fÄorstºa och uttolk a gudarnas vilja. DÄarfÄor studerade
de vÄarlden omkring sig och himlen Äover sig. De observeradesol- och mºanfÄormÄor-
kelser,kometer och planeter och de sºag och anadesamband mellan goda skÄordar,
hÄarskaresÄoden och stjÄarnornas vandring Äover himlavalvet. ÄAven om derasandliga
frihet var begrÄansad sºa blev de den fÄorsta stÄorre grupp som ¯ck tid och rºad att
studera och tÄanka.

HÄarskarna i dessariken blev de mÄaktigaste varelsersom jorden nºagonsinskºa-
dat. I ena Äanden lÄat Egyptens faraoner sina slavar bygga pyramider som var 150
meter hÄoga, i den andra lÄat Kinas kejsaresina slavar bygga en mur som var 250
mil lºang. DÄaremellan fanns det hÄarskare som kunde fÄorvandla Äoken till bÄordig
jord och bÄordig jord till Äoken. FÄor att erÄovra makten anvÄandedessahÄarskare hÄarar
av bevÄapnade mÄan, men fÄor att behºalla den anvÄande de gudar och prÄaster. Med
prÄasternashjÄalp styrde de Äover liv och dÄod och i gengÄald ¯ck Äaven prÄasterna del
av makten och rikedomen. HÄarskarna blev gudar och umgicks endast med likar.
Endast gudar kunde ge hÄarskarna rºad, men det var prÄasterna som fÄormedlade
gudarnasvilja till hÄarskaren och hÄarskarensvilja till folket.

5. En urgammal rit
Lºangt fÄore jordbruk och boskap, lºangt fÄore stÄader och riken, hÄarskade riten.

Medan isen Äannu lºag tung Äover norden och lºangt innan mÄanniskan erÄovrat jorden
uppfann hon riten. DÄar mÄanniskor samlats har gudar tillb etts och riter uppstºatt.
Medan sprºaket Äannu var fattigt och simpelt var det med danser, o®er och riter
som mÄanniskor umgicks med gudar. Och riten Äover alla riter, den rit som styrde
Äover levande och dÄoda var skapelseriten.

Mitt pºa den stora arenan brann en kraftig eld. InnanfÄor eldens ljuscirkel fanns
intet att se och utanfÄor hÄarskademÄorkret. Sedan skapadesvÄarlden, fÄorst skapa-
ren sjÄalv som uppstod ur intet och sedan hans maka. Til lsammans skapade de
gudar och mÄanniskor genom att kalla fram dem til l ljuset. Tvºa och tvºa, man
och kvinna, man och kvinna kallades fram och ¯ck liv. De skapade ocksºa berg

3Det Äar naturligtvis lika kallt i sydliga polartrakter som i nordliga, men Äanda tills mÄanni-
skan fÄor ungefÄar 15 tusenºar sedannºaddede sydligastedelarna av Sydamerika sºa var kalla
bebodda omrºaden antingen nordliga eller hÄogt belÄagna.
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och °oder, trÄad och buskar, Äorter och grÄas | hans skapelser blev manliga och
henneskvinnliga. Vid skapelsenrÄaknadesvarelsernasantal och namnen blev tal
och talen blev namn. De udda talen blev manliga och de jÄamna kvinnliga.

Hos alla folk och i alla kulturer har skapelseriten funnits. Den har utvecklats
och fÄorÄandrats, denhar anpassatstill nya livsformer och nya gudar och allteftersom
den fÄorÄandrats har dessursprung hÄoljts i dunkel och ur dunklet uppstod myten.

Efter ºartusendenav fÄorÄandring fÄorbleknadeden till enhÄogtid, mer eller mindre
religiÄos, som¯rades vid olika tider i olika kulturer. Dºa tvºa kulturer efter folkvand-
ringar och folkfÄor°yttningar blandats med varann sºa har ofta bºada hÄogtiderna
Äoverlevt. NÄar buddhistiska, kristna och muslimska missionÄarer spridit nya lÄaror
har de lºatit mÄanniskorna behºalla sina traditionella hÄogtider men givit dem andra
innehºall. Pºa sºa sÄatt har julen blivit Jesu fÄodelsedagoch midsommaren Johannes
DÄoparensdag.

Eftersom denfÄorhistoriska mÄanniskan Äar fÄorhistorisk just fÄor att hon inte kunde
skriva Äar det idag svºart att bedÄoma riternas betydelse fÄor henne. En av dem
som hade en stor tilltro till riternas betydelsevar den engelske antropologenLord
Raglan som i sitt verk How Came Civilization skrev fÄoljande: (i fri ÄoversÄattning)

"Vi har sett att mºanga av de viktiga upptÄackter och upp¯nningar som
ligger till grund fÄor vºar civilisation med stor sannolikhet gjordes inom ett
omrºade med centrum vid de stora °odernas utlopp i Persiska viken och
det ¯nns mycket som tyder pºa att de gjordes av begºavade prÄaster i syfte
att anvÄandasvid religiÄosariter. Det Äar mÄojligt att djur fÄorst uppfÄoddesfÄor
att ¯nnas tillgÄangliga fÄor o®er
och att plogen fÄorst anvÄandesfÄor att symboliskt befrukta jorden;
det Äar mÄojligt att det fÄorsta hjulet fÄorde solen i dessbana
och att de fÄorsta metallarbetena avbildade solen i guld;
det Äar mÄojligt att den fÄorsta pilbºagen gav ett rituellt bevis fÄor gudarnas
makt att dÄoda pºa avstºand;
det Äar mÄojligt att balsamering anvÄandesfÄor hºalla den dÄode kungen rituellt
levande och att draken sÄande hans sjÄal till himmelen.
FÄor var och en av dessaupp¯nningar ¯nns det nºagot som tyder pºa att
det kan ha gºatt till pºa just detta sÄatt, och tillsammans stÄarker detta hela
denna teori, d.v.s. teorin att all civilisation har uppstºatt ur riter. Det
behÄovs naturligtvis mycket °er bevis fÄor att fastslºa att sºa verkligen Äar
fallet, men fÄor andra teorier ¯nns det inga bevis alls."

En som ocksºa har en stor tilltro till riternas betydelse Äar antropologen och ma-
tematikhistorik ern A. Seidenber g, som framfÄort teorin att sjÄalva rÄaknandet har
sitt ursprung i skapelseriten och att det mesta av den talmystik som fÄorekommer
i vÄarlden kan hÄarledas till de varelsersom representeradesav givna tal. ÄAven om
teorin Äar lºangt ifrºan invÄandningsfri sºa ¯nns det °era skÄal som talar fÄor den. Det
frÄamsta skÄalet Äar att den fÄorhistoriska mÄanniskan faktiskt inte hadenºagot behov av
att rÄakna, nºagot som bevisasav att de mest primitiv a kulturerna Äan i dag saknar
rÄakneord fÄor mer Äan de allra fÄorsta talen. Teorin ger ocksºa en naturlig fÄorklaring
till varfÄor de Äaldsta formerna av rÄaknandeÄar binÄara4 och varfÄor i mºangakulturer de
udda talen faktiskt var manliga och de jÄamna kvinnliga. En konsekvensav teorin
Äar dÄarfÄor att vi inte bÄorjade med att rÄakna pºa ¯ngrarna, utan att ¯ngrarna senare
kom in somett hjÄalpmedel fÄor att hºalla ordning pºa stÄorre tal, vilk et sºa smºaningom
ledde till att de °esta sprºak idag har decimala talsystem.

4De fÄorst rÄakneordenkan tolkas som Ett, Tvºa, Tvºa-ett, Tvºa-tvºa, Tvºa-tvºa-ett o.s.v.
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Enligt Seidenbergsteori var skapelseritenav betydelseinte bara fÄor uppkoms-
ten av rÄaknandet och dÄarmed aritmetiken utan Äaven fÄor geometrin . I riten var arenan
encirkel och deskapadevarelsernarÄordesig i cirklar runt eldenoch skaparen,rÄorel-
senvar alltid medsolsoch de fÄorsta gudar somskapadesfÄorknippadesmed planeter
och stjÄarnor somrÄorde sig pºa himlavalvet. Genomskapelseritenblev cirkeln helig,
och rÄorelsen medsolsblev lyckobringande | samtidigt vandrade allt som skulle
o®rasmotsols runt elden. Denna rÄorelseblev dÄarfÄor farlig och olycksbºadandeoch
kom att fÄorknippas med undergºang och dÄod.

6. Nºagra fÄorutsÄattningar fÄor denna bok
Seidenbergs teorier, de mºa vara mer eller mindre korrekta, bygger pºa vissa

enkla antaganden av vilka det viktigaste Äar di®usionsteorin .5 Denna sÄager i sin
enklaste form att de °esta innovationer (d.v.s. nya id¶eer, nya upp¯nningar och
liknande) som regel bara har gjorts en gºang i mÄansklighetenshistoria. DÄarefter
har de di®underat, d.v.s. helt enkelt spritt sig till andra kulturer och andra folk.
En konsekvens av teorin Äar att om samma innovation kan hittas i °era kulturer
sºa skall man inte omedelbart dra slutsatsen att bºada kulturerna oberoende av
varann kommit pºa samma id¶e, utan istÄallet bÄor man i fÄorsta hand sÄoka antingen
en fÄorbindelsemellan kulturerna eller ett gemensamt Äaldre ursprung fÄor id¶en.

I detta sammanhangkan det vara vÄart att nÄamna den oerhÄort allmÄanna regeln
som sÄager att fÄoreteelsersom Äar alltfÄor olika varann har svºart att pºaverka varann
och att ju stÄorre likheterna Äar ju stÄorre Äar mÄojligheterna till Äomsesidigpºaverkan.
MÄanniskor emellan innebÄar detta t.ex. att vi har lÄattare att lÄara ossnºagot av den
som tÄanker likadant som vi. Denna regel om likhet innebÄar ocksºa att om det
¯nns en naturlig skala fÄor att mÄata en fÄoreteelsesºa blir vÄaxelverkan mellan "tvºa
individer" stÄorst nÄar de ligger nÄara varann pºa skalan. FÄor att ºatergºa till inlÄar-
ningssituationen sºa Äar det lÄattare fÄor ossatt lÄara osskinesiska frºan en nybÄorjarbok
avsedd fÄor svenskar Äan frºan en kinesisk grammatik avsedd fÄor gymnasiet i Kina.
Kulturer emellan innebÄar detta att de kulturer som befann sig pºa ungefÄar samma
"utv ecklingsnivºa" hade lÄatt fÄor att lÄara av varann, medan kulturer pºa vitt skilda
nivºaer kunde leva sida vid sida i ºarhundraden eller ºartusendenutan att det skedde
nºagon stÄorre Äomsesidigpºaverkan.

Seidenbergsandra antagande Äar att myter ofta, fÄor att inte sÄaga vanligen, har
sitt ursprung i riter . Detta antagande Äar inte av nºagon stÄorre betydelsefÄor denna
bok, men det Äar av stor betydelsefÄor Seidenberg, eftersomhan genomatt studera
myter i (frÄamst s.k. primitiv a) kulturer sÄoker belÄagg fÄor att fÄoreteelsersom han Äar
intresseradav har ett ursprung i (Äaldre, ofta fÄorsvunna) riter.

Ett tredje antagande utgºar ifrºan ett pºatagligt faktum, nÄamligen att mºanga
upp¯nningar som senarefºatt stor betydelse(exempelvis hjulet) har en anvÄandbar-
hetstrÄoskeld.v.s. att de krÄaver en relativt lºang utvecklingsperiod fÄor att bli praktiskt
anvÄandbara. Detta innebÄar att det har behÄovts en period dÄar de fºatt utvecklas
i fred, utan krav pºa att vara nyttiga. Den fÄorklaring som Seidenberg (och bl.a.
Lord Raglan) givit till att de fºatt denna mÄojlighet att utvecklas Äar att de haft en
symbolisk betydelsei en religiÄos rit.

Det ¯nns ocksºa ett fjÄarde antagandesom inte Äar lika tydligt uttalat, nÄamligen
att mºanga av de viktigaste innovationerna inte fyllde nºagot praktiskt behov |
men att de i stÄallet skapade ett behov. (I vºara dagar Äar detta uppenbart | innan
telefonen fanns var det helt enkelt omÄojligt att fÄora ett samtal mellan Stockholm

5De antagandensomligger till grund fÄor Seidenbergsteorier har inte formulerats av honom
utan Äar vanliga hypoteser inom s.k. antropologiska vetenskaper, d.v.s.vetenskaper som
studerar (frÄamst primitiv a) mÄanskliga kulturer.
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och Paris och ingen mÄanniska skulle ha kÄant ett behov av att gÄora det, dÄaremot
kunde de naturligtvis ha beklagat att det var omÄojligt. Seidenberg hÄavdar att det
var likadant med exempelvis pilbºageneller hjulet.)

FÄor min egen del har jag, som sekulariserad svensk, bara delvis och hÄogst
motvilligt accepterat Seidenbergs starka tro pºa riternas (speciellt skapelseritens)
stora betydelse. Jag har dock inga allvarliga invÄandningar mot Seidenbergsanta-
gandenÄaven om jag delvis vill nyanseradem. Dessutomhar jag ytterligare nºagra
antaganden av en likartad natur. DessautgÄor sedannºagot av ett ºaterkommande
fÄor att inte sÄaga genomgºaendetema i boken.

Mitt grundantagande, som delvis ersÄatter Seidenbergs tro pºa riternas bety-
delse, Äar att upp¯nningar som krÄaver en viss utvecklingstid fÄor att bli allmÄant
anvÄandbara, har gjorts under speciella omstÄandigheter, antingen sºadana dÄar trÄos-
keln av eneller annananledningvarit lÄagre,eller i situationer somsaknadepraktisk
betydelse. Sºadan situationer har delvis varit religiÄosa,men de har ocksºa ofta varit
rent vetenskapliga.

Ett annat antagande som Äar nºagot svºarare att formulera explicit Äar att inno-
vationer som krÄaver verkligt nya id¶eer som regel fÄorutsÄatter att de matematiska
begreppen nºatt en viss kritisk nivºa, sºa att perioder av teknisk kreativitet som regel
fÄorutsÄatter perioder av matematisk aktivitet. Speciellt gÄaller detta utvecklingen
av talbegreppet (frºan naturliga tal, via rationella, negativa, till reella och kom-
plexa tal), men Äaven de geometriska begreppen har varit av betydelse,pºatagligast
genomdet nÄara sambandet mellan cirkeln och rotationen.

FÄorutom framvÄaxten av de matematiska grundbegreppen, som jag uppfattar
som ett mºatt pºa en kulturs intel lektuella mognad har hantverksskicklighet och ma-
terialkunskap utgjort en nÄodvÄandig fÄorutsÄattning fÄor teknisk (och vetenskaplig)
utveckling. Ett enkelt exempel pºa detta Äar att det var omÄojligt att tillv erka linser
innan det fanns genomskinligt glas. Jag betraktar detta som den materiella fÄor-
utsÄattningen och dÄar sºa varit mÄojligt har jag fÄorsÄokt att belysa denna fÄor skilda
epoker.

Mitt sista antagande,somegentligen Äar sºa sjÄalvklart att det inte borde behÄova
uttalas, Äar att utveckling inom en mÄansklig aktivitet fÄorutsÄatter att tillrÄackligt
mºanga har tid och rºad att Äagna sig ºat den. Detta innebÄar inte bara sºa sjÄalvklara
saker som att matematiken inte kan utvecklas nÄar det saknasmatematiker, veten-
skapen stºar stilla nÄar det saknasvetenskapsmÄan, inga tavlor mºalas nÄar det saknas
konstnÄarer o.s.v., utan ocksºa att skickligheten inom ett hantverk utvecklas nÄar
hantverket blir ett yrke. Detta innebÄar exempelvis att sºa lÄangesom varje hushºall
bakade sitt eget brÄod sºa kunde de anvÄanda enkla handkvarnar men nÄar det upp-
stod bagerier sºa fÄorbÄattrades sºa smºaningom kvarnarna, och att sºa lÄangesom varje
familj byggde sitt eget hus sºa byggde de exakt som grannen, men nÄar (och dÄar)
det fanns professionellabyggmÄastare sºa utvecklades byggnadstekniken.

Det jag i dennabok fÄorsÄoker att fÄormedla Äar en bild av den mÄanskliga kunska-
pen och dessutveckling, varvid jag i fÄorsta hand sÄokt att belysa de matematiska
id¶eernasbetydelsefÄor denna. Som jag ser det har vi tre olika typer av kunskaper
som jag vill kalla hÄandernas, sinnenas och hjÄarnans kunskaper, varvid hÄandernas
kunskap Äar allt det som vi kan utfÄora och som ger ossvºart brÄod, sinnenasÄar allt
det som vi lÄart oss genom observation och hjÄarnans Äar den som vi erhºaller ge-
nom vºart tÄankande. Trots att vi inte utvecklats biologiskt under de senaste10000
ºaren och dÄarfÄor inte Äar intelligentare Äan vºara fÄorfÄader sºa har vºart tÄankande under
dessaºar utvecklats pºa ett sÄatt somvi lÄattast inser genomatt sepºa dessmateriella
konsekvenser. Det som gjort detta tÄankande mÄojligt Äar att vi skapat abstrakta
begreppsomfÄor vºara hjÄarnor Äar lika pºatagliga somfÄoremºalen omkring oss. Vi kan
dÄarfÄor tÄanka lika mycket pºa och om abstrakta id¶eersom pºa konkreta fÄoremºal. Det
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som alltid angivit grÄansenfÄor det mÄanskliga tÄankandet Äar dÄarfÄor karaktÄaren hos
de allra mest abstrakta begreppen, d.v.s.de matematiska.

Jag serdÄarfÄor mÄansklighetenoch hennessamladekunskap somenkolosspºa tvºa
ben, det hÄogra benet vilar pºa en stor kraftig fot av hantverkskunskap och teknisk
skicklighet, medan det vÄanstra Äar ett brÄackligt trÄaben av matematiska begrepp.
FÄor att kolossenska kunna rÄora sig framºat mºaste bºada fÄotterna rÄora sig, om inte
sºa vandrar hela kolossenrunt i cirklar.
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KAP .1. Om historia och matematik
1. Historieskrivning

Vºar historia under de senastetiotusen ºaren kan berÄattas och beskrivas pºa
mºanga olika sÄatt. Eftersom den fullstÄandiga historien inte kan skrivas och aldrig
skulle bli lÄast, sºa ger varje historieskrivning bara en liten liten del av allt det som
mÄanniskor gjort under denna tid. Alla historieskrivningar handlar om mÄanskliga
aktiviteter, ofta handlar de om mÄanniskor, oftast mÄan, somansesha utrÄattat stora
saker i livet.

Den historieskrivning som ofta uppfattas som historien sjÄalv Äar den politiska
historien eller, som den ocksºa kan kallas, maktens historia. Denna ger oss vºar
historiska identitet. Den talar om fÄor ossvilka vi Äar som lever i detta land och
varfÄor vi talar det sprºak vi gÄor. Den talar ocksºa om fÄor ossvilka krig vºara fÄorfÄader
utkÄampat och vilka folk och nationer somvi av historiska skÄal ska Äalska eller hata.
ÄAven om den ocksºa kan fÄorklara nºagot om varfÄor vi styrs som vi gÄor, sºa sÄager den
mycket lite om varfÄor vi lever som vi gÄor. FÄor att fºa veta nºagot om detta sºa fºar vi
istÄallet vÄanda osstill den ekonomiska historien och till teknikhistorien.

I den svenska riksdagen fanns det fÄorr fyra stºand, adel, prÄaster, borgare och
bÄonder. Adeln och prÄasterna betalade vid denna tid ingen skatt och kallades
dÄarfÄor de frÄalse stºanden varvid adeln utgjorde det vÄarldsliga frÄalset och prÄasterna
det andliga. Den politiska historien kan i mºangt och mycket ocksºa beskrivas som
det vÄarldsliga frÄalsets historia. Pºa motsvarande sÄatt kan den ekonomiska historien
delvis sessom borgarstºandets historia. Det ¯nns ocksºa en historieskrivning som
kan uppfattas somdet andliga frÄalsetshistoria under tiotusen ºar, och somhandlar
om mycket mer Äan bara kristna prÄaster. Denna brukar kallas Id¶ehistorien och
beskriver hur vºara fÄorestÄallningar om Gud, mÄanniska och natur utvecklats och
fÄorÄandrats under denna tid.

I rÄattvisans namn borde det ocksºa ¯nnas en historieskrivning somkunde kallas
bondestºandetshistoria eller kanske Äandºa bÄattre det arbetandefolkets historia. Nºagon
sºadan historia ¯nns dock inte och kommer heller knappast att skrivas. Det frÄamsta
skÄalet till detta Äar inte att denna skulle vara ointressant eller trºakig, utan helt
enkelt att den Äar svºar fÄor att inte sÄaga omÄojlig att skriva.

All vºar kunskap om vºara fÄorfÄaders liv och verksamhet hÄarrÄor ytterst ur vad
som brukar kallas historiska kÄallor eller kvarlevor. Dessa historiska kÄallor kan
visserligen vara av tvºa slag, skrivna eller oskrivna, men det Äar i allt vÄasentligt
de skrivna kÄallorna som utgÄor grunden till vºart vetande om det fÄor°utna. Detta
innebÄar att grunden fÄor all historieskrivning Äar det arv som den skrivande klassen
lÄamnat efter sig. Detta kan ocksºa uttryc kas sºa att vi ser det fÄor°utna genom den
skrivande klassensÄogon. Eftersom denna samhÄallsklass som regel riktat sina Äogon
ºat annat hºall sºa ¯nns det tyvÄarr alldelesfÄor lite skrivet om det arbetande folket.

FÄorutom den politiska och ekonomiska historien som kan sÄagas berÄora alla,
sºa ¯nns det ocksºa mer speciella mÄanskliga aktiviteter som fºatt sin egenhistoria.
VÄalkÄanda exempel Äar litteraturen, konsten och ¯loso¯n, medan t.ex. metallurgin,
naturvetenskapen och matematiken Äar mindre kÄanda, ºatminstone som historiska
vetenskaper.

FÄorutom att varje historisk berÄattelse alltid Äar begrÄansad i avseendepºa vilka
hÄandelseroch aktiviteter som uppfattas som intressanta, sºa Äar nÄastan alla ocksºa
begrÄansadei tid och rum. De °esta som vi fºar lÄasa ser vÄarlden ur ett europeiskt
eller rentav ett svenskt perspektiv, vilk et brukar innebÄara att de frÄamst berÄor
hÄandelsersom pºaverkat oss.

Det du nu hºaller i dina hÄander Äar en historisk bok. Det Äar en bok somhandlar
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om mÄanniskan och matematiken under de senastetiotusen ºaren, men det Äar inte
enbart en bok om matematikenshistoria. IstÄallet Äar det en bok somberÄor id¶ehisto-
ria, vetenskapshistoria och teknikhistoria eller kanske helt enkelt kunskapshistoria.
Min avsikt Äar inte att beskriva hur matematiken i sig har utvecklats, utan att visa
hur utvecklandet av de centrala matematiska begreppen har pºaverkat tÄankandet,
tekniken och vetenskapen.

De tiotusen ºar som boken handlar om bestºar i sjÄalva verket av tvºa perioder,
nÄamligen den fÄorhistoriska eller arkeologiska som kan vara mer eller mindre lºang i
olika delar av vÄarlden och somi vissadelar strÄacker sig Äanda fram till vºar egentid,
och den historiska som bÄorjade fÄor ungefÄar femtusenºar sedanmed att sumererna
i Mesopotamien uppfann skriftsprºaket. Den historiska tiden Äar alltsºa den tid om
vilk en det ¯nns ett skrivet historiskt material.

Det ¯nns ocksºa fÄor de °esta kulturer en period mellan den fÄorhistoriska dºa
inget ¯nns skrivet och den historiska dºa kulturen skriver om sig sjÄalv, nÄamligen
den tid dºa den pºaverkar och beskrivs av andra folk, som redan nºatt den historiska
perioden. Denna period kallas ibland den proto-historiska. Om vi som man ofta
gÄor med historia menar politisk historia, sºa kan den historiska tiden i ett land
karakteriseras av att det Äar den tid dºa landets hÄarskare omger sig med skrivare.
Alternativt Äar Äovergºangen frºan fÄorhistorisk till historisk tid det Äogonblick dºa det
talade ordet ersÄatts med det skrivna och dÄarmed fÄorlorar sin betydelse. En av de
levnadsreglersom stºar i det nordiska Havamal, det som gesav talesÄattet "en man
stºar vid sitt ord" Äar ett typiskt uttryc k fÄor en fÄorhistorisk tid.

2. MÄanniskans tidevarv

Om vi vill beskriva det som hÄant pºa jorden under de senastetiotusen ºaren ur
ett Gaia -perspektiv 6, sºa Äar det mest pºatagliga att en enda art, nÄamligen mÄanni-
skan, Äokat sitt antal frºan mindre Äan en miljon individer till nÄarmare fem miljar der,
vilk et innebÄar att det idag ¯nns ungefÄar tiotusen gºangersºa mºangamÄanniskor som
fÄor tiotusen ºar sedan. FÄor att livnÄara denna allt stÄorre befolkning, sºa har mÄan-
niskan frÄamst anvÄant sig av vad vi med ett modernt ord kunde kalla bioteknik,
eftersom den innebÄar att hon tagit andra levande varelser i sin tjÄanst. Denna
bioteknik har utvecklats frºan det att hon genom att tÄamja hunden ¯ck en god
jaktkamrat, via boskapsskÄotsel och jordbruk, till att hon idag genom att direkt
pºaverka arvsanlagenkan skapa nya arter av liv.

En viktig fÄorutsÄattning fÄor dennabioteknik har varit att hon under sammatid
ocksºa lÄart sig att ta tillv ara de mÄojligheter som jorden sjÄalv, d.v.s. den icke levande
delen av naturen givit. Efter att under nºagon miljon ºar ha anvÄant enkla redskap
av sten, trÄa och naturliga ¯brer, har hon under dessasista tiotusen ºar lÄart sig att
tillv erka alltmer kompliceraderedskap av egnamaterial som kan vara hºardare Äan
sten och formbarare Äan trÄa. Mycket grovt kan vi sÄaga att mÄanniskan genom att
lÄara sig att utnyttja den livlÄosanaturen fºatt kontroll Äover den levande.

Att dennautveckling knappast kunnat glÄadja gaia Äar nºagot somvi kanske tar
med jÄamnmod, men att den Äaven fÄor mÄanniskans vidkommande Äar pºa bºade gott
och ont, Äar ett faktum som blev tydligt fÄorst nºar vºar teknik och vºart antal blev
ett hot mot vºar egenfortlevnad. Dessutomkan vi ju sei vºar omvÄarld att Äaven om
det aldrig tidigare (samtidigt) levt sºa mºanga vÄalmºaendemÄanniskor har det heller
aldrig funnits sºa mºanga som far illa.

6Gaia Äar det grekiska ordet fÄor planeten Jorden, men anvÄands numera ofta som ett sym-
boliskt namn fÄor allt det liv som levs pºa planeten och som tillsammans utgÄor det vi ocksºa
kunde kalla fÄor den levandenaturen.
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Oavsett om vi dÄarfÄor vill seutvecklingen under de senastetiotusen ºaren som
nºagot gott eller ej, sºa kan vi idag inte gÄora mer Äan att konstatera att den har Äagt
rum, och om mÄojligt pºaverka den fortsatta utvecklingen dÄarhÄan att inte bara vi och
vºara barn, utan Äaven vºara barnbarn och deras barnbarn och barnbarns barnbarn
och helst ytterligare ett antal generationer, fºar leva i en vÄarld som vi skulle vilja
kalla mÄansklig.

Den viktigaste fÄorutsÄattningen fÄor den utveckling som Äagt rum har varit att
mÄanniskans kunskaper om sig sjÄalv och sin omgivning har vuxit och fÄorÄandrats.
MÄanniskans kunskaper har alltid varit av tre olika (men naturligtvis Äomsesidigt
beroende)slag. Den omedelbartnyttiga kunskapenhar alltid varit det jag vill kalla
handenskunskapoch som innefattar allt det som vi faktiskt kan gÄora, antingen vi
nu anvÄander vºara bara hÄander, en synºal, en hammare, fÄorarspaken i ett jet°ygplan
eller en dataterminal fÄor att gÄora det. NÄasta slag av kunskap Äar den som jag vill
kalla Äogats, eller nºagot allmÄannare sinnenas,kunskap. Denna bestºar av allt det
som vi lÄart ossgenomatt observera vºar omgivning, och utgÄor (delvis tillsammans
med handens kunskap) erfarenheten. Den tredje typen vill jag kalla fÄor hjÄarnans
kunskap. Det Äar den kunskap som till stor del skapats i vºara egnahjÄarnor, det Äar
abstrakta begrepp, id¶eer och teorier och det Äar ocksºa den kunskap som, ofta pºa
goda grunder, uppfattats som onyttig.

Om vi bortser ifrºan att vºara sammanlagdakunskaper Äokat helt enkelt fÄor att vi
blivit °er, och att vi tack vare skriftsprºaket kunnat lÄara ossmer av tidigare gene-
rationer och varann, sºa Äar det inte mÄangdenav individernas kunskap somÄandrats,
utan det Äar typen av kunskap. Medan vºara fÄorfÄader fÄor sin Äoverlevnad frÄamst var
beroendeav ett gott handlag med enkla verktyg och detaljerade observationer av
sin nÄarmaste omgivning, sºa Äar det idag frÄamst kunskaperna av det tredje slaget
somstyr vÄarldensutveckling. Det bÄor ocksºa pºapekasatt Äaven om det inte skett nºa-
gon biologisk fÄorÄandring av mÄanniskan under de senastetiotusen ºaren sºa att vi inte
pºa nºagot sÄatt Äar intelligentare Äan vºara fÄorfÄader, sºa har vºart tÄankandeundergºatt en
hÄapnadsvÄackandeutveckling under dennatid. Tack vare vºart tÄankandehar vi kun-
nat fÄorstÄarka vºara sinnensºa att vi nu i mikroskop kan sede bakterier somspredde
sjukdomar som plºagadevºara fÄorfÄader och vi har kunnat stÄarka vºara hÄander sºa att
ett fartyg idag kan °ytta ett stÄorre lassÄan alla vºara fÄorfÄader fÄor tiotusen ºar sedan
kunnat lyfta tillsammans. Vi kan t.o.m. gÄora observationer av fenomensom inte
ens Äar tillgÄangliga fÄor vºara sinnen, sºasom nÄar vi med en TV-apparat omvandlar
elektriska svÄangningar i vºar atmosfÄar till fÄargbilder pºa en skÄarm.

Det som gjort detta tÄankande mÄojligt Äar alla de abstrakta begrepp som fÄor
vºara hjÄarnor Äar lika pºatagliga somtingen omkring oss. Mºangaav dessabegreppÄar
idag sºa vanliga och alldagliga att vi inte lÄangre ensuppfattar dem som abstrakta.
ÄAndºa har det alltid varit karaktÄaren hos de mest abstrakta begreppen, d.v.s. de
matematiska som angivit grÄanserna fÄor och styrt utvecklingen av det mÄanskliga
tÄankandet.

Det Äar orÄakneliga individer, de °esta okÄanda eller bortglÄomda, yrkesgrupper,
folk och kulturer som bidragit till skapandet av det mÄanniskans tidevarv, som vi
nu alla lever i. Jag vill i denna bok ge en allmÄan bild av tÄankandets och kunska-
pensutveckling, samtidigt som jag vill belysa den roll nºagra viktiga matematiska
begreppspelat fÄor den.

3. Utveckling och fÄorÄandring.
En i vºar vÄasterlÄandska kultur omhuldad myt Äar att mÄanniskan i alla tider

strÄavat efter att fºa det bÄattre. Trots att detta pºastºaendefÄorefaller nÄarmast banalt
och fullkomligt sjÄalvklart sºa Äar det ingenting annat Äan just en myt. Det som
mÄojligen kan vara sant Äar att de °esta mÄanniskor idag i dennakultur strÄavar efter

14



att fºa del av ett vÄaxande materiellt vÄalstºand, och att mºanga hoppas och tror att
derasbarn en dag ska fºa ett Äannu bÄattre liv Äan vad de sjÄalva har. Det Äar dÄaremot
totalt felaktigt att tro att detta Äar nºagot som gÄallt fÄor alla mÄanniskor i alla tider.

IstÄallet Äar det snarare sºa att denna myt Äar oerhÄort avslÄojande fÄor vºar egen
tid och vºara egna fÄorestÄallningar. Det mest karakteristiska fÄor myten Äar dess
materialistiska syn pºa lyckan, men eftersom vi lever i en materialistisk tid sºa Äar
detta nºagot som vi inte ens ser. Vi lever i en tid som kÄannetecknas av snabba
fÄorÄandringar av vºara materiella villk or, eller med andra ord, vi tycks fºa det bÄattre
fÄor varje ºar som gºar. FÄor varje ºar fºar vi °er och bÄattre bilar, °er och bÄattre
videoapparater och °er och bÄattre datorer. Dessasnabba fÄorÄandringar Äar nºagot
somprÄaglat helavºart liv och somvi dÄarfÄor uppfattar somnºagot fullkomligt normalt
och naturligt. ÄAndºa Äar mÄarkbara materiella fÄorÄandringar under en mÄanniskas
livstid ett fullkomligt nytt tillst ºand i vºar vÄarld, men det Äar ett tillst ºand som varat
i hundra, kanske tvºahundra ºar, vilk et gÄor att vi tror att det alltid har varit sºa.
FÄore denna tid av fÄorÄandring var det ytterst fºa mÄanniskor somnºagonsinlekte med
tanken att fºa det bÄattre.

Det Äar dÄarfÄor inte mÄanniskansstÄandigastrÄavan efter att fºa det bÄattre somvarit
drivkraften fÄor den utveckling som Äagt rum under de senasteºartusendena. Inte
heller har utvecklingen skett efter enkla regler eller under allmÄan samstÄammighet.
IstÄallet har de °esta stÄorre fÄorÄandringar som Äagt rum skett under stort motstºand
frºan sºavÄal de styrande somfrºan den nÄarmast berÄorda delenav det arbetandefolket.
De styrande har som regel motsatt sig fÄorÄandringar av ren sjÄalvbevarelsedrift,
eftersom de mer eller mindre medvetet insett att alla verkliga fÄorÄandringar skulle
Äandra maktbalansen i samhÄallet. ÄAven det arbetande folket, som inte borde ha
nºagon makt att fÄorlora var rÄadda fÄor fÄorÄandringar frÄamst dÄarfÄor att dessahotade
att ta ifrºan dem den enda makt de faktiskt hade, nÄamligen fÄormºagan att utfÄora
sitt arbete.

Vad somverkligen varit drivkrafterna fÄor utvecklingen Äar nºagot somdet rºader
mycket delade meningar om. Historik er av skilda slag betonar helst betydelsen
av sitt specialomrºade,antingen detta Äar den politiska, den ekonomiska eller nºagon
annan del av historien. DÄarutÄover ¯nns alltid den oerhÄort kontroversiella frºagan
om huruvida de viktiga fÄorÄandringarna kommit uppifrºan eller nedifrºan. Mycket
fÄorenklat kan man sÄaga att de °esta av oss har en benÄagenhet att Äoverskatta
betydelsen av vºara egna "andliga fÄorfÄader", vilk et oftast innebÄar de som i det
fÄor°utna haft en stÄallning eller uppgift som pºaminner om vºar egen. FÄormodligen
hyservi den fºafÄangafÄorhoppningenatt ett litet ºaterskenav denglanssomvi sprider
Äover vºara fÄoregºangareska falla pºa osssjÄalva.

I denna bok kommer jag att ge min syn pºa hur utvecklingen gºatt till, vad
som hÄant och varfÄor det hÄant. Eftersom jag Äar matematiker kommer jag frÄamst
att betona och fÄormodligen Äoverbetona matematikens betydelse,men trots detta
hoppas jag att boken kan vara av intresseÄaven fÄor den som inte Äar intresseradav
matematik och kanske t.o.m. fÄor en och annan som alltid "hatat matematik".

Innan jag pºa allvar kommer in pºa bokenscentrala teman vill jag tala om hur
jag ser pºa den utvecklingsprocesssom boken ska handla om. Det jag vill fÄorklara
Äar hur och varfÄor de tre formerna av kunskap har utvecklats och vuxit under de
senasteºartusendena. Som jag ser det sºa Äar den allra viktigaste fÄorutsÄattningen sºa
banal att den vanligen fÄorbigºas. Den viktigaste fÄorutsÄattningen fÄor all utveckling
inom en mÄansklig verksamhet Äar nÄamligen att

tillrÄackligt mºanga gestillrÄacklig tid att Äagna sigºat den.

Detta innebÄar bl.a. att hantverkskunnandet fÄorbÄattrades nÄar hantverkenablev yr-
kenoch att matematikenutveckladessnabbareunder perioder av livlig matematisk
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aktivitet. Som jag ser det sºa har alltsºa den di®erentiering och specialisering av
nÄaringslivet som sammanhÄangt med utvecklingen snararevarit en orsak til l Äan en
fÄoljd av den.

Det bÄor dock pºapekas att det som regel inte rÄackt med att det funnits mÄan-
niskor som Äagnat sigºat en viss verksamhet, utan det har ocksºa krÄavts att de som
gjort det haft en til lrÄacklig sjÄalvstÄandighet, vilk et innebÄar att de inte varit bundna av
auktoriteter, varken levande eller sedanlÄange dÄoda sºadana. FÄor att fÄorstºa varfÄor
utvecklingen av vissa aktiviter varit sÄarskilt snabb inom vissa kulturer och under
vissa perioder gÄaller det dÄarfÄor att fÄorstºa dels

varfÄor sºa mºanga kunnat Äagna sigºat dem och dels
varfÄor de varit sºa sjÄalvstÄandiga.

4. VarfÄor matematik?
Jag ska i detta avsnitt ta upp nºagra faktorer som givit matematiken en stÄorre

betydelsefÄor id¶e-, tanke- och kunskapsutvecklingen Äan vad de °esta av ossÄar med-
vetna om. Den viktigaste av dessafaktorer Äar den absolutavisshetsommatematiken
givit sina utÄovare.

Som jag nyss nÄamnde har de °esta stÄorre fÄorÄandringar, politiska, tekniska el-
ler andra, skett under motstºand frºan de styrande. Detta motstºand var nÄarmast
sjÄalvklart eftersomde instinktivt fruktade alla fÄorÄandringar somkunde hota deras
egenmakt. Ett i detta sammanhangviktigt faktum Äar den vÄarldsliga makten i de
°esta samhÄallen varit naturligt lierad med nºagonreligion sºa att de tvºa tillsammans
med minsta mÄojliga fysiska vºald kunnat hºalla de styrda i (herrans) tukt och fÄorma-
ning. Ett studium av historien visar ocksºa att alla verkligt lºanglivadekulturer och
maktstrukturer varit synnerligenmotstºandskraftiga mot fÄorÄandringar och dÄarmed
varit extremt statiska. Vanligen har de ocksºa varit kulturer som lyckats vÄal med
att fÄorena vÄarldslig och religiÄos makt. FÄor att uttryc ka saken vanvÄordigt sºa skulle
man kunna sÄagaatt de gudar somfÄorsvarats av starka arm¶eersomregelklarat sig
bÄast hÄar pºa jorden.

Detta Äomsesidigaberoendemellan vÄarldslig och andlig makt har varit av stor
betydelse fÄor matematiken, eftersom denna alltid varit beroende av ºatminstone
nºagon form av ekonomiskt stÄod. Frºan begynnelsenoch Äanda fram till de senaste
ºarhundradena ¯ck matematiken som regel detta stÄod genom att den pºa ett eller
annat sÄatt var knuten till religionen (och dÄarmed indirekt ocksºa till den vÄarldsliga
makten).

Det Äar naturligtvis inte bara matematiken som varit beroendeav de mÄaktiga
i samhÄallet utan detsamma har gÄallt fÄor de °esta vetenskapliga och Äaven mºanga
konstnÄarliga aktiviteter. Dock har matematiken av ºatminstone tvºa anledningar
haft en sÄarstÄallning som gjort den mer sjÄalvstÄandig, men dÄarigenom ocksºa mer
beroende Äan de °esta andra verksamheter. Den frÄamsta anledningen till denna
sjÄalvstÄandighet har utgjorts av den absolutavissheten. Matematiken har i alla tider
varit en symbol fÄor den absoluta sanningen. Den har inom sitt begrÄansadeomrºade
haft en auktoritet som ingen vÄarldslig makt kunnat rubba. Vi vet att

2 + 2 = 4

och inte enskungensjÄalv kan Äandra pºa detta.7 I sjÄalva verket hadematematiken en
sºadanauktoritet att den inte bara motstod denvÄarldsliga makten utan ocksºa kunde

7Visserligen Äar vºara beteckningar fÄor tal och aritmetiska operationer enbart konventioner
somvi kommit Äoverensom sºa att enmÄaktig kung kan naturligtvis bestÄammaatt i hansland
ska talet fyra skrivas med tecknet "5", sºa att hans undersºatar mºaste skriva att 2 + 2 = 5,
men detta Äandrar inte pºa det faktum att "tvºa och tvºa Äar fyra"!
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utgÄora ett potentiellt hot mot den religiÄosa. Nu var detta inte nºagot stÄorre problem
under antik en eftersom matematiken dels hade uppstºatt ur religionen, dels sjÄalv
uppfattades som en del av den gudomliga ordningen. I det kristna Europa, dÄar
tron var viktigare Äan vetandet, hadematematiken lÄangesvºart att gÄora sig gÄallande
och det var inte fÄorrÄan skolastikerna med Tomas av Aquino i spetsen lyckades
fÄorenaAristoteles ¯loso¯ med kristendomen,somdennablev tillrÄackligt rationell
fÄor att till ºata matematik. Sºa smºaningom ¯ck de europeiska vetenskapsmÄannen
sammatillit till matematiken som derasantika fÄoregºangarehade haft och istÄallet
fÄor att kÄanna sig som kÄattare och hedningar, sºa valde de att tillb e en Gud som
visserligenvar lika allgod somfÄorut, men somfÄor att kunna vara allsmÄaktig mºaste
vara matematiker. NÄar dÄarfÄor Kopernikus och Kepler studerade de matematiska
egenskaperna hos solsystemet,sºa gjorde de det fÄor att studera Guds skapelseoch
hanstankar och planer, och deresultat deuppnºaddepresenteradessomvittnesbÄord
om Guds vishet (och genialitet som matematiker).

Den andra anledningen till matematikens speciella stÄallning Äar att matema-
tisk forskning aldrig varit lÄonsam. NÄar vÄarldens mÄaktiga understÄodde konstnÄarer,
arkitekter och ingenjÄorer sºa fÄorvÄantade de sig att dessaskulle skapa verk till sina
mecenatersÄara och nÄar de uppmuntrade och ¯nansierade upptÄackare och upp-
¯nnare sºa rÄaknade de med ekonomisk avkastning pºa investerat kapital. Om de
understÄodde matematiken hade de intet att vinna. Ingen mecenat har kunnat
fºa varken ekonomisk eller annan vinning genom att stÄodja en matematiker. Vad
en mecenat kunnat hoppas pºa har varit Äara och mÄojligen en (i bÄasta fall) duglig
personsom ocksºa kunde anvÄandastill annat.

FÄorutom den absoluta visshetenhar matematiken ocksºa karakteriserats av sin
abstraktion. I varje tid har det matematiska tÄankandet varit det just dºa mest
abstrakta som fÄorekommit (nºagot som inte hindrar att dagensteoretiska fysik Äar
betydligt mer abstrakt Äan 1800-taletsmatematik). Samtidigt har detta abstrakta
tÄankande i matematiken fºatt en konkretion som gjort det mÄojligt att fÄorstºa. Den
matematiska fÄorstºaelsen har sedan lett till vÄalde¯nierade matematiska begrepp
som kunnat anvÄandassom underlag och modeller fÄor annat tÄankande. Det kanske
vackraste exemplet pºa detta Äar gruppbegreppet som skapadesav den unge frans-
mannen ¶Evariste Galois som ett led i hans studier av polynomekvationer. Ett
halvt ºarhundrade senarebÄorjade man inse att detta begreppvar det centrala fÄor
fÄorstºaelsenav symmetri , som matematisk, fysikalisk och konstnÄarlig fÄoreteelse.

5. Tal

Jag kommer i denna bok att fÄorsÄoka att fÄolja framvÄaxten av tre matematiska
begrepp eller strukturer. Det fÄorsta av dessaÄar talbegreppet, det andra Äar cirkeln ,
och det tredje Äar nºagot som innefattar dem bºada, nÄamligen symmetribegreppet.

Dessatre begrepp har det gemensamt att de i sin mest primitiv a form varit
kÄanda fÄor mÄanskligheten i alla tider, och de har ocksºa det gemensamt att de
varit av stor praktisk betydelse. Den viktigaste skillnaden Äar att ett av dem,
nÄamligen symmetrin Äar bºade abstraktare och allmÄannare Äan de andra tvºa. Detta
har inneburit att medan talen och cirkeln uppfattats som matematiska begrepp i
mer Äan fem tusenºar, sºa drÄojde det till det fÄorra ºarhundradet innan de strukturer,
som behÄovdes fÄor att tolka symmetrin matematiskt, hade upptÄackts.

Innan jag gºar in pºa den historiska framvÄaxten av begreppen sºa vill jag bÄorja
med att beskriva hur de anvÄands i dagensmatematik, varvid jag bÄorjar med tal-
begreppet.

Det kanske mest anmÄarkningsvÄarda med detta begrepp Äar hur mºanga olika
sorters tal som matematikerna anvÄander och hur fºa av dessasom Äar kÄanda av
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allmÄanheten. De viktigaste talen Äar de som vi fÄorst fºar lÄara ossnÄamligen de natur-
liga. Dessabeskrivs ofta somde tal vi anvÄander fÄor att besvara frºaganhur mºanga?,
vilk et innebÄar att de °esta matematiker numera anseratt t.ex. det tal som besva-
rar frºagan Hur mºanga isbjÄornar ¯nns det i Antarktis? Äar naturligt. Matematikerna
anser med andra ord att 0 Äar ett naturligt tal, nºagot som Äar praktiskt men som
samtidigt Äar ett brott mot den historiska traditionen. Det bÄor dock pºapekas att
anvÄandningenav datorer under senareºar vant allt °er vid att uppfatta talet 0 som
naturligt.

FÄorutom att vi anvÄander de naturliga talen fÄor att angeantal, sºa kan vi ocksºa
anvÄandademfÄor att adderaoch multiplicera. DessutomÄar subtraktion och division
ibland mÄojlig. FÄor att gÄora alla subtraktioner mÄojliga kan man infÄora negativa tal.
De naturliga och de negativa talen kallas tillsammans fÄor de hela talen.

NÄasta steg brukar vara att mÄojliggÄora °er divisioner vilk et sker med hjÄalp av
brºakrÄakning. Ett brºak Äar en kvot mellan tvºa hela tal, en tÄaljare och en nÄamnare
(som inte fºar vara 0). Historiskt sett tog det mºangaºarhundraden fÄor matemati-
kerna att lÄara sig att rÄakna med brºak eller, fÄor att anvÄanda det moderna sprºak-
bruket, de rationella talen. De inneboende svºarigheter, som kan gÄora brºakrÄakning
svºar Äaven fÄor dagensskolelever, Äar dels att ett givet tal kan skrivas pºa olika sÄatt
(exempelvis Äar ju 3=4 = 45=60 = 75=100) och dels att addition och subtraktion av
brºak Äar relativt komplicerat att utfÄora. Att det Äar betydligt lÄattare att multiplicera
(och dividera) brºak mÄarks bºade i skolan och i matematikhistorien.

De rationella talen Äar fullt tillrÄackliga fÄor alla praktiska anvÄandningar av ma-
tematik, nºagot som i vºara dagar blivit uppenbart genomden Äokade anvÄandningen
av datorer (och minirÄaknare).8 DÄaremot Äar de inte tillrÄackliga fÄor matematikens
egnabehov, nºagot som redan grekerna insºag, och de rÄacker heller inte till fÄor den
teoretiska fysikens behov. Problemet med de rationella talen Äar att de Äar fÄor fºa,
sºa att det t.ex. inte ¯nns nºagot rationellt tal q sºadant att q2 = 2. ÄAven om min
minirÄaknare har en kvadratrot sºa att jag faktiskt kan slºa in nºagot som ger sig ut
fÄor att vara t.ex.

p
2 (vilk et pºa min rÄaknare ger svaret 1; 414213562) sºa Äar detta tal

bara ett nÄarmevÄarde. Tar jag kvadraten pºa detta tal sºa fºar jag inte tillbak a talet
2 utan istÄallet 1; 999999999och detsammagÄaller i princip fÄor alla minirÄaknare.

I tvºa tusenºar stod matematikerna hjÄalplÄosainfÄor detta problem och inte fÄor-
rÄan man hade vant sig vid att rÄakna bºade med decimalbrºak och med bokstÄaver
kunde matematikerna lÄara sig att rÄakna med de tal som lºag mellan de rationella.
Detta innebÄar att de linjer somhadeanvÄants i geometrinsedanºartusendenplÄotsligt
kunde fyllas med tal vilk et gav upphov till sºavÄal tallinjen som koordinatsystemet
(Äaven om det historiskt sett var koordinatsystemet som kom fÄorst). De tal som
fyllde ut tallinjen kallas numera fÄor reella tal och Äar nÄodvÄandiga fÄor att beskriva
begreppet kontinuitet matematiskt. Tillsammans med de reella talen uppstod loga-
ritmrÄakningen som fÄorvandlade arbetsammamultiplik ationer till betydligt lÄattare
additioner och den analytiska geometrin som gjorde det mÄojligt att lÄosa geomet-
riska problem med rÄakning. Det drÄojde sedan inte lÄange fÄorrÄan den moderna
matematiken fÄoddes genom Newtons och Leibnitz upptÄackt av di®erentialkalky-
len.

Redan innan matematikerna lÄart sig att rÄakna med reella tal hade de lÄart sig
att lÄosaekvationer. Att lÄosaandragradsekvationer var nºagot som redan babyloni-
erna (och fÄormodligen sumerernafÄore dem) kunde gÄora fÄor mer Äan fyra tusen ºar
sedan,medan dÄaremot tredje- och fjÄardegradsekvationerna motstod alla antik ens

8 ÄAven om datorernas tal kallas real vilk et borde betyda att de inte nÄodvÄandigtvis Äar
vanliga brºak, sºa Äar detta bara nºagot som datorfabrikanter och programmerare hittat pºa.
SanningenÄar nÄamligen den att de enda tal som datorer kan rÄakna med Äar vanliga brºak.
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och medeltidenslÄosningsfÄorsÄok. Inte fÄorrÄan de italienska matematikerna under re-
nÄassansenvºagadesigpºa det djÄarva greppet att rÄakna medkvadratroten ur negativa
tal sºa kunde dessaekvationer lÄosas.Detta innebÄar att redan pºa 1500-talet sºa hade
man upptÄackt de imaginÄara talen. Det tog dock tre hundra ºar innan matematikerna
riktigt lÄarde sig att fÄorstºa och handskasmeddem. Det stora problemet var att man
saknadeen geometriskmodell fÄor dem, och Äaven om mºanga 1700-talsmatematiker
uppenbarligen tÄankte geometriskt drÄojde det Äanda till seklets slut, innan nºagon
vºagadefÄoreslºa ett plan med bºade reella och imaginÄara tal. NÄar det skeddesºa var
det dels den danske lantmÄataren Caspar Wessel,som knappast anade sin egen
djÄarvhet, och dels den unge och respektlÄoseGauss. Idag anvÄands sÄallan uttryc-
ket imaginÄart tal utan istÄallet talar matematikerna om komplexa tal.9 Trots att
dessatycks sakna all verklig innebÄord sºa Äar de idag nÄodvÄandiga inte bara fÄor den
teoretiska fysiken utan t.o.m. fÄor mºanga praktiskt arbetande civilingenjÄorer.

Sºa hÄar lºangt har vi hºallit osstill de talsystem somdet borde anseshÄora till en
modern allmÄanbildning att kÄanna till. UtÄover dessaanvÄander dagensmatematiker
mºanga andra typer av tal. Det som i dagensmatematik kÄannettecknar talen Äar
inte att de kan anvÄandasfÄor att rÄakna konkreta fÄoremºal, utan att de ingºar i system
dÄar man kan addera, subtrahera, multiplicera och (ofta) dividera.10

6. Cirkeln
Som form och begrepp Äar cirkeln Äaldre Äan all civilisation och eftersom den

mer eller mindre medvetet utnyttjas av sºavÄal vÄaxter som djur, sºa Äar den ocksºa
lºangt Äaldre Äan mÄanniskan sjÄalv. Sºa snart mÄanniskan fºatt nºagorlunda plana ytor
att rita pºa, och lºangt innan hon anvÄande si®ror och bokstÄaver, sºa ritade hon
cirklar. Satser om cirklar var bland de fÄorst bevisadegeometriska satserna och
problemet att geometriskt konstruera en kvadrat med samma yta som en cirkel
var ett av den antika matematikensklassiska problem. I Euklides Elementa Äagnas
tredje och fjÄarde boken ºat cirkeln och dÄar bevisasalla de vÄalkÄanda satserna om
tangenter, kordor, mittpunkts{ och periferivinklar. Cirkeln var ocksºa den fÄorsta
¯gur som beskrevsgenomen ekvation i den analytiska geometrin. I alla tider har
cirkeln fascinerat mÄanniskan och studerats av matematikerna, och den har varit
det bÄast kÄanda av alla geometriska begrepp. Tillsammans med cirkeln har ocksºa
dessfysikaliska tvillingsyster, rotationen, anvÄants och studerats.

Cirkeln speladeocksºa en viktig roll fÄor framvÄaxten av den moderna matemati-
ken under 1700-talet. ÄAven om alla dessgeometriska egenskaper var kÄanda sedan
lÄangesºa skapadekoordinatsystemet och Äannu mer det komplexa talplanet nya ma-
tematiska formler fÄor att beskriva cirklar. Speciellt innebar Eulers berÄomda formel
eit = cost + i sin t att cirkeln ¯ck en framstÄallning somdirekt visadesambandet med
rotationen. DÄarigenom¯ck matematiker och fysiker helt nya mÄojligheter att rÄakna
pºa problem somrÄorde rotation och man upptÄackte sºa smºaningom att alla problem
som gÄallde vºagrÄorelser, svÄangningar och Äoverhuvudtaget periodiska fÄorlopp bÄast
beskrevsmed hjÄalp av cirklar och cirkelrÄorelser.

9DÄaremot talar man om real- och imaginÄardelarna av ett komplext tal. Realdelenav talet
4 + 3i Äar 4 medan imaginÄardelen Äar 3 (men inte 3i ).
10En mÄangd dÄar man kan anvÄanda alla fyra rÄaknesÄatten (och dividera med allt utom talet
0) kallas fÄor en talkropp. Av de talsystem som nÄamnts ovan utgÄor de rationella, de reella
och de komplexatalen talkroppar. FÄorutom dessa¯nns det viktiga talkroppar som bara
innehºaller Äandligt mºanga tal, och det ¯nns talkroppar som innehºaller de vanliga brºaken
och som liksom de reella talen Äar ful lstÄandiga men som Äandºa inte beskriver punkterna pºa
en linje. Talsystem av dessatyper har under senareºar fºatt allt stÄorre praktiskt betydelse
eftersom de bl.a. anvÄands inom datalogin.
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Liksom begreppet tal har Äaven begreppet cirkel vidgats och abstraherats i den
moderna matematiken. Enklast kan dessageneraliseringarkanske fÄorklaras med
att cirkeln har sºa mºangaspeciellaoch viktiga egenskaper att det rÄacker med nºagra
fºa av dem fÄor att fºa intressanta strukturer.

Hellre Äan att fÄorsÄoka att beskriva hur cirkeln anvÄands i modern matematik, sºa
vill jag avsluta detta inledandeavsnitt om cirkeln med att pºapeka att allt eftersom
den matematiska fÄorstºaelsenav cirkeln har fÄordjupats sºa har ocksºa den fysikaliska
fÄorstºaelsenoch de tekniska tillÄampningarna av rotationen utvecklats.

7. Symmetri
I ºartusenden har olika former av symmetri fascinerat mÄanniskor och varit

ett viktigt konstnÄarligt uttryc ksmedel. Vissa former har varit tydliga och dÄarfÄor
tidigt setts som symmetrier medan andra fÄorst under vºart egetºarhundrade kunde
uppfattas som sºadana. ÄAven om ordet symmetri anvÄants fÄor mºanga av dem sºa
var det lÄange, svºart fÄor att inte sÄaga omÄojligt, att se dem som olika yttringar av
samma grundlÄaggandefenomen. Anledningen till detta Äar att den struktur som
behÄovs fÄor att studera symmetri matematiskt inte upptÄacktes fÄorrÄan i bÄorjan av
1800-talet.

De °esta mÄanniskor har en intuitiv uppfattning om symmetri men fºa kan
ge en precis beskrivning, d.v.s. vad som kan kallas fÄor en de¯nition. Den form
av symmetri som de °esta kan se och som mºanga uppfattar som "den enda" Äar
spegelsymmetrin. Det man dºa tÄanker sig Äar ett tredimensionellt fÄoremºal, t.ex. en
mÄanniska, en boll eller ett hus. SedantÄanker man sig ett plant snitt "mitt igenom"
fÄoremºalet sºa att man fºar tvºa halvor, som Äar likadana men "spegelvÄanda". Varje
tÄankt snitt somger tvºa likadanahalvor Äar dºa en symmetri. ÄAven plana ¯gurer kan
innehºalla spegelsymmetrier. Det ¯nns dock symmetrier som inte Äar av detta slag.

Ett exempel pºa symmetrier som ¯nns mitt ibland ossutan att vi ser dem Äar
vºara bokstÄaver (speciellt "de stora", kapitÄalerna). De °esta av vºara stora bokstÄaver
har nºagon symmetri sºa att vi kan lÄasa dem antingen i en spegel till hÄoger (eller
vÄanster) om papperet, eller i en spegel ovanfÄor (eller under papperet) eller efter
att ha vÄant papperet upp och ned.

Om vi bÄorjar med raden

A H I M O T U V X Y ºA ÄA ÄO

sºa ser vi att alla dessabokstÄaver kan lÄasasi en spegel till hÄoger om sidan. StÄaller
vi sedanen spegelovanfÄor raden

B C D E H I K O X

sºa kan vi lÄasaalla dessbokstÄaver. BokstÄaverna i raden

H I N O S X Z

kan vi dÄaremot lÄasautan spegelgenomatt bara vÄanda boken upp och ned.

Om vi accepteraralla bokstÄaverna i den tredje raden (inbegripet N , S , och
Z ) som symmetriska sºa innebÄar detta att vi behÄover ett allmÄannare begrepp Äan
spegling fÄor att beskriva symmetri. Det matematiska nyckelordet fÄor att beskriva
symmetrier Äar transformation. En transformation kan beskrivas som en "fÄorÄand-
ring". FÄor att en fÄorÄandring ska vara en symmetri mºaste den vara i tvºa avseenden
"meningslÄos". FÄor det fÄorsta ska fÄorÄandringenkunna upphÄavas,vilk et matematiskt
uttryc ks som att transformationen Äar invertibel, vilk et innebÄar att det ¯nns en
annan (eventuellt samma) avbildning som upphÄaver den fÄorsta, och fÄor det andra
ska den vara i nºagon mening "osynlig". Osynligheten betyder att det ¯nns nºagot

20



vÄasentligt som inte har fÄorÄandrats. (NÄar vi vÄanderpºa pappret sºa Äar ett Sfortfarande
ett S.) En viktig fÄoljd av att vi uppfattar symmetrier som (osynliga) fÄorÄandringar
Äar att tvºa fÄorÄandringar kan utfÄoras efter varandra, och resultatet blir dºa en ny
(osynlig) fÄorÄandring.

Detta ger en algebraiskstruktur ºat symmetrierna, d.v.s. man kan "rÄakna med"
symmetrier. MÄangdenav alla symmetrier (hÄorande till en viss ¯gur eller ett visst
system) kallas fÄor symmetrigruppen. Det som behÄovs fÄor ett matematiskt studium
av symmetri Äar grupp-begreppet. Detta infÄordesºar 1831 av en 21-ºarig student i
Paris. Denne, ¶Evariste Galois , hade studerat algebraiska ekvationer och insett
nÄar dessakunde lÄosas.Det centrala i hans insikt var just gruppbegreppet. Galois
¯ck aldrig nºagot erkÄannandefÄor sin upptÄackt, eftersomhan skrev ner det i ett brev
till en vÄan ¡ natten fÄore en duell i vilk en han blev dÄodad.

En matematisk beskrivning av sºavÄal symmetri- som gruppbegreppet ¯nns i
Appendix G, som den intresseradekan lÄasaredan nu. HÄar kommer jag att enbart
att beskriva nºagra av de fÄoreteelser som vi numera betraktar som exempel pºa
symmetrier, och jag kommer att nºagot berÄora dels deras fÄorekomst i naturen,
dels deras konstnÄarliga och tekniska anvÄandning. I detta sammanhangbÄor det
ocksºa sÄagasatt Äaven om en allmÄan teori fÄor symmetri inte uppstod fÄorrÄan under
1900-talet, sºa har mÄanniskor i alla tider varit vÄal fÄortrogna med mºanga speciella
symmetrier, och har ocksºa utnyttjat dem i skilda sammanhang.

Lºat mig bÄorja med att beskriva nºagra vÄalkÄanda och viktiga symmetrier. En
enkel symmetri somde °esta kÄanner till Äar spegelsymmetrin. Denna kan beskrivas
sºa att om vi stÄaller ett fÄoremºal framfÄor en spegel, sºa ser vi en kopia av fÄoremºalet
bakom spegeln. Denna kopia Äar nÄastan identisk med fÄoremºalet, och den enda
skillnaden Äar att nºagonting Äar bakfram. Om jag framfÄor spegelnhºaller ett papper
med texten "T AM" sºa kan jag i spegeln lÄasa ordet "MA T". FÄoremºal som vÄal
illustrerar denmatematiska betydelsenav spegelsymmetrinÄar enklocka (lÄampligen
utan si®ror) somserexakt likadan ut i spegeln,men vars visare rÄor sig motsols (pºa
engelska counter-clockwise) eller en vanlig tÄarning.11

ÄAven om det normala Äar att en spegelbild i nºagot avseendeskiljer sig ifrºan
originalet, sºa ¯nns det fÄoremºal som faktiskt Äar (ºatminstone sºa lºangt som vi kan se
med blotta Äogat) identiska med sin spegelbild. Om ett fÄoremºal Äar identiskt med
sin spegelbild sºa innebÄar detta att det i sig sjÄalvt innehºaller ett symmetriplan d.v.s.
att vi kan skÄara sÄonder det lÄangs detta plan och dÄarigenom fºa tvºa halvor som Äar
varandras spegelbild. Tyngdpunkten hos ett fÄoremºal som har en spegelsymmetri
ligger alltid i symmetriplanet. Detta Äar en egenskap som naturen lÄangeutnyttjat
vid konstruktionen av nya djurarter och sommÄanniskan utnyttjat sedanhon lÄarde
sigatt tillv erka stenyxor. Hosi naturen fÄorekommandefÄoremºal Äar spegelsymmetrin
aldrig helt perfekt, nºagot som vi tydligt ser nÄar jÄamfÄor ett foto av osssjÄalva med
vºar spegelbild. Det Äar kanske vÄart att pºapeka att vi just nÄar det gÄaller osssjÄalva
som regel kÄanner spegelbildenbÄattre Äan originalet.

ÄAven om spegelsymmetrin Äar den bÄast kÄanda, sºa ¯nns det andra symmetrier
som Äar viktigare sºavÄal praktiskt som matematiskt. De symmetrier som pºaver-
kar oss mest Äar rotations{ och translations-symmetrierna, varvid det bÄor pºapekas
att translationssymmetrierna kan vara av tvºa slag, diskret eller kontinuerlig.12 Den
diskreta translationen kan beskrivas som en stÄandig regelbundenupprepning utan

11FÄor att seatt en tÄarning inte Äar likadan somsin spegelbild kan man hºalla den i ett hÄorn,
rikta det andra hÄornet emot sig, och sedanse pºa detta andra hÄorn i spegeln. DÄarvid ser
man att sidorna nu har fºatt en annan orientering.
12I matematiken anvÄands orden diskret och kontinuerlig som ett par av motsatser, varvid
en sinnebild fÄor det diskreta skulle kunna vara en skÄargºard dÄar alla Äoar Äar isoleradefrºan
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bÄorjan och slut, och den kan illustreras av en ensammÄanniska somvandrar pºa slip-
rarna lÄangsett rakt jÄarnvÄagsspºar Äover en ÄandlÄos slÄatt. Den matematiska struktur
som anvÄands fÄor att beskriva denna symmetri Äar de hela talen

: : : ; ¡ 2; ¡ 1; 0; 1; 2; 3; : : : :

Den kontinuerliga translationssymmetrin kan ocksºa illustreras av en rak linje Äover
en ÄandlÄos slÄatt, men istÄallet fÄor en mÄanniska som kliv er pºa sliprar bÄor man tÄanka
sig en bil som rullar pºa en vÄag.

Det ¯nns °era viktiga samband mellan rotationen och (frÄamst den diskreta)
translationen. Matematiskt brukar detta uttryc kas pºa sºa sÄatt att de tillhÄorande
symmetrigrupperna, sÄagsvara varandrasduala grupper.13 Fysikaliskt beror samban-
det mellan dem frÄamst pºa att en naturlig rotation alltid Äar likformig i den meningen
att den sker med konstant (vrid)-hastighet. DÄarfÄor ger jordens rotation runt sin
axel en regelbundenupprepning av natt och dag, och rotationen runt solen ger
ossºarstidernas vÄaxlingar. Pºa samma sÄatt kan en rotationspress anvÄandas fÄor att
producera ett ÄandlÄost antal identiska tidningssidor.

ÄAven om den levande naturen haft svºart att lÄara sig att utnyttja den fysi-
kaliska rotationen sºa spelar dock dessstillastºaendemotsvarighet, cirkeln en stor
roll. Den egenskap som frÄamst utnyttjas Äar att tyngdpunkten i en cirkel ligger i
mittpunkten, vilk et innebÄar att ett 3-dimensionellt fÄoremºal med en rotationsaxel
har sin tyngdpunkt pºa denna. Eftersom ett trÄad mºaste balanseraen stor tyngd
pºa en (fÄorhºallandevis) liten spets, sºa uppvisar de °esta trÄad en mer eller mindre
tydlig cirkelform. Detta exempel ger samtidigt en nÄastan Äovertydlig illustration av
att ingen i naturen fÄorekommandesymmetri Äar perfekt.

En annan egenskap hos cirkeln som naturen utnyttjar Äar den isoperimetriska
olikheten, d.v.s. det faktum att cirkeln Äar den geometriska ¯gur som innanfÄor en
given omkrets kan innesluta den stÄorsta ytan. Detta innebÄar att de °esta i (den le-
vande) naturen fÄorekommanderÄor Äar runda. HososssjÄalva gÄaller detta exempelvis
fÄor vºara blodkÄarl, luftrÄor och tarmar.

ÄAvenom inte heller translationssymmetrin nºagonsinÄar perfekt spelar Äavenden
en viktig roll i naturen. Den translationssymmetri som oftast fÄorekommer i den
levande naturen kan liknas vid bildrutorna i en spel¯lm, dÄar nÄastan samma ruta
upprepas ett antal gºanger med en liten, liten fÄorÄandring frºan ruta till ruta Äanda
tills en helt ny scenspelasupp pºa sammasÄatt. Den fÄor osskanske allra viktigaste
fÄorekomsten Äar dock den som ¯nns i vºara arvsanlag dÄar fyra tecken omvÄaxlar pºa
en trºad som bokstÄaverna i en text.

Det ¯nns ocksºa en typ av symmetri som Äar ett mellanting mellan den kontinu-
erliga rotationen och den diskreta translationen, nÄamligen den diskreta rotation som
gesav ett kugghjul eller en regelbundenmºanghÄorning. Detta Äar en symmetri som
sÄallan utnyttjas i den levandenaturen (Äaven om binas honungskakor utnyttjar spe-
ciella egenskaper hos den regelbundnasexhÄorningen) men som genomkugghjulet
har spelat enoerhÄord roll i vºar teknik. Dennasymmetri har ocksºa denmatematiskt
intressanta egenskapen att vara sin egendual.

Avslutningsvis vill jag sºa nÄamna en symmetri som Äar sºa banal att den sÄallan
Äoverhuvudtaget upplevs som en symmetri, men som Äandºa spelat en stor roll i vºar
tekniska utveckling. Den symmetri det gÄaller kan beskrivasmed orden att identiska

varann medandet kontinuerliga kan representeras av en kontinent dÄar varje punkt hÄanger
ihop med de Äovriga.
13Dualitet Äar ett av den moderna matematikensmest anvÄandbara begrepp. FÄor en lekman
kan det kanske rentav beskrivas som matematikensegenspegelsymmetri.
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fÄoremºal Äar utbytbara och egendomligtnog var det faktiskt dennasymmetri somledde
till upptÄackten av gruppbegreppet, d.v.s. denmatematiska struktur somgjorde det
mÄojligt att fÄorena alla olika symmetrier till ett enda begrepp.
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KAP .2. DE NA TURLIGA TALEN
1. Konsten att rÄakna I.

| Att rÄakna Äar vÄal ingen konst, det kan ju varenda mÄanniska.
| NÄaÄa, jag har hÄort att det ¯nns infÄodingar i Afrika som bara kan rÄakna til l tre, "Ett,
Tvºa, Tre, Mºanga".

Detta Äar tvºa vanliga uppfattningar om rÄaknekonsten, en av de viktiga basfÄar-
digheter som den moderna mÄanniskan uppfattar som sjÄalvklar. Men hur Äar det
egentligen, kan alla mÄanniskor rÄakna? Finns det "infÄodingar" som bara kan rÄakna
till tre? Har mÄanniskan alltid kunnat rÄakna? Detta Äar nºagra frºagorsomjag hoppas
kunna besvara i detta avsnitt.

Om vi bÄorjar med den fÄorsta frºagan Äar det omedelbarasvaret naturligtvis nej
eftersom smºa barn sÄallan lÄar sig att rÄakna innan de fyllt ºatminstone tre ºar. Men
detta Äar ºa andra sidan inte riktigt vad vi menar. Vad vi menar nÄar vi sÄager att
alla mÄanniskor kan rÄakna Äar att de allra °esta (vuxna) mÄanniskor i vÄarlden har
lÄart sig att rÄakna och att detta gÄaller Äaven dem som inte gºatt i skolan. Dessutom
fÄorestÄaller vi ossatt rÄaknandet Äar "naturligt" fÄor mÄanniskan, och vi tar mer eller
mindre fÄor givet att mÄanniskan "i alla tider" kunnat rÄakna pºa samma sÄatt som
vi gÄor. Om frºagorna fÄortydligas pºa detta sÄatt sºa Äar det uppenbart att de allra
°esta vuxna mÄanniskor i vÄarlden idag kan rÄakna hjÄalpligt, helt enkelt dÄarfÄor att
de °esta faktiskt rÄaknar pengar. Om vi sedanmed "naturligt" menar helt enkelt
att de allra °esta mÄanniskor kan lÄara sig att rÄakna sºa ¯nns det dÄarfÄor ocksºa all
anledning att sÄaga att rÄaknandet Äar naturligt. Trots detta Äar rÄaknekonsten en
i mÄansklighetenshistoria ganska ny fÄoreteelse. Dessutom tog det mÄanskligheten
tusentals ºar att lÄara sig denna svºara konst.
| Vad menar du egentligen. Nyss sa du att rÄaknandet var naturligt fÄor mÄanniskan och
nu sÄager du igen att det Äar en svºar konst!

Ja, varfÄor var det sºa svºart fÄor mÄanskligheten att lÄara sig att rÄakna och varfÄor
Äar det sºa lÄatt fÄor ossidag? Vari bestod svºarigheten? Och varfÄor Äar det sºa svºart fÄor
ossatt inse att det som idag Äar sºa lÄatt en gºang kunde vara sºa svºart? Dessafrºagor
hÄanger naturligtvis ihop och jag ska fÄorsÄoka att besvara dem tillsammans genom
att fÄorst och frÄamst besvara den centrala, d.v.s. vari bestod svºarigheten.

FÄor att fÄorstºa svºarigheterna mºaste vi fÄorst och frÄamst ta reda pºa hur mÄan-
niskorna rÄaknade fÄorr. Eftersom alla historiska vittnesbÄord om tidigt rÄaknande
kommer frºan skrivna kÄallor sºa kan vi den vÄagen inte komma underfund om hur
mÄanniskorna rÄaknadefÄore upp¯nningen av skriftsprºaket. ÄAndºa tror vi ossveta en
hel del om hur mÄansklighetenrÄaknadedessfÄorrinnan, nºagot som vi lÄart ossgenom
att studera naturfolk som under lºang tid levt isolerade. Eftersom dessafolk som
regelhar en utvecklingsnivºa somkan sÄagasvariera ifrºan vºar egen"Äaldre stenºalder"
fram till en nivºa strax fÄore de Äaldsta "hÄogkulturerna" sºa kan vi dÄarmed fÄorstºa
nºagot om Äaven den allra tidigaste rÄaknekonsten.

Det som fÄorst slºar och fÄorvºanar en modern vÄasterlÄanning vid ett studium av
naturfolks rÄaknesystemÄar att dessamÄanniskor Äannu inte lÄart sig att rÄakna pºa
¯ngrarna. IstÄallet Äar de Äaldsta rÄaknesystemen"binÄara" och anvÄander talet tvºa som
en bas. Nºagra av de mest ºalderdomliga rÄaknesystemenhar hittats hos bushmÄan
i Afrik a samt hos isoleradegrupper i Australien och Sydamerika. Det intressanta
Äar nu att Äaven om dessafolk anvÄander olika ord sºa rÄaknar de pºa i princip samma
sÄatt, nÄamligen

ett, tvºa, tvºa-ett, tvºa-tvºa, tvºa-tvºa-ett, tvºa-tvºa-tvºa,
och sedan har de inga °er rÄakneord. DÄaremot har de ofta rika och varierade
mÄojligheter att sÄaga "mºanga".
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Det Äar mºanga som funderat Äover varfÄor dessaisoleradekulturer rÄaknat pºa i
princip samma sÄatt och det ¯nns tvºa grundhypoteser som i stort sett utesluter
varandra. Den ena av dessaantar att rÄaknandet uppfanns sºa sent i mÄanniskans
historia att hon fÄorst erÄovrade hela jorden och sedanlÄarde sig att rÄakna. Anled-
ningen till att hon dºa bÄorjade att rÄakna med tvºa som bas var att detta var det
lÄattaste sÄattet. Den andra fÄorutsÄatter att redan de fÄorsta mÄanniskorna som kom
till Australien och Amerika hade bÄorjat att rÄakna och att de rÄaknade pºa ungefÄar
sammasÄatt somdagens(eller ºatminstone gºardagens)bushmÄan. Jag Äar av skÄal som
jag kommer att ºaterkomma till senare,mest benÄagenatt tro pºa den andra teorin.

Innan vi gºar vidare kan det vara vÄart att pºapeka att det inte ¯nns nºagot
samband mellan "hÄog intelligens" och avancerad kultur, sºa att anledningen till
att vissa naturfolk inte har mer Äan drygt en handfull rÄakneord Äar dÄarfÄor inte att
de pºa nºagot sÄatt skulle vara ointelligentare Äan vi. Det enda skÄalet Äar istÄallet
att de, med sitt levnadssÄatt, helt enkelt inte har nºagot behov av °er rÄakneord.
Det Äar dÄarfÄor vÄart att notera att i en stenºaldersby (i Afrik a idag eller i Sverige
fÄor sex tusen ºar sedan) sºa ¯nns det faktiskt inget behov av att kunna rÄakna.
Den yttersta anledningen till detta Äar att nÄar vi rÄaknar ett antal objekt sºa Äar
vi inte intresseradeav deras individualitet . (Om vi ber om fem pennor sºa gÄor vi
detta fÄor att vi fÄorutsÄatter att alla pennorna Äar likvÄardiga.) I stenºaldersbyn, dÄar
alla kÄanner varann och dÄar alla fÄoremºal Äar handgjorda ¯nns det ingenting som
saknar individualitet. MÄanniskor och djur nÄamns vid namn och eftersomde °esta
fÄoremºal har en Äagare och Äar igenkÄannbara sºa har Äaven de ett slagsnamn sºasom
Tors hammare.

I detta sammanhang¯nns det anledning att nÄamna ett faktum som de °esta
av ossav goda skÄal Äar helt omedvetna om. Detta faktum Äar att det ¯nns tvºa sorter
av naturliga tal. Anledningen till att vi Äar omedvetna om skillnaden Äar att nÄar
vi vÄal lÄart ossatt addera och multiplicera och dÄarmed fºatt en kÄansla fÄor talen sºa
innehºaller vºart talbegreppbºadasorternastal. De endasammanhangdÄar skillnaden
fortfarande spelar en roll Äar i grammatikbÄocker och avanceradmatematik. De tvºa
sorterna av tal kallas vanligen ordinal tal och kardinal tal. I svenska sprºaket brukar
ordinaltalen skrivas

den fÄorsta, den andra, den tredje, : : :

och anvÄands fÄor att ange en plats i en ordnad rad. De andra talen, de vanliga
talen, kardinaltalen, skrivs naturligtvis

en, tvºa, tre, : : :

och anvÄandsfÄor att angeett antal. Eftersom tvºa Äar det andra talet och tre det tredje
sºa anvÄander vi sºa ofta kardinaltalen Äaven som ordinaltal att vi aldrig har nºagot
behov av att vara medvetna om skillnaden. ÄAndºa Äar det ju sºa att innan vºara barn
lÄar sig att lÄaggaihop tvºa och tvºa sºa brukar de kunna rÄakna till tio (eller tjugo eller
hundra) vilk et innebÄar att innan vºara barn har nºagot begrepp om kardinaltalen
sºa har de anvÄant namnen ett, tvºa, tre,o.s.v. som ordinaltal. Ett av de teman som
kommer att ºaterkomma i denna bok Äar att det ¯nns ett nÄara samband mellan
hur vi som individer lÄar oss matematik i skolan (och pºa universitetet) och hur
vºara fÄorfÄader en gºang fÄorstod och utvecklade den. Utgºaendefrºan detta samband
¯nns det dÄarfÄor anledning att tro att de fÄorsta talen ocksºa var ordinaltal och att
de dÄarfÄor anvÄandes vid upprÄakning snarare Äan fÄor att ange antal. Pºa sÄatt och
vis Äar detta t.o.m. sjÄalvklart eftersom det inte ¯nns nºagot namn fÄor kardinaltalen
innan ordinaltalen skapats. DÄaremot Äar det ju kardinaltalen som Äar de praktiskt
anvÄandbaravilk et innebÄar att sedanordinaltalen vÄal skapatskunde man lÄara sigatt
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lÄagga ihop dem och multiplicera dem.14 DÄarmed tog kardinaltalen sºa smºaningom
Äover och eftersomdet Äar de somhaft den stÄorsta betydelsen,sºa skymmer de sikten
fÄor rÄaknandetsursprung.

Den slutsats som fÄoljer av detta resonemangÄar alltsºa att det var de fÄor prak-
tiska Äandamºal betydelselÄosa ordinaltalen som uppstod fÄorst. Dessakunde sedan
anvÄandassom kardinaltal fÄor att rÄakna fºar och getter. Detta leder till nºagot som
nÄarmast framstºar som en gºata nÄamligen, varfÄor uppstod de? Ett svar pºa den
frºagan Äar att de ursprungligen anvÄandes i religÄosa och nÄarmare bestÄamt rituella
sammanhang.FÄorklaringen skulle dºa vara att det funnits riter dÄar mÄanniskor och
djur rÄaknadesupp. FÄor att fÄorstºa rÄaknandets uppkomst mºaste man enligt denna
teori gºa till den Äaldsta religÄosa litteraturen och sÄoka efter upprÄakningar. I den
hosossbÄast kÄanda religÄosaskriften, nÄamligen Bibeln sºa fÄorekommer upprÄakningar
dels i skapelseberÄattelsen och dels i berÄattelsen om synda°oden, som ju Äar berÄat-
telsen om ett ºateruppstºaende. En som framfÄort teorin om att rÄaknandet har ett
rituellt ursprung och att det sedanspritt sig Äover vÄarlden Äar den amerikanske ma-
tematikern och matematikhistorik ern Abraham Seidenberg. Dennes(och andras)
teori har tvºa utgºangspunkter. Den ena Äar det vÄalkÄanda faktum att det i de allra
°esta kulturer ¯nns (eller funnits) en skapelsemyt om hur vÄarlden omkring dem
en gºang uppstod. Den andra Äar den allmÄant omfattade uppfattningen att myter
som regelºatergºar pºa tidigare riter. Konsekvensenav dessatvºa antagandenblir dºa
att skapelsemyten ºatergºar pºa en Äannu mycket Äaldre skapelserit , en rit som var sºa
gammal att redan de fÄorsta invandrarna till Australien och Amerika bar den med
sig. Det var enºarligt ºaterkommanderit som utvecklades olika pºa olika hºall. Den
gladdesºat, fÄorebºadade,eller rent av frambringade livetsºaterfÄodelseoch naturens
uppblomstring efter den svºara ºarstiden ¡ antingen denna var vintern i norr eller
torkan i sÄoder. Pºa nºagra hºall dÄar mÄanniskorna levde nÄara varann och det dÄarfÄor
var mºanga som deltog i riten kan upprÄakningen av de nÄarvarande eller av de fÄor
riten betydelsefulla ha tagit allt lÄangre tid och dÄarmed utgjort ett allt viktigare
inslag i den.

Det ¯nns inga sÄakra bevis fÄor att det var sºa som talen ¯ck namn och dÄarmed
rÄaknandet uppstod men det ¯nns Äandºa mycket somtalar fÄor det. Kanske var detta
vad Kr onecker 15 menademed det berÄomda uttalandet:

"Gud gav ossde naturliga talen, allt annat Äar mÄanniskors verk."

2. Konsten att rÄakna I I.
I och med att talen nºagon gºang nºagonstansfºatt sina fÄorsta namn sºa uppstod

frºagan "hur mºanga?". Man rÄaknade knivar och bytte mot spjut och talen spreds
Äover vÄarlden. Och nÄar de spreds var det som kardinal tal de spreds. NÄar frºagan
hur mºanga vÄal hade stÄallts mºaste mÄanniskorna lÄara sig rÄakna och att rÄakna pºa
riktigt. De tal de behÄovde var inte sºa mºanga men de betecknade antal och undan
fÄor undan behÄovdes det °era.

I egendomslÄosakulturer var behoven smºa och tvºa eller tvºa-tvºa och tvºa-tvºa-tvºa
rÄackte fÄor allt. Med Äagandet vÄaxte behoven och mer avanceradetalsystem upp-
stod. ÄAven om det ¯nns (och har funnits) stenºalderskulturer med hÄogt utvecklade

14Sammasvºarigheter som vºara fÄorfÄader hade innan de kunde lÄara sig att rÄakna med smºa
tal uppstod i slutet av 1800-talet nÄar matematikerna bÄorjade kunna rÄakna med oÄandligt
stora tal. FÄor dessavisadedet sig nÄodvÄandigt att ºaterinfÄora distinktionen mellan ordinal{
och kardinaltal. I den matematiska logiken fÄorekommer dÄarfÄor bºade oÄandliga ordinaltal
och oÄandliga kardinaltal. Mer om detta ¯nns i appendix O.
15Kronecker (1823-1891)var en tysk matematiker som bland annat gav viktiga bidrag till
talteorins utveckling.
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rÄaknesystemsºa tillhÄor dessaundantagen, utom i de fall dÄar kulturen haft kon-
takt och bedrivit handel med grannfolk. De fÄorsta behoven av mer omfattande
rÄaknesystemuppstod fÄormodligen med boskapsskÄotseln.

Ett studium av enkla rÄaknesystem,samtida eller historiska, tycks visa, att i
kulturer dÄar behovet av stÄorre tal Äokade lºangsamt sºa ¯ck fÄorst talet tre eller talen
tre och fyra egna namn. Under en tid som kunde vara ganska lºang uppfattades
sedandessatal somofantliga och anvÄandessomallmÄanna fÄorstÄarkningsord ungefÄar
som nÄar vi sÄager "jÄattegott". Ett vÄalkÄant uttryc k som ger ett tydligt exempel pºa
detta Äar det franska tr¶es bien d.v.s. mycket (=trefalt) bra.16 NÄasta steg blev att
orden fÄor tre och fyra kombineradestill exempelvis tre-tvºa, tre-tre, fyr-tr e innan man
upptÄackte att handen har fem ¯ngrar. DÄarefter utnyttjade man ¯ngrar, hÄander
och fÄotter och kunde dÄarigenomgenamnºat alla tal upp till tjugo. Man kunde till
exempel rÄakna ungefÄar pºa fÄoljande sÄatt:
Ett, tvºa, tre, tvºa-tvºa, hand, tre-tre, hand-tvºa, fyra-fyra, ett-frºan-tvºa (hÄander), tvºa-hÄander
varefter man fortsÄatter med tºarna vilk et ger fortsÄattningen
hÄander-ett, hÄander-tvºa, hÄander-tre, hÄander-fyra, hÄander-fot, hÄander-fot-ett, hÄander-fot-
tvºa, hÄander-fot-tre, ett-frºan-man, man.

Detta Äar visserligeninte nºagon exakt ÄoversÄattning av nºagot enda faktiskt ex-
isterande rÄaknesystem,men det innehºaller vissa drag som har varit allmÄant fÄore-
kommande. Dels innehºaller det ett relativt avancerat anvÄandandeav hÄander och
fÄotter och dels ¯nns det kvarlevor av tidigare rÄaknesÄatt dÄar man kanske inte rÄak-
nade lÄangre Äan till fyra-fyra. Samtidigt ger detta exempel en antydan om det som
var den stora svºarigheten. Det gÄallde nÄamligen att byggaupp ett systemsombºade
var enkelt och ºaskºadligt fÄor de smºa talen och tillrÄackligt systematiskt fÄor de stÄorre.
Det Äar ocksºa vÄart att notera att exemplet innehºaller frÄamst additioner men ocksºa
tvºa subtraktioner och en multiplik ation.

FÄore uppkomsten av ett myntsystem fanns det fÄor vanliga mÄanniskor sÄallan
nºagot behov av stÄorre tal Äan tjugo. BehÄovde man nºagon gºang rÄakna °er Äan tjugo
fÄoremºal sºa kunde man rÄakna antalet tjog. Detta sÄatt att tÄanka och rÄakna syns
tydligt i danskan dÄar talen frºan femti till hundra beskrivs som

halva tredje (tjoget) eller halvtress, tre tjog eller tress, halva fjÄarde eller
halvfjers, fyra (tjog) eller fjers, halva femte eller halvfems och slutligen fem
tjog eller fems.

ÄAven i andra sprºak ¯nns rester av sammasak sºasomi franskans quatre-vingt (fyra-
tjugo) fÄor ºattio. Tjog-rÄaknandet blev dock otympligt nÄar antalet tjog nÄarmadesig
tjugo helt enkelt dÄarfÄor att talet fyrahundra visadesig vara lite fÄor stort somnÄasta
enhet.17 IstÄallet blev det fem tjog, d.v.s. talet tio gºanger tio som ¯ck ett namn och
blev nÄasta enhet. Valet av hundra som "enhet" ledde ocksºa till att talet tio sºa
smºaningom ersatte tjugo som en bas Äaven fÄor tal upp till hundra. Efter att talen
tio och hundra blivit enheter blev det naturligt att ge egna namn ºat tio gºanger
hundra d.v.s. tusen och sºa smºaningom Äavenºat tio gºanger tusen.

Sammanfattningsvissºa kan vi konstatera att upp till fyra eller fem kunde man
rÄakna "direkt" genomatt peka, sedankunde man rÄakna till ungefÄar tjugo genom
att bilda grupper om fem och tÄanka "additivt". FÄor att rÄakna lÄangre sºa blev man

16Det ¯nns ocksºa grekiska och latinska uttryc k som visar det samma exempelvis tris-
megistos (¿½¶¾¹"° ¶¾¿o&), trefalt stÄorst, eller ter felix (trefalt lycklig). ÄAven vºart eget
fyrfaldiga leve, Äar ett uttryc k fÄor att fyra var ett stort tal.
17Den kultur som var nÄarmast att utveckla ett rent "tjugotals-system" var Mayakulturen
i Mellanamerika, men Äaven de nÄojde sig med att (fÄormodligen av religiÄosa skÄal) anvÄanda
talet 360 (i stÄallet fÄor 400) som "hundratal".
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tvungen att tÄanka "multiplik ativt". Det kan ocksºa vara vÄart att pºapeka att enstaka
kulturer (oftast fÄor religÄosaÄandamºal) utvecklade avanceradetalsystem redan innan
de hade ett skriftsprºak men att den vidare utvecklingen av rÄaknekonsten vanligen
fÄorutsatte nºagot sÄatt att skriva talen.

3. Konsten att skriva
I alla tider har mÄanskligheten anvÄant tekniska hjÄalpmedel fÄor att lÄosa sina

matematiska problem. Vid upprÄakningar anvÄande hon ¯ngrar och tºar, knutar pºa
snÄoren, skºaror pºa pinnar eller hÄogar med smºasten. Vid additioner anvÄande hon
stenar (nºagot somordet kalkyl frºan latinets calculus= sten) Äannu idag pºaminner oss
om, och fÄor multiplik ationer ritade hon rutor i sanden. De tecken hon anvÄandevar
naturliga och uppstod spontant, nÄastan likadant Äoverallt. Vissa av hjÄalpmedlen,
som knutarna pºa snÄoret eller stenarna i pºasen gjorde det ocksºa lÄatt att minnas
och °ytta informationen. Detta innebÄar att det sedanurminnes tider funnits ett
"skriftspr ºak fÄor matematik". MÄojligheten av att det kunde gºa att ÄoverfÄora ett
komplicerat budskap pºa annat sÄatt Äan genom en budbÄarare som lÄarde sig det
utantill och sedanºaterberÄattade det var dÄaremot nÄarmast otÄankbar. NÄar tanken
vÄal uppstod sºa berodde det till stor del pºa att man redan ska®at sig "skrivv ana"
genomatt hºalla pºa med komplicerad matematik.

Det hade bÄorjat med att man fÄor att underlÄatta handel och skatteindrivning
hade anvÄant lerkulor fÄor att ange antalet fºar i fºarhjordar. Detta var ett system
som hade anvÄants i ºartusenden, och som undan fÄor undan hade utvecklats. Det
bÄorjade med att man hade en kula fÄor varje djur, sedan infÄorde man olika slags
kulor fÄor olika djur, sºa att man genom kulorna kunde skilja pºa fºar och getter,
tackor och baggar eller lamm och vuxna djur. Dessutom fÄorÄandradessÄattet att
bÄara kulorna. Ursprungligen fÄorvaradeskulorna i lÄaderpºasar, sºa bÄorjade man trÄa
upp dem pºa lÄaderremmar vars Äandar fÄorsegladesmed sigill, och till sist lade man
kulorna i lerbollar. DÄarigenom blev det omÄojligt fÄor herdarna att dÄolja sina egna
stÄolder genom att ta bort en kula fÄor varje fÄorsvunnet djur. Nackdelen var att
det samtidigt blev omÄojligt fÄor herden att visa upp bollens innehºall, nºagot som
gjorde det nÄodvÄandigt att angedetta pºa utsidan. NÄar man Äandºa genomatt gÄora
markeringar i leran angav hur mºangakulor man hade inuti sºa kunde man ju ocksºa
angevilka kulor man hade,om de var stora eller smºa, unga eller gamla och kanske
nºagot annat som mottagaren ville veta.

Sºa smºaningom kom man till en situation dÄar det var tydligt att budskap med
ett "matematiskt innehºall" kunde skickas "skriftligt", medan man hade svºart att
fÄorestÄalla sigatt det skulle gºa att ÄoversÄatta talat sprºak, d.v.s. ljud till bilder. Kanske
var det de gester som man anvÄande vid kontakt med frÄamlingar kanske var det
konstnÄarernas symboliska bilder som ledde fram till Äovertygelsenom att det gick
att meddela sig med tecken. Oavsett hur tanken uppkom sºa ledde den till att
det fÄor ungefÄar femtusenºar sedani nºagon av de sumeriska stÄaderna satt en grupp
prÄaster som utarbetade ett skriftsprºak. Det tog dem kanske tio ºar att komma
Äoverens. Det de hade att utgºa ifrºan var de lertavlor och kilar som de anvÄande fÄor
sina rÄakningar och det de mºaste enasom var vilka begrepp de behÄovde och hur
dessaskulle tecknas.

Frºan Mesopotamien spred sig id¶en till Egypten i vÄaster och till Kina i Äoster.
Det utvecklades dÄarfÄor minst tre olika skriftsprºak som gick olika Äoden till mÄotes.
Alla skriftsprºakenvar ursprungligen bildsprºak medett tecken fÄor varje begreppoch
utformningen av tecknen berodde frÄamst pºa vilk et material man skrev pºa samt vad
man anvÄande fÄor att skriva med. I Egypten och Kina sºa hade man bra material
vilk et innebar att det gick lÄatt att utveckla teckensprºaket, medan sumerernaoch
derasefterfÄoljare i Mesopotamien hadedet svºararemedsina lertavlor. Derasskrift-
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sprºak var dÄarfÄor redan frºan bÄorjan mer symboliskt, d.v.s. mindre avbildande Äan de
Äovriga. DessutomerÄovradessumerriket sºa smºaningom av babylonierna somtalade
ett sprºak av en helt annan sprºakfamilj. DessaÄovertog sumerernasskriftsprºak men
tvingades anpassadet efter sitt eget. Det som dºa intrÄa®adevar att de bÄorjade
anvÄanda sumeriska tecken fÄor egna ord som lÄat likadant. Detta innebar att det
kom in ett fonetiskt element i skriftsprºaket. Som en fÄoljd av detta lyssnademan
alltmer pºa hur sprºaket lÄat, och upptÄackte att sprºaket inte bara bestod av ord, utan
att orden i sin tur bestod av stavelser. DÄarmed uppstod mÄojligheten av att an-
vÄanda sammatecken i ord som inte hade nºagonting med varann att gÄora | utom
att de hade en stavelsegemensam.Allt eftersom man trÄanadeupp Äoronen kunde
skriften bli alltmer fonetisk. Detta innebar att tecknen ifrºan att ha varit symboler
fÄor begreppÄovergick till att beteckna fÄorst ord, sedanstavelseroch sºa smºaningom
Äaven enstaka fonem, de som vi numera vanligen betecknar med en enda bokstav.
Resultatet blev att medan hieroglyferna anvÄandesi nºagra tusenºar i Egypten men
sedanfÄorsvann, och Kinas skriftsprºak ¯ck utvecklas oberoendeav yttre in°ytande
och med ºartusendenasgºang blev allt mer komplicerat, sºa fÄorenkladeskilskriften
vid varje anpassningtill nya sprºak och nya kulturer.

Ett betydelsefullt utvecklingsstegtogsnÄar feniciernautveckladesitt egetskrift-
sprºak. Sºasom sjÄofarare och handelsmÄan hade dessalivliga fÄorbindelser med bºade
egypter och babylonier. De kunde dÄarfÄor kombinera fÄordelarna med bºada skrift-
sprºaken, nºagot som innebar att de skrev pºa egyptisk papyrus och utvecklade ett
alfabet som frÄamst inspirerats av fÄorenklade former av kilskrift. Feniciskan var
dock precis som akkadiskan, det sprºak som talades av babylonierna, och egyptis-
kan ett semitiskt sprºak, nºagot som gjorde att vokalerna mest var till besvÄar och
dÄarfÄor helst utelÄamnades.NÄar grekerna nºagot senarebÄorjade bedriva handel i det
Äostra medelhavsomrºadet ¯ck Äaven de behov av ett skriftsprºak. De utgick ifrºan
feniciernasalfabet, tog bort nºagra onÄodiga tecken och infÄorde istÄallet vokaler. Det
brukar sÄagasatt det grekiska alfabetet var det fÄorsta som var tillrÄackligt lÄatt fÄor
att alla skulle kunna lÄara sig det. Det grekiska alfabetet Äovertogs och bearbetades
sedanytterligare av romarna fÄor att bÄattre passatill latinet. Det Äar det latinska
alfabetet somidag anvÄands i stÄorre delenav vÄarlden. De nackdelar somdetta alfa-
bet har beror frÄamst pºa att latinet inte hadebehov av sÄarskilda tecken fÄor sje- och
tje-ljud, vilk et inneburit att de °esta sprºak uppfunnit egnabokstavskombinationer
fÄor att skriva dem.

4. Det sexagesimalatalssystemet
Hur det egentligen gick till nÄar mÄansklighetenlÄarde sig att rÄakna lÄar vi sºa hÄar

i efterhand aldrig fºa veta och inte heller kommer vi att sÄakert kunna bestÄamma
nÄar eller varfÄor. Det enda vi sÄakert vet Äar att mÄanniskan kunde rÄakna innan hon
lÄarde sig att skriva. Det ¯nns dock all anledning att anta att upp¯nnandet av
rÄaknekonsten var en del av den stora Neolitiska Revolutionen18, den som pºa ett
par tusen ºar fÄor all framtid fÄorÄandrade mÄanniskans sÄatt att leva. Det tycks ha
bÄorjat med att mÄanniskor i tÄattb efolkade delar av vÄarlden bÄorjade bruka jorden
genom att med eld eller spade rensa bort vÄaxtligheten pºa en lÄamplig yta och
sedansÄatta egna frÄon fÄor att fºa de vÄaxter hon sjÄalv ville ha dÄar. Med jordbruk et
kunde °er munnar mÄattas vilk et ledde till °er mÄanniskor och en aldrig tidigare
anad befolkningstÄathet. Snart blev byarna stÄorre och nºagra av de allra stÄorsta

18Neolitium (= ny sten) Äar det vetenskapliga namnet fÄor "den yngre stenºaldern" och kan
enklast beskrivas som tiden frºan det fÄorsta jordbruket till den fÄorsta metallhanteringen. I
LÄanderna runt Eufrat och Tigris omfattar den nÄarmare fem tusenºar och Äovergºar ungefÄar
3500fvt i Bronsºaldern.
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omgÄardadesmed murar och Äovergick till att bli befÄasta stÄader. Detta ledde till en
di®erentiering av nÄaringslivet dÄarigenom att sºadant som tidigare gjorts i enskilda
hushºall nu bÄorjade utfÄoras av professionellahantverkare. Det ledde ocksºa till ett
klassamhÄalle med rika och fattiga, styrande och styrda. Bºada dessafÄorÄandringar
ledde till att det uppstod yrkesgrupper som ¯ck tid och mÄojlighet att arbeta med
sºadanauppgifter somatt byggahus, tillv erka lerkÄarl, administrera skatteinkomster
eller tillv erka smycken. Pºa kort tid, d.v.s. nºagra tusenºar, lÄarde man sig bl.a.

att tÄamja (ett °ertal nya) djur, bygga staket och hºalla boskap,
att tillv erka ¯brer av vÄaxter och att vÄava tyger av ull eller vÄaxt¯brer
att brÄanna lera fÄor att gÄora krukor och tegel
att bearbeta de Äadla metallerna guld och silver och att tillv erka brons av
koppar och tenn,
att anvÄanda drejskivor vid formandet av lerkÄarl
att gÄora vagnar som rullade pºa hjul.

Av stor betydelse fÄor utvecklingen var religionens makt. I de tidiga samhÄallena
fannsett nÄara samband mellan vÄarldslig och religÄosmakt pºa sºa sÄatt att antingen var
ÄoversteprÄasten regent eller sºa var kungen ÄoversteprÄast eller rentav en gud. Detta
innebar att prÄasternahadebºadereligÄosaceremoniellaoch vÄarldsliga administrativ a
uppgifter. FÄor att lÄara sig att utfÄora dessabehÄovde de utbildning vilk et ledde
till att ett nytt yrke uppstod, nÄamligen lÄararens. I den intellektuella miljÄo som
dÄarigenom skapadesvar rÄaknandet en viktig del.

Sºa smºaningomuppstod de fÄorsta verkliga hÄogkulturerna i nºagrastora °oddalar
frºan Gula Floden (Hoang-ho) i Äost till Nilen i vÄast. Den Äaldsta kÄanda hÄogkulturen
grundadesav Sumererna i den sÄodra delen av Tvºa°odslandet Mesopotamien. Deras
rike somuppstod under det fjÄardeºartusendet fvt och styrdesav ett prÄasterskap var
ovanligt betydelsefullt. Det sumeriska prÄasterskapet var fÄormodligen den fÄorsta av
de mºangapriviligierade intellektuella grupper somsenarehaft sºa stor betydelsefÄor
mÄansklighetensutveckling, och det var knappast en tillfÄallighet att det blev de som
utvecklade det fÄorsta skriftsprºaket. DessaprÄaster var nÄamligen inte bara religÄosa
ledare och administratÄorer, de hade ocksºa ett °ertal andra viktiga uppgifter. De
avkunnade domar och behandlade sjuka, de byggde tempel och palats och de
anlade bevattningsanlÄaggningar som i tretusen ºar gjorde sÄodra Mesopotamien till
ett av vÄarldens mest tÄattb efolkadeomrºaden. Dessutombidrog de till utvecklingen
av hjulet, drejskivan och metallhanteringen.

Grunden fÄor deras intellektuella verksamhet var religionen och rÄaknekonsten.
De mÄatte och vÄagde, observerade stjÄarnor och drev in skatter. Allt blev tal som
mºaste adderasoch multipliceras, subtraherasoch divideras. FÄor detta utvecklade
de ett sÄatt att skriva tal som gav dem stÄorre mÄojligheter att utfÄora berÄakningar
Äan nºagra av sina samtida. Det ¯nns mycket som tyder pºa att man vid mÄatningar
till att bÄorja med anvÄande olika talsystem nÄar man mÄatte lÄangder, volymer och
vikter, men att sºa smºaningom det systemsomanvÄandesvid vÄagningar blev alltmer
dominerande. Eftersom man inte hade mynt sºa anvÄande man fasta vikter av
rent silver som "valuta". Den ursprungliga viktsenheten var en mana men nÄar
allt°er ¯ck tillgºang till silver sºa blev den ursprungliga enheten fÄor stor, och man
anvÄande halva, tredjedels, fjÄardedelsoch Äaven femtedels mana. FÄor att fºa ordning
pºa viktssystemet sºa infÄorde man dÄarfÄor en mindre vikt pºa sºadant sÄatt att alla
de tidigare anvÄanda vikterna kunde angesmed heltal.19 Den mindre enhetenblev
en sikel och det gick 60 sikel pºa en mana. NÄar man skrev ner resultatet av sina
vÄagningar sºa skrev man fÄorst antalet mana med stora tecken och sedan antalet
sikel med smºa. Systemet kan visserligen sessom ett system dÄar man gºar frºan

19Observera att 1=60 Äar den minsta gemensammanÄamnaren fÄor talen 1=3; 1=4 och 1=5.
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en sextiondels mana till sextio mana eller frºan 1 sikel till 3600 sikel, men fÄor de
sumeriska prÄasterna var det helt enkelt ett system som gick frºan en sikel till 60
mana. ÄAven om skillnaden mellan stora och smºa tecken sºa smºaningom minskade
sºa kÄandeman aldrig nºagot verkligt behov av att tala om vad somvar antalet mana
och vad som betecknade antalet sikel. Det fanns f.Äo. ocksºa en Äannu stÄorre enhet,
nÄamligen 1 talent som bestod av 60 mana och en Äannu mindre enhet sje, av vilka
det gick 60 (vad annars) pºa en sikel. Detta innebar att man med fyra "si®ror"
kunde gºa frºan en sje till 60 talenter, vilk et motsvarade12960000sje. En talent var
vikten av en kubikfot vatten, d.v.s. drygt 9 kg, sºa att en sje var ungefÄar 42 mg.

Det bÄor pºapekas att detta talsystem hade utvecklats ur mÄatningar av en kon-
tinuerlig storhet och inte som ett resultat av upprÄakning. Det var dÄarfÄor snarare
ett sÄatt att beteckna reella Äan naturliga tal. Eftersom systemet var fÄorhºallande-
vis e®ektivt sºa kom det att anvÄandas Äaven fÄor att beteckna annat Äan vikter och
blev snart det dominerande talsystemet. DÄarigenom kom det ocksºa att anvÄandas
i skolorna, vilk et ledde till att det snart uppstod Äovningsuppgifter vars svar lºag
lºangt utanfÄor den ursprungliga rÄackvidden fÄor systemet. Eftersom systemet re-
dan frºan bÄorjan hade uppstºatt dÄarfÄor att man ville uttryc ka brºakdelar som hela
tal sºa blev det naturligt att upprepa fÄorfarandet fÄor brºakdelar och brºakdelar av
brºakdelar och sºa smºaningom bÄorjade man ocksºa att skriva stÄorre tal med samma
metod. Detta betydde alltsºa att tecknet fÄor 1 plÄotsligt kunde beteckna alla tal av
formen 1 ¢60n . Samtidigt kvarlevde tolkningen av talen sºa att varje tecken upp-
fattades som ett heltal gºanger en viss enhet vilk et gjorde att sumerernaoch deras
efterfÄoljare babylonierna aldrig kÄande ett behov av att med ett "decimalkomma"
angeen absolut enhet. Det talsystem som utvecklades i Babylonien brukar kallas
sexagesimaltoch var fÄor vetenskapligt bruk oÄovertrÄa®atÄanda fram till upp¯nningen
av decimalkommat i 1500-taletsEuropa.

Det bÄor ocksºa pºapekas att Äaven om systemet var bra fÄor mºanga Äandamºal
sºa hade det Äandºa nºagra allvarliga brister. Den fÄorsta av dessavar den som jag
berÄorde ovan, d.v.s. avsaknadenav ett decimalkomma somtalade om vad somvar
grundenheten. Den andra, som sºa smºaningom visadesig vara allvarligare och som
ocksºa delvis rÄattades till, var avsaknadenav en nolla. Det var dÄarfÄor svºart, fÄor att
inte sÄaga omÄojligt, att skilja pºa talen 61 och 3601som bºada skrevsmed tvºa ettor,
en etta fÄor 60 eller 3600och en fÄor ett. Bekymret var att man inte hadenºagonnolla
som talade om att det fanns ett tomrum mellan den fÄorsta och sista ettan i talet
3601. Eftersom varje tecken betecknade ett visst antal av en lÄamplig (vikts)enhet
sºa fÄoresvÄavadedet dem aldrig att de skulle behÄova (eller enskunna) tala om att de
inte hadenºagra mana alls. Denna brist blev sºa smºaningom kÄannbar och under det
sistaºartusendet fvt sºa infÄorde man ett tecken fÄor att visa detta tomrum. DÄaremot
anvÄandesaldrig detta tecken fÄor att skilja pºa talen 1 och 60.

En tredje brist lºag i de rÄaknemetoder som hÄangde ihop med systemet. Detta
hadeutvecklats fÄor att underlÄatta division med talen 2, 3 och 5 samt produkter och
potenserav dessa,pºa sºa sÄatt att man fÄorst bestÄamdedet reciproka talet, 30 fÄor 2, 20
fÄor 3, 12 fÄor 5 o.s.v. IstÄallet fÄor att dividera med 5 kunde man multiplicera med 12.
Problemet var naturligtvis att man inte kunde dividera med 7 eller 11 pºa detta sÄatt
och de svºarigheter detta innebar ledde till att det i den babyloniska matematiken
fanns tvºa sorters tal, delsde regulÄara, de sombara innehÄoll primfaktorerna 2, 3 och
5, dels de Äovriga som var irregulÄara och utmÄarkta fÄor addition, subtraktion och
multiplik ation, men som man ogÄarna dividerade med.

ÄAven om dessarent matematiska brister var allvarliga nog var det Äandºa nºagot
helt annat som ledde till att 60-talssystemetsºa smºaningom fÄoll ur bruk och som
ocksºa gjorde att det aldrig blev helt allenarºadande ens i Babylonien. Det allra
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stÄorsta felet med systemet var nÄamligen att det inte hade uppstºatt ur talsprºakets
sÄatt att rÄakna. Detta innebar att medan de babyloniska prÄasterna satt i sina torn
och kammare och gjorde berÄakningar fÄor tempelbyggnader, dammar och mºanfÄor-
mÄorkelsersºa gick herdarna pºa fÄalten och rÄaknadesina djur i tiotal och hundratal,
samtidigt som frÄammandehÄarfÄorare rÄaknadesina trupp er i tusental.

Innan systemet fÄoll ur bruk hade det dock satt sina outplºanliga spºar. ÄAnnu
i dag gºar det ju nÄamligen 60 minuter pºa en timme och 60 sekunderpºa en minut
och ett helt varv bestºar fortfarande av 360 grader.

5. Pythagoras sats

Vºar moderna vÄarld Äar full av raka linjer och rÄata vinklar somalla Äar tillv erkade
av mÄanniskan. I orÄord natur Äar det ont om raka linjer och de rÄata vinklarna saknas
helt. Bºada den raka linjen och den rÄata vinklen Äar dÄarfÄor skapelserav mÄanniskan.
ÄAven om vi inte vet nÄar begreppen uppkom sºa Äar det troligt att de bºada uppstod
under den neolitiska revolutionen. Det ¯nns tvºa skÄal fÄor detta antagande, ett
empiriskt och ett teoretiskt. Det empiriska skÄalet Äar att de Äaldsta fyrkantiga hus
som vi funnit rester av Äar mindre Äan 10 000ºar gamla, och att pºa de stÄallen dÄar
man hittat de Äaldsta lÄamningarna, sºa har man hittat spºar av runda hus som Äar
Äaldre. Det teoretiska skÄalet Äar att i den orÄorda naturen ¯nns det varken naturliga
rÄata linjer eller nºagot behov av konstgjorda sºadana. Med jordbruk et kunde det
dÄaremot pºa mºangahºall uppstºa stora slÄata ytor sombehÄovde delasmellan stammar,
byar eller enskildabrukare. Det Äar dÄarfÄor ocksºa troligt att de fÄorsta rÄata linjer som
skapadesav mÄanniskor inte var vÄagar utan grÄanser. Det var tvºa olika egenskaper
hosden rÄata linjen somvar betydelsefulla fÄor dessuppkomst. Den enaegenskapen
var naturligtvis att den Äar den kortaste vÄagen mellan tvºa punkter och detta var
betydelsefullt dÄarfÄor att om Äagor skulle separerasmed diken, staket eller murar sºa
var det praktiskt att ha korta grÄanslinjer. Den andra egenskapen som Äar mindre
tydlig men sommÄojligen speladeen Äannu stÄorre roll var symmetriegenskapen. Om
enºaker skall delasi tvºa lika stora delar sºa Äar det naturliga sÄattet att gÄora detta att
dra en rÄat linje tvÄars Äoverºakern. Pºa sammasÄatt uppstºar den rÄata vinkeln nÄar man
vill dela enºaker i fyra delar. (Det kan i detta sammanhangnÄamnasatt det fÄorsta
matematiska pºastºaendesom pºastºas ha blivit bevisat var att "en diameter delar en
cirkel i tvºa lika delar", nºagot som sÄagsha bevisatsav Thales under 500-talet fvt.)

I de stora °oddalarnas hÄogkulturer dÄar ºakrarna kunde bre ut sig milsvitt blev
de rÄata linjerna allt viktigare. NÄar befolkningstÄatheten vÄaxte och mÄanniskorna
slÄot sig sammani stÄorre byar och bostÄadernakom nÄara varann sºa var det naturligt
att lºata tomterna vara rektanglar, och nÄar man bÄorjade bygga bostÄader med °era
rum sºa blev innervÄaggarna raka och vinklarna rÄata. NÄar byarna vÄaxte och blev
stÄader och bºade hÄarskare och prÄaster blev mÄaktigare sºa blev ocksºa de tempel och
palats sombyggdesallt stÄorre. Allt detta leddetill att rÄata linjer, rÄata vinklar och
rektanglar blev allt viktigare.

Ett problem som uppstºar sºa snart man vill tillv erka rektanglar och kvadrater
Äar nu att det Äar svºart att mÄata vinklar, t.o.m. de rÄata. Medan det Äar lÄatt att
med ett mºattband eller ett vanligt snÄore kontrollera att sidorna Äar parvis lika, sºa
Äar det svºart att se om vinklarna i hÄornen verkligen Äar rÄata. ÄAven med tillgºang
till vinkelhake Äar det ofta svºart att fºa tillrÄacklig precision eftersom vinkelhaken
som regel Äar mycket mindre Äan sidorna i rektangeln. Det ¯nns dock ett gammalt
knep, kÄant bland hantverkare och byggmÄastare i hela vÄarlden, fÄor att avgÄora om
vinklarna i en parallellogram Äar rÄata. Knepet Äar att mÄata diagonalerna ¡ Äar de
lika sºa Äar vinklarna rÄata, annars inte. Eftersom detta knep bygger pºa en symmetri
somÄar intuitivt uppenbar sºa kan vi anta att det tillÄampats Äoverallt dÄar tillrÄackligt
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vÄalgjorda rektanglar fÄorekommit. Detta skulle betyda att vanan att mÄata diagona-
lerna Äar lika gammal somrektanglarna sjÄalva. Eftersom det ocksºa var naturligt att
fÄoreskriva att sidorna i de anvÄanda rektanglarna, antingen det gÄallde tomter eller
hus, skulle vara ett visst antal enheter, steg, alnar, fot eller tum, sºa bÄor man myc-
ket tidigt ha noterat att om man hade en rektangel vars lºanga sida var 4 enheter
(alnar eller nºagot annat) och vars korta var 3, sºa var diagonalernaalltid 5 enheter.
SenarestÄotte man pºa sidorna 6 och 8 med diagonalen10 eller sidorna 5 och 12 med
diagonalen13. I den mºan som det fanns rÄaknekunnigt folk i nÄarheten, vilk et det
som regel gjorde nÄar man byggde tempel, sºa bÄorjade de fundera Äover dessamÄark-
liga rektanglar. De fÄorsÄokte hitta andra rektanglar dÄar sºavÄal sidor som diagonaler
hade heltalslÄangder, och de funderade Äover vad det var fÄor magiska egenskaper
hos talen 3; 4; och 5 eller 5; 12; och 13 som kunde gÄora vinklarna i rektanglarna
rÄata. Mycket snart bÄor man ha upptÄackt sambandet mellan kvadraterna d.v.s. att
32 + 42 = 52 och att 52 + 122 = 132, och dÄar det fanns prÄaster somhadetid att rÄakna
sºa sÄokte man sÄakert andra tal med samma egenskap. Genom enkla prÄovningar
bÄor man dºa ha hittat fÄorst 7; 24; 25 och sedan8; 15; 17 eller 9; 40; 41. Resultatet var
alltid rÄatt! Varje gºang som man hittat tre heltal a;b och c sºadana att a2 + b2 = c2,
och som man tillv erkade en rektangel med sidorna a och b sºa visade det sig att
diagonalernavar c.

Detta var den upptÄackt varur matematiken fÄoddes. FÄor att kunna upptÄacka
detta mystiska samband mellan tal och rÄatvinkliga trianglar mºasteman naturligt-
vis kunna rÄakna och man mºaste ocksºa kunna lite geometri. Eftersom de °esta
hantverk innehºaller ett moment dÄar lÄangder ÄoversÄatts till lÄangdenhetersºa fanns
det ju naturligtvis ett praktiskt samband mellan geometri och tal. ÄAndºa gick den
nya upptÄackten utanfÄor allt vad man kunnat fÄorestÄalla sig ens i sin vildaste fan-
tasi. Det var den fÄorsta upptÄackten av att de hela talen var nºagot annat Äan ett
hjÄalpmedel fÄor handel och hantverk och gav ny nÄaring ºat gamla fÄorestÄallningar om
att talen hade ett gudomligt ursprung.

Pythagoras sats (som vi numera kallar detta samband mellan sidorna och
diagonalernai enrektangel) var i sin aritmetiska form (d.v.s. somensatsom heltal)
kÄand i alla hÄogkulturer och det Äar oklart nÄar den upptÄacktes och om kunskapen
spredseller om satsenupptÄacktes gºang pºa gºang, om och om igen.

Det brukar vanligen antas att kunskapen spreds,men eftersomden frºan bÄorjan
alltid formulerades som en sats om rektanglar och hela tal och eftersom den i
dennaform Äar lÄatt att observera, sºa ¯nns det inget somtalar emot att den faktiskt
upptÄacktes i °era av de antika hÄogkulturerna. Det vi vet Äar att satsenvar kÄand i
Babylon 2000ºar fvt och i Kina senast1000ºar fvt.

6. Matematik och vetenskap
Matematiken har under senareºarhundraden spelat en oerhÄort stor roll fÄor

vetenskapens utveckling och uppfattas idag av de °esta som en formalistisk och
ganska trist vetenskap. Det kan dÄarfÄor vara Äoverraskande att dessursprungliga
uppgift var att hjÄalpa forntidens prÄaster i derasreligÄosauppgifter. Detta Äar dock
ingenting somutmÄarker just matematiken, utan Äavenandra vetenskaper somastro-
nomin, fysiken och kemin, hadeen fÄorvetenskaplig period, dºa kÄanda fakta tolkades
i sin tids fÄorestÄallningsvÄarld. Eftersom religionen fÄorr hade en central roll i allt
tÄankande innebar detta att bºade stjÄarnornas gºang pºa himlen och blixt och dun-
der sºags som bevis pºa gudarnas makt. Det enda speciella med matematiken Äar
att den sºa tidigt blev vetenskap att dessfÄorvetenskapliga period till stor del var
fÄorhistorisk.

Det bÄor ocksºa pºapekas att Äaven om matematiken gjordes till vetenskap redan
av grekerna, sºa har den alltid haft svºart att bli riktigt accepteradav de empirister
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som i alla tider betraktat sig sjÄalva som de enda sanna realisterna.20 IstÄallet var
det under 15{ och 1600-talen,d.v.s. den vetenskapliga revolutionensºarhundraden
i Europa, de religÄosa mystikerna med sin Äovertygelseom att Gud skapat vÄarlden
matematiskt, som tro dde pºa mÄojligheten av en matematisk teori fÄor vÄarlden.

Dagensfysiker Äar inte lika Äovertygadeom att universum skapadesav en Gud,
men de har helt accepterat sina fÄoregºangaresÄovertygelseom att universum bara
kan beskrivas matematiskt. TvÄartom betraktas den tidigare empirismen som
ganska enfaldig. Hur har mÄanniskan nºagonsin kunnat tro att de erfarenheter vi kan
ska®aoss pºa jorden med vºara begrÄansadesinnen nºagonsin skulle kunna fÄorklara bºade det
mikroskopiskt lil la som vi inte kan se och det ofantligt stora som vi aldrig kan nºa?

7. Matematik och mystik

Det fanns en tid fÄor mycket lÄangesedannÄar alla frºagor hade ett svar. Allt
kunde fÄorklaras och allt kunde pºaverkas. Sºa var det under den forntid som vºara
fÄorfÄader betraktade som mÄansklighetensguldºalder, den tid som sedanfÄoljdes av
silverºaldern, bronsºaldern och jÄarnºaldern och som vi nu kallar fÄor stenºaldern. Det
var en tid nÄar mÄansklighetenÄagnadetre timmar om dagenfÄor att ska®asigmat och
nÄar hon var en del av naturen. Det var ocksºa en tid nÄar jordens totala befolkning
var mindre Äan en tusendelav dagensoch det var en tid somaldrig kommer tillbak a.

Det svar somfannsoch sombesvaradealla frºagor var: "Det Äar gudarnasvilja",
och det sÄatt man hade att pºaverka var att be gudar om hjÄalp. Varje by hade sina
egnagudar och i varje by fanns en man eller kvinna som kÄandegudarna bÄattre Äan
nºagon annan.

Allt levandehÄorde ihop och allting hadeen sjÄal. Mitt i den synliga, kroppsliga
vÄarlden fanns det en annan, en osynlig, andlig. Detta var den verkliga vÄarlden,
och mÄanniskans Äode styrdes av den. FÄor att rºa i sin egenvÄarld behÄovde hon nºa
till den andra. Det var fÄor att nºa till gudarnasvÄarld som riterna skapats och det
var medicinmannen,schamanen, som ledde riterna. Det fanns riter fÄor allt, fÄor liv
somfÄor dÄod. Det fanns riter fÄor jakt och fÄor dag och fÄor natt. Det fanns riter med
bÄoner och droger och andlig extas. Det fanns riter med eld och riter med blod.
Det fanns riter med dans och med trummor och sºang. Det var riter vid fest och
riter vid sorg. MÄanniskan levde i tvennevÄarldar och riterna band dem samman.

Byar vÄaxte och byar fÄorsvann och mÄanniskan spreds Äover vÄarlden. Gudar
fÄoddesoch gudar dogoch alla nºaddesmedriter, och riter uppkom och riter fÄorsvann
och nÄar de fÄorsvann blev de myter.

I varje by fanns en hÄovding, som styrde i stort och i smºatt. Vad byn skulle
gÄora beslÄots av desshÄovding, men hur det gick bestÄamdesav gudar, och den som
kÄande gudarnas vilja, det var schamanen. Honom bad man om hjÄalp, och den
hjÄalp man behÄovde var alltid densamma{ °er djur i skogenoch framgºang i jakten.
Och alltid gnÄallde de gamla och sadeatt det varit bÄattre fÄorr.

Och sºa var det, det var bÄattre fÄorr och det hade alltid varit bÄattre fÄorr. NÄar
byn grundadesvar skogenrunt den full av vilda djur som var lÄatta att jaga, men
allt efter som byn blev stÄorre sºa mºaste man jaga mer och djuren blev fÄarre. Man
mºaste jaga Äover allt stÄorre omrºaden och nÄar man nºadde till grannbyns jaktmark er
sºa minskade villebrºadet snabbt. Antingen blev det krig, eller sºa mºaste nºagra ge
sig av fÄor att bosÄatta sig nºagon annanstans.

Inga riter hjÄalpte ¡ nÄar skogensaknadedjur ºatervÄande Äaven den skickligaste
jÄagaren tomhÄant. Sºa lÄange som det fanns nºagonstansatt ta vÄagen kunde byarna

20Ordet empirist kommer frºan grekiskans empiri som betyder erfarenhet. Empiristerna
ansºag att all kunskap grundas pºa erfarenhet.
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°ytta, men nÄar skogenvar tom och det fanns byar ºat alla hºall sºa lºangt som nºagon
kunde gºa, sºa blev gudarnasbefallning att stanna dÄar man var och leva pºa grÄas.21

Det mºa ha varit gudarnasvilja eller mÄanniskornas tanke ¡ i nºagra byar kunde
man lÄara sig att Äata grÄas och att fºa det att vÄaxa. NÄar man hittade djur i skogen
sºa dÄodade man dem inte utan fºangadeoch tog hem dem. Kanske hade man tÄankt
ge gudarna o®er fÄor att djuren skulle ºatervÄanda till skogen, men gudarnas vilja,
fÄorstºadd av schamanen,var nºagot annat. Kon ¯ck fÄoda sin kalv och man o®rade
kalven.

Det tog sin tid men det gick. Med gudarnas hjÄalp kunde man bruka jorden
och fºa sin fÄoda. Byarna vÄaxte, mÄanniskorna kom nÄarmare varann och de blev °er
och °er ¡ Äanda tills torkan kom. ºAter bad man gudarna om hjÄalp, Äan en gºang
o®rademan det man kunde. Man o®radedjur, man o®rademÄanniskor, ingenting
hjÄalpte. ÄAn en gºang mºasteman °ytta. RÄaddningenblev att °ytta till °oden, trots
att man inte var fÄorst.

Vid °oden samladesallt °er mÄanniskor i allt stÄorre byar medanallt °er gudar
krÄavde sina o®er. Allt °er levde pºa att tolka gudarnas vilja och ju °er prÄasterna
blev, ju mÄaktigare blev derasgudar. NÄar gudarna blev mÄaktigare mºasteprÄasterna
Äagna allt mer tid ºat att tolka derasvilja, och ju mer tid som prÄasterna Äagnadeºat
sina gudar ju strÄangareblev dessa.Allt mºaste gÄoras vid rÄatt tid och pºa rÄatt sÄatt.

FÄor att bestÄamma den rÄatta tiden sºa studerademan natthimlens stjÄarnor och
mºanens faser. FÄor att gÄora pºa rÄatt sÄatt sºa fÄoljde man bestÄamda, tydliga regler.
Det fanns regler fÄor allt, fÄor vad somsadesoch hur det sades,fÄor vad somo®rades
och nÄar det o®rades,fÄor prÄasternasklÄadsel och altarets form. Och alltefter som
tiden gick sºa blev reglerna alltmer exakta, och plÄotsligt krÄavde de matematik.

Det som behÄovdes var bºade aritmetik och geometri. Tidens gºang, mºanens
och planeternas vandring Äover himlen fordrade rÄakning, men skapade ocksºa en
insikt om cirkelns betydelse. Ritning av kultplatser, altare och tempel fordrade
geometri, men fÄor det praktiska utfÄorandet med stenar och stockar behÄovdes det
ºater aritmetik.

Det ¯nns mºanga vittnesbÄord som stÄoder tesenatt nÄastan all fÄorhistorisk och
tidig historisk matematik hade ett rituellt, religÄost ursprung. Den allra Äaldsta
matematiken, det rena rÄaknandet, Äar naturligtvis helt fÄorhistorisk och kan bara
studerasgenomde spºar den avsatt i senaretiders tÄankande och fÄorestÄallningar. I
det moderna vÄasterlandet ¯nns det mycket fºa sºadana spºar och det enda som kan
sÄagas vara helt allmÄant Äar vºar vana (eller ovana) att betrakta talet 13 som ett
olyckstal. I den antika vÄarlden fanns det mycket °er liknande fÄorestÄallningar. De
kanske mest kÄanda Äar de som brukar tillskriv as Pythagoras och hans efterfÄoljare
pythagor¶eerna. FÄor dessagÄallde bl.a. att allt Äar tal, vidare var de udda talen
manliga och de jÄamna kvinnliga. Talet ETT var Gud och bºade jÄamnt och udda,
medan fem var giftermºalstalet.

Det ¯nns ocksºa bland mºanga kulturer tabu-fÄorestÄallningar om rÄaknande, av
sorten att om en mor rÄaknar sina barn sºa kommer ett av dem att dÄo och om en
herde rÄaknar sina djur sºa kommer ett att bli taget av vargen ("rÄakna tyst, vargen
kan hÄora!" ). Det ligger nÄara till hands att fÄorklara dessaid¶eer med att rÄaknandet
faktiskt varit fÄorknippat med risker, exempelvis pºa sºa sÄatt att det var i samband
med en rÄakning av hjorden som schamanen utvalde de djur som skulle o®ras.
Detta Äar dÄarmed ett av indicierna fÄor att rÄaknandet ursprungligen ingick i ett
rituellt sammanhang.

De Äaldsta spºaren av geometri ¯nns pºa krukor av lera och om dessakom till bara
fÄor sin skÄonhet eller om de ocksºa hade en symbolisk betydelsevet vi inte, men de

21Det grÄas man ºat var frÄamst vete.
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vittnar Äandºa om att geometriska former som cirklar, trianglar och fyrkanter var
kÄanda i stora delar av vÄarlden redan fÄor mer Äan 5000 ºar sedan. De tidigaste
kÄanda anvÄandningarna av geometri kan sesi tempel frºan sumerisk tid. Sumererna
fÄorberedde sina tempelbyggnader genom att sÄatta pinnar i marken och spÄanna
rÄoda snÄoren mellan dem. DessasnÄoren kvarlÄamnaderÄoda linjer somkunnat hittas
under ruinerna av de nedfallna templen, och tack vare dessavet vi mer om det
geometriska kunnandet hos sumerernaÄan hos de tidiga grekerna.

NÄar det slutligen gÄaller de Äaldsta skrifterna med geometriskt innehºall sºa ¯nner
vi dessapºa kilskriftsta vlor ifrºan Babylonien. Det ¯nns ocksºa indiska skrifter, Sul-
vasutras, om altarkonstruktioner som visar att de indiska prÄasterna lºangt fÄore vºar
tiderÄakning hade fÄorblu®andekunskaper i geometri. Det rºader en stor osÄakerhet
om hur gamla dessaskrifter Äar och framfÄor allt gÄaller frºaganom ifall de skrevsfÄore
eller efter Pythagoras tid. Denna frºaga Äar av speciell betydelseeftersom bland de
problem som de indiska prÄasterna studerade fanns tvºa av de klassiska problemen
i den grekiska geometrin, nÄamligen cirkelns kvadratur och kubensfÄordubbling.

8. Stora tal.
| Vad Äar ett stort tal?
ÄAnda sedanmÄanniskan bÄorjade rÄakna har hon fascineratsav stora tal. ÄAnnu

idag kan nya vÄarldsrekord nÄar det gÄaller att hitta stora primtal komma in som
notiser i vºara dagstidningar, och det enda som skiljer ossfrºan vºara fÄorfÄader Äar att
vi dagligen lÄaser om tal som de tyckte var ofantliga och obegripliga. Under de
ºartusenden som gºatt sedanvºara fÄorfÄader lÄarde sig att rÄakna ena handens¯ngrar
har dÄarfÄor de stora talen blivit allt stÄorre.

Som jag tidigare nÄamnt fanns det en tid dºa talet tre var pºa grÄansentill det
orÄakneliga och dÄarfÄor var ett stort tal. NÄar sedannomadernabÄorjade Äaga hjordar
med tiotals och kanske hundratals djur sºa blev hundra och tusen stora tal. Fort-
farande Äar ju talet hundra tillrÄackligt stort fÄor att vi ska hinna gÄomma ossmedan
nºagon rÄaknar hÄogt till det.

Vad som menasmed att ett tal Äar stort beror delvis, men bara delvis pºa vad
det anvÄands till. I sjÄalva verket ¯nns det all anledning att sÄaga att talet hundra
faktiskt Äar stort, och fÄor vºara Äogon och vºara hÄander Äar redan tio och tal strax
dÄarÄover stora. Om vi ser pºa en samling individer sºa kan vi sehur mºangade Äar om
de inte Äar °er Äan ungefÄar sju eller ºatta, men vi kan inte se om de Äar nitton eller
tjugo. Om antalet Äar stÄorre mºastevi antingen ordna dem i grupper eller helt enkelt
rÄakna tyst fÄor osssjÄalva. Mer allmÄant kan det sÄagasatt vi inte har nºagon intuitiv
uppfattning om antal som Äoverstiger nºagra hundra. Detta mÄarks bl.a. pºa hur vi
reagerar pºa nyheter om katastrofer i vÄarlden, eftersom en olycka med fem dÄoda
svenskar kan fºa minst lika mycket uppmÄarksamhet som en olycka med femtusen
dÄoda kineser. Det mÄarkliga Äar dÄarfÄor att vi, trots att vi inte fÄorstºar dem, Äandºa
behÄarskar att rÄakna med bºade miljoner och miljarder.

Den frÄamsta anledningen till detta Äar att vi idag dels har rÄaknesÄatt som gÄor
det mÄojligt fÄor ossatt nºa till stora tal med fºa operationer och delshar konventioner
som gÄor det mÄojligt att skriva ner dem. Ett drastiskt exempel pºa detta Äar talet
9(9 9 ) , som Äar ett tal med mer Äan 108 si®ror. FÄor att lÄara oss att handskas med
stora tal har vi dÄarfÄor dels behÄovt hitta e®ektiva metoder att ºaskºadliggÄora talen
och dels behÄovt lÄara ossalltmer avanceraderÄaknesÄatt.

Jag kommer i detta avsnitt frÄamsta att Äagna mig ºat olika sÄatt att skriva tal
som anvÄandesinnan de arabiska si®rornaerÄovrade vÄarlden.

Allt skrivande av tal bÄorjade med raka streck fÄor entalen, pºa det sÄatt som
vi fortfarande anvÄander vid rÄostsammanrÄakningar. NÄasta steg var ocksºa alltid
detsamma, nÄamligen att infÄora sÄarskilda symboler fÄor fem eller tio, och sedan
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ytterligare tecken fÄor lÄampliga multipler av tio. Detta sÄatt att skriva tal hÄangde
naturligt ihop meddet sÄatt pºa vilk et de°esta kulturfolk under antik en rÄaknadeoch
likasºa med de rÄaknebrÄaden som anvÄandes. Ett rÄaknebrÄade, eller en abakus bestod
av en °at skiva med rÄannor, och i varje rÄanna fanns det plats fÄor tio kulor.

Den endanackdelen med dessasÄatt att skriva tal var att uttryc ken blev klum-
piga och svºarlÄasta. Allteftersom skriftsprºaken och sjÄofarandet utvecklades blev
denna nackdel alltmer besvÄarande och de frÄamsta sjÄofararfolken, fenicierna och
grekerna Äovergick till att skriva sina tal med en blandning av tecken fÄor tal och
tecken fÄor ljud, sºa att till exempel ett tal som 256 kunde ha skrivits som

{{ h ¤ ¤ ¤ ¤ ¤ t ² ² ² ² ² ² :

Sºa smºaningom kom bokstÄaverna helt att ersÄatta de tidigare taltecknen, nºagot som
gjorde talen lÄatta att lÄasa och skriva. Det vi idag ser som den stora nackdelen,
detta att de inte var lÄampliga fÄor berÄakningar, speladedºa ingen roll eftersom alla
berÄakningar Äandºa utfÄordesmed en abakus.

Senare¯ck, hos bºade fenicier och greker, alla bokstÄaver ett vÄarde som tal och
ganska snart bÄorjade man roa sig med att lÄaggaihop bokstÄaverna i orden. NÄar dºa
tvºa individer upptÄackte att derasnamn hade sammatalsumma sºa var detta alltid
ett gott tecken infÄor en fÄorestºaendea®Äar, eller infÄor ett Äaktenskap. Det blev ocksºa
populÄart att som en gºata uppge sitt tal istÄallet fÄor sitt namn.22

NÄar sedan judarna, utgºaende frºan det feniciska alfabetet, skapade ett eget
skriftsprºak, sºa Äovertog de ocksºa det feniciska sÄattet att skriva sina tal. ÄAven fÄor
judarna ¯ck dÄarmed orden ett tal, nºagot som vi tydligt kan se pºa °era stÄallen
i Bibeln, i bºade Gamla och Nya Testamentet. Inom judendomen brukar denna
form av talmystik kallas Kabbala. Den har spelat (och spelar?) en stor roll i
religÄost judiskt tÄankande. Det bÄor dock pºapekas att den inte bara fÄorekommit
inom judendomenutan Äaven inom annan orientalisk mystik. Dessutomgºar sjÄalva
grundid¶en, den att fÄoreteelsermed en yttre likhet ocksºa har en djupare andlig
gemenskap som gÄor att de kan pºaverka varann, tillbak a till urminnes tider lºangt
fÄore vºar tiderÄakning. Det Äar i princip samma id¶e som nÄar en medicinman sticker
en bild av en ¯ende med en nºal, i fÄorhoppning om att dÄarigenom sºara den som
bilden fÄorestÄaller.

Man har ocksºa framfÄort teorin om att geometrin uppstod ur en liknande, men
Äaldre geometrisk gematria dÄar ett centralt inslag var att bygga altare med exakt
sammayta. Detta skulle i sºa fall vara ursprunget till ett av den antika geometrins
centrala problem, nÄamligendet sombrukar kallascirkelns kvadratur och somhandlar
om att konstruera en kvadrat med samma yta som en given cirkel.

I det grekiska talsystemet anvÄandes27 olika bokstÄaver, varav dock tre stycken
varºalderdomligateckensomfunnits i det feniciska alfabetet. I huvudsakfÄoljde man
den vanliga bokstavsordningensºa att bokstÄaverna a,b,c,d,e(eller rÄattare ®; ¯ ; ° ; ±; " )
stod fÄor talen 1,2,3,4och 5. Efter ´ (= 9) och ¶(= 10) fÄoljde ·; ¸ och ¹ fÄor 10, 20 och
30 o.s.v. till %(= 100) varefter man hade tecken fÄor de jÄamna hundratalen upp till
900. Detta innebar att man med tre bokstÄaver kunde skriva alla tal upp till 999.
DÄarefter hademan ett slagspositionssystem,sºa att 1000skrevssom 0®, d.v.s. med
en markerad etta. Pºa detta sÄatt hade man mÄojlighet att skriva talen upp till 999
999. Samtidigt bÄor det pºapekas att stora tal sÄallan behÄovs fÄor praktiska Äandamºal

22Denna form av talmystik brukar kallas fÄor gematria. Den utgºar frºan att alla bokstÄaver
stºar fÄor ett tal, och att summan av dessatal ger orden ett numeriskt vÄarde. Det karak-
teristiska Äar sedanatt om namnen fÄor tvºa personereller orden fÄor tvºa saker har samma
vÄarde sºa har de ett andligt samband och kan dÄarfÄor pºaverka varann.
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eftersom de nÄastan alltid kan ersÄattas med stora enheter (exempelvis ton istÄallet
fÄor gram eller mil istÄallet fÄor centimeter).

I mindre praktiska sammanhangsºasom talmystik eller ren matematik ¯nns
dock inte dennamÄojlighet och dºa kan stora tal ofta spela en viktig roll. FÄor pytha-
gor¶eerna,somvar verksammai degrekiska kolonierna i sÄodra Italien i mitten av det
sistaºartusendet fvt, var bºadematematikenoch talmystikencentrala element i deras
religÄosafÄorestÄallningsvÄarld. Grundaren av "pythagor¶eerna" var Pythagoras , som
efter resor i Egypten, Babylon och kanske Äaven Indien bosatte sig i stadenKroton i
SÄodra Italien. Han kom dit ºar 540fvt vid ungefÄar 40ºarsºalder och var verksamdÄar
till sin dÄod ºar 500. Han grundadeen skola och bildade ett "brÄodraskap" (som Äaven
innehÄoll kvinnor) av sina lÄarjungar. Detta Äoverlevde mÄastarensdÄod och spelade
en stor roll i 400-talets grekiska ¯loso¯. Genom Pla ton , som under ett antal ºar
efter Sokra tes dÄod ºar 399 fvt, studeradematematik och ¯loso¯ under ledning av
sin tids frÄamste pythagor¶e, Ar chyt as, kom mºanga av deras id¶eer att pºaverka det
andliga livet under hela antik en och genomkristendomensfÄormedling Äanda in i vºar
egentid. ÄAven om pythagor¶eernainte grundade den grekiska matematiken sºa var
deras nÄarmast fanatiska intressefÄor den en av de viktigaste drivkrafterna bakom
dessuppblomstring vid denna tid.

FÄor pythagor¶eernavar talen bokstavligt talat heliga. Derasvalsprºak var " all t
Äar t al " och talet ett var Gud sjÄalv. FÄorutom att grundaren lÄart sig matematik
av babylonierna och dÄarigenom fºatt del av deras talmystik var det tvºa av deras
egna vetenskapliga bedrifter som Äokade intresset fÄor talen. Den ena av dessavar
upptÄackten av de rena tonintervallen och den andra var ett geometriskt bevis fÄor
"Pythagoras sats". UpptÄackten av de rena intervallen ¯ck frÄamst en ¯loso¯sk,
nÄarmast religÄos, betydelse pºa sºa sÄatt att alla harmonier i naturen antogs bero
pºa fÄorhºallanden mellan hela tal, och bidrog enbart till att stÄarka tron pºa talens
betydelse.

Den andra bedriften ¯ck en helt annan betydelseoch kom att hota hela grund-
valen fÄor derasvÄarldsuppfattning. Vi vet ju att "satsen" redan hade varit kÄand i
minst halvtannat ºartusende,men att den dittills uppfattats somett samband mel-
lan vissa trianglar och vissa hela tal. NÄar pythagor¶eernahittade sitt geometriska
bevis sºa var den outtalade fÄorutsÄattningen att sidorna i triangeln var hela tal och
den omedelbarafÄoljden blev att de genast fÄorsÄokte att bevisa att i varje triangel
fanns en gemensamenhet sºa att alla tre sidornas lÄangder var heltalsmultipler av
denna. Den metod de anvÄande fÄor att gÄora detta brukar kallas Euklides algoritm
och anvÄands numera frÄamst inom talteorin. 23 Metoden ledde till att sidorna inde-
lades i allt mindre enheter och att dÄarmed antalet enheter blev allt stÄorre. Till
att bÄorja med sºa bidrog sÄakert ÄonsketÄankandeoch mÄatfel till att de alltid fÄorr eller
senare¯ck ett helt antal enheter, men med tiden vÄaxte tvivlet. Ju noggrannare
konstruktionerna utfÄordesju mindre enheter¯ck de och ju stÄorre blev sidornastal.
Till sist upptÄackte nºagon i brÄodraskapet att det inte stÄamde. Den geometriska ¯-
gur som var sjÄalva symbolen fÄor brÄodraskapet, nÄamligen pentagrammet (d.v.s. den
regelbundna femstjÄarnan) innehÄoll ett fÄorhºallande som inte kunde uttryc kas som
ett fÄorhºallande mellan hela tal. Detta fÄorhºallande brukar kallas "det gyllene snit-
tet" och kan med moderna beteckningar skrivas som (

p
5 ¡ 1)=2. Den fasansfulla

upptÄackten var att dºa algoritmen anvÄandesengºangsºa dÄok samma¯gur och samma
fÄorhºallande upp igen. Detta innebar att hur mºanga gºanger de Äan upprepadeden
sºa kunde den aldrig leda till en gemensamgrundenhet som gjorde det mÄojligt att
uttryc ka bºada de sÄokta lÄangderna som hela tal. Nºagot senare(mÄojligen rentav
nºagot tidigare ) upptÄackte de ocksºa att inte heller fÄorhºallandet mellan diagonalen

23Seappendix E
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och sidan i en kvadrat kunde uttryc kas som ett fÄorhºallande mellan hela tal. 24

Detta var en upptÄackt som fÄor pythagor¶eerna var lika fruktansvÄard som ett
bevis fÄor att Jesusaldrig hade levat skulle ha varit fÄor den kristna kyrkan. Re-
aktionen blev ocksºa densammasom den skulle ha blivit inom kyrkan, nÄamligen
att upptÄackten tystadesner och fÄor en lºang tid fÄorblev deras egenfruktansvÄarda
hemlighet. Vetenskapliga upptÄackter kan dock inte hºallas hemliga i all evighet och
sedan upptÄackten av de irrationella talen blivit kÄand sºa fÄorlorade de hela talen
sin ÄoverhÄoghet i den grekiska matematiken. IstÄallet tog geometrin Äoverhandenoch
utvecklades pºa nºagraºarhundraden till den enda vetenskapliga teori i antik en som
bestºatt Äanda in i vºar egentid.

Trots detta levde intresset fÄor de naturliga talen kvar i den grekiska mate-
matiken och ¯loso¯n och spelade en stor fÄor deras tankar om oÄandligheten. I
Aristoteles bok om fysiken diskuterar han huruvida det ¯nns oÄandligt mºanga
tal eller inte. Bakgrunden Äar naturligtvis att oÄandligheten i sig Äar nºagot overkligt
samtidigt som man redan dºa insºag att talen aldrig tar slut. Aristoteles lÄosning pºa
problemet blev att infÄora begreppen aktuell och potentiell oÄandlighet. Med denna
uppdelning av begreppen kunde han sedanhÄavda att mÄangdenav (de naturliga)
talen var potentiellt, men inte aktuellt, oÄandlig. I Euklides Elementa handlar tre
bÄocker om talteori. Nºagra av de intressantaste resultaten handlar om primtal och
bl.a. bevisar han att det ¯nns oÄandligt mºanga primtal. 25

Den antik e matematiker som mest fascineradesav stora tal, var dock den
stÄorste av dem alla, nÄamligen Arkimedes , som skrev tvºa arbeten som handlade
om stora tal. Det ena av dessavar ett rÄakneproblem om boskap vars lÄosning be-
stod av tal som med vºart sÄatt att skriva dem skulle ha behÄovt mer Äan 250.000
si®ror. Det andra var det berÄomda arbetet SandrÄaknaren, dÄar Arkimedes uppskat-
tar hur mºanga sandkorn som skulle behÄovas fÄor att fylla hela universum. Detta
arbete Äar intressant av tvºa skÄal, dels innehºaller det en beskrivning av Arist ar chos
heliocentriska universum26 och dels innehºaller det en beskrivning av tal sºa stora
att de inte ensryms i dagensstÄorsta datorer. Arkimedes sÄatt att komma fram till
och beskriva dessamycket stora tal Äar fantastiskt och imponerande. Han utgºar
ifrºan det stÄorsta tal som hade ett namn i den grekiska matematiken. Detta tal
kallades en myriad, ett ord som fortfarande anvÄands fÄor att ange ofattbart stora
antal, och betecknade talet tiotusen. Arkimedes bÄorjade med att bilda talet en
myriad myriader, d.v.s. 100 millioner och sedanmultiplicerade han detta tal med
sig sjÄalvt en myriad myriader gºanger. ÄAndºa var han inte nÄojd utan gjorde om
samma sak nºagra gºanger till och han gav sig inte fÄorrÄan han hade kommit fram

24Ett fÄorhºallande mellan tvºa lÄangder sadesvara mÄatbart eller kommensurabelt om det
kunde skrivassomett fÄorhºallande mellan hela tal, d.v.s. om det fannsen gemensamgrund-
lÄangd somgick ett helt antal gºanger i bºada. Idag kallar vi ett sºadant fÄorhºallande rationellt
medan motsatsen kallas irr ationellt . Det pythagor¶eerna upptÄackte var dÄarfÄor, med mo-
dernt sprºakbruk, existensenav irrationella tal.
25Eftersom Euklides tycks ha varit vÄal fÄortrogen med Aristoteles arbeten sºa sÄager han
inte rakt ut att antalet primtal Äar oÄandligt, utan han nÄojer sig med det skenbart svagare
pºastºaendet att det inte ¯nns nºagot stÄorsta primtal.
26Aristarchos frºan Samos (c:a 310 { 230 fvt) skrev ett arbete Om solens och mºanens
avstºand och storlek dÄar han dels rÄaknar ut avstºandet till mºanen och solenoch sedanmed
hjÄalp av dessauppskattningar ocksºa deras storlek. ÄAven om han grovt underskattade
avstºandet till solen och dÄarmed ocksºa dessstorlek sºa kom han Äandºa fram till att solen
var ungefÄar 250 gºanger stÄorre Äan jorden. Han drog ocksºa den naturliga slutsatsenav sina
berÄakningar genom att anta att det inte var solen som snurrade runt den stillastºaende
jorden, utan istÄallet var den lilla jorden som snurrade runt den stora solen.
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till ett tal som vi skriver som 108¢1016
vilk et om vi kunde skriva ut det skulle bestºa

av en etta med 80 000 biljoner nollor efter sig. NÄar han vÄal ºastadkommit detta
stora tal sºa rÄaknar han ut hur mºangasandkorn han skulle behÄova fÄor att fylla hela
universum, och han kommer ocksºa fram till att det inte skulle behÄovas sºa vÄarst
mºanga (vilk et innebar att det inte behÄovdes mer Äan ungefÄar 1060!).

Arkimedes berÄakningar leddetill uppskattningen att universumsdiameter inte
kunde vara stÄorre Äan knappt fyra ljusºar (fÄor att anvÄanda ett modernt mºatt) och
Äaven om vi idag tror att universum har en diameter om kanske 20 miljar der ljusºar,
sºa drÄojde det faktiskt mer Äan tvºa tusenºar innan vetenskapen kunde fÄorestÄalla sig
ett universumstÄorre Äan det somArkimedeshadeberÄaknat. I fantasi och tankekraft
Äar SandrÄaknaren ett av antik ensmest storslagnaverk, vÄal jÄamfÄorbart med Egyptens
pyramider.

9. Att rÄakna med brºak I.
Matematiken Äar en skapelseav den mÄanskliga hjÄarnan, en skapelsesom upp-

stod dºa mÄanniskan bÄorjade rÄakna och mÄata. Det var dock inte rÄaknandet och
mÄatandet i sig utan det var hennesfÄorsÄok att beskriva, tolka och fÄorstºa vad det
var hon gjorde somvar av betydelseoch gav upphov till matematiken. Hittills har
vi huvudsakligenÄagnat ossºat de svºarigheter vºara fÄorfÄader hademed att fÄorstºa sitt
rÄaknandemen nu kan det vara dagsatt ºatminstone berÄora mÄatningens problem.

Vi kan dÄarvid liksom i fallet med rÄaknandet bÄorja med att konstatera att
stenºaldersmÄanniskan som regel hade mycket smºa behov av att mÄata och Äannu
mindre behov av att angeresultatet i annan form Äan ett konstaterandeav att

den hÄar kÄappen Äar til lrÄackligt lºang
eller

din ¯sk Äar tyngre Äan min.

Med jordbruk, Äagandeoch mer organiseradesamhÄallen blev dock behovet av
mÄatningar allt stÄorre. Tidiga former av organiseradearbeten som fÄorutsatte mÄat-
ningar bÄor ha varit uppfÄorandet av stÄorre byggnader, vÄagar och bevattningsan-
lÄaggningar. AllmÄant kan vi sÄaga att sºa snart som ett konstruktionsarbete kunde
delas mellan °era individer som arbetade oberoende av varann sºa krÄavdes det
mÄatningar och mºattangivelserfÄor att delarna skulle passaihop. FÄor tidiga arbeten
bÄor precisionskraven ha varit sºa smºa att mºatten kunde angesmed ett antal steg
eller mÄojligen fot. FÄor kortare lÄangder anvÄande man handsbreddereller tummar
och allmÄant fÄorefaller det som om man i alla kulturer fÄoljde regeln att mÄanniskan
Äar alltings mºatt, d.v.s. att alla lÄangdmºatt utgick ifrºan mÄanniskokroppen och dess
delar. NÄar arbetena blev stÄorre, husen hÄogre och antalet arbetare °er, sºa Äokade
kraven pºa precision. Detta innebar inte att man infÄorde nya sorter men dÄaremot
att de som fanns blev standardiserade. IstÄallet fÄor att var och en mÄatte med egna
fÄotter eller hÄander sºa anvÄande man mÄatkÄappar eller snÄoren av givna lÄangder.

Alltefter som samhÄallena blev alltmer kompliceradesºa vÄaxte behoven av mÄat-
ning och dessutomvar det allt°er somvar beroendeav mÄatningarnas resultat. Nu
kunde det gÄalla att mÄata mÄangdensÄad som skulle betalas i skatt till kungen eller
den mÄangd olivolja som skulle gesi utbyte mot en oxe. I alla hÄogkulturer infÄordes
standardmºatt fÄor lÄangder, ytor, volymer och vikter. LÄangd{ och ytmºatten hÄangde
somregel ihop pºa sºa sÄatt att ytorna var kvadrater pºa lÄangdernamedanvolymerna
dÄaremot inte var kuber utan istÄallet beskrevsmed hjÄalp av lÄampliga kÄarl som ur-
nor, kannor och senaretunnor. NÄar sedanmetallerna alltmer kom att anvÄandas
som betalningsmedelvid handel sºa uppstod ocksºa ett stÄorre behov av vikter.

Vid alla dessamÄatningar var det som skulle mÄatas nºagot kontinuerligt och
resultaten borde dÄarfÄor ha angivits som reella tal. Sºadana hade man inte utan allt
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man hadevar standardmºatt och hela tal. Det man gjorde var naturligtvis att fÄorst
mÄata antalet fot, och sedanse efter hur mºanga tum som blev Äover. KrÄavdes det
Äannu stÄorre precision kunde man ocksºa mellan tumstrecken lÄaggain ett eller °era
extra streck. DÄarmed uppstod halvor, tredjedelar och ibland Äaven fjÄardedelareller
femtedelar. Trots att dessabrºakdelar inte uppfattades som tal utan som fysiska
storheter utgjorde de ett intellektuellt problem i alla de tidiga kulturerna. Innan
vi gºar vidare kan det vara vÄart att notera att vissa sprºak fortfarande uppfattar
en halv som ett mittstrec k eftersom orden fÄor halv och mitt Äar nÄara beslÄaktade.27

Det vanligaste sÄattet att hantera problemet var att man undan fÄor undan infÄorde
mindre enheter, ner till den grÄanssommÄattekniken tillÄat och mÄatbehoven krÄavde.
SÄattet att gÄora detta var som regel att man lÄat en lÄamplig brºakdel som kunde
vara alltfr ºan en halv eller en tredjedel upp till 1=12 eller 1=24 av den tidigare
minsta enhetenbli en ny enhet. Denna typ av mºattsystem har, efter metersystemets
infÄorandenÄastan fÄorsvunnit ur praktiskt bruk i Sverige,mendet var Äannu fÄor nºagra
fºaºar sedanvanligt i anglo-saxiska lÄander dÄar det gick 12 tum pºa en fot vid mÄatning
av lÄangder,16 uns pºa ett pund vid vÄagningoch 12 pence pºa en shilling och 20 skilling
pºa ett pund nÄar man rÄaknadepengar. ÄAndºa Äar det ju alltid sºa att hur smºa enheter
vi Äan anvÄander sºa hÄander det gºang pºa gºang att vi inte kan bestÄamma osseftersom
det vi mÄater tycks hamna mitt emellan tvºa streck.

Sammanfattningsvis kan vi alltsºa konstatera att mÄanskligheten i praktik en
fÄorsÄokte undvika brºak genom att Äovergºa till mindre enheter. ÄAndºa fanns det in-
tellektuella problemet kvar och i de kulturer dÄar det fanns prÄaster eller andra
som hade tid att Äagna sig ºat matematik sºa studeradesdet intensivt under lºanga
perioder. Vilk a problem som stÄallde till stÄorst svºarigheter varierade och berodde
frÄamst pºa hur man skrev sina brºak. I Egypten infÄorde man tidigt en symbol som
motsvarade vºart 1=x vilk et innebar att man kunde tala om och skriva en tiondel
eller en 43-djedel men inte om tvºa eller °era. Detta gjorde att man fÄor att skriva
talet 2=43, som kunde vara svaret pºa hur mycket vete en man skulle fºa om tvºa
tunnor deladesmellan 43 personer, mºaste skriva det som en summa av enstaka
brºakdelar. Bland de gamla papyrusrullar som hittats och som rÄor matematik Äar
detta ett av de viktigaste problemen. Exempelvis skrev man
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+
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1
301

:

Nu bÄor det pºapekas att det ¯nns andra lÄosningar pºa detta problem, och att vi
ocksºa kan skriva t.ex.
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Moderna matematikhistorik er har dÄarfÄor studerat de exempel som fÄorekommer i
de gamla papyrusrullarna fÄor att fÄorsÄoka att fÄorstºa vilka metoder som anvÄandes.
Hittills har man dock inte hittat nºagot system utan det fÄorefaller som om det var
en utveckling som pºagºatt under lºang tid och dÄar olika matematiker utvecklade
olika system.

Ett intressant sÄatt att hantera brºakrÄakning var det sexagesimalatalsystem
som anvÄandes i Mesopotamien och som vi behandlat tidigare. De reciproka tal

27Italienska mezzooch portugisiska meio har bºada den dubbla betydelsenav halv och mitt.
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som anvÄandes i detta system gjorde det lÄatt att rÄakna med de regulÄara talen,
d.v.s. de som bara innehÄoll primfaktorerna 2,3 och 5, medan t.ex. sjundedelarna
fortfarande var ett problem. Det Äar dock vÄart att notera att systemet gjorde det
lÄatt att berÄakna nÄarmevÄarden inte bara fÄor brºakdelar av irregulÄara tal utan ocksºa
fÄor kvadratrÄotter och lÄosningar till mer kompliceradeandragradsekvationer.

10. Att rÄakna med brºak I I.
Med pythagor¶eernasupptÄackt av sambandet mellan hela tal och musik ¯ck

brºaktalen en helt ny innebÄord och betydelse. Deras upptÄackt var att om tvºa
strÄangar, av samma material och med samma spÄanning klingade harmoniskt till-
sammans sºa fanns det ett enkelt samband mellan lÄangderna. Om den lÄangre
strÄangen gav grundtonen sºa gav en hÄalften sºa lºang strÄang oktaven, en som var
2=3 gav kvinten och 3=4 gav tersen. ÄAven de andra rena tonintervallen svarade
mot enkla samband mellan "smºa" hela tal.

Att fÄorhºallanden mellan storheter kunde vara av intresse kÄande man natur-
ligtvis till tidigare bºade i Grekland och i de andra tidiga kulturerna. Ett sºadant
fÄorhºallande som ºatminstone erfarenhetsmÄassigt var kÄant Äoverallt Äar att ytskalan
Äar kvadraten pºa lÄangdskalanoch fÄorhºallandet mellan volymerna Äar kuben pºa fÄorhºallandet
mellan lÄangderna. Det var dÄarfÄor inte detta att man studeradefÄorhºallandet mellan
lÄangder som var nytt, utan det nya var att det fÄorhºallande som man fann kunde
sessom en kvot mellan hela tal.

FÄorhºallandet mellan storheter kom sedanatt spela en viktig roll i grekernas
vetenskap. Eftersom produkten och kvoten mellan fÄorhºallanden ger nya fÄorhºal-
landen sºa var det naturligt fÄor dem att multiplicera och dividera brºak. Det ¯nns
dÄaremot som regel ingen naturlig tolkning av summan mellan tvºa fÄorhºallanden
vilk et innebar att addition och subtraktion av brºak inte fÄorekom fÄorrÄan lºangt fram
i tiden. FÄor osssom fºar lÄara ossbrºakrÄakning redan i grundskolan och som redan
frºan bÄorjan serdem som tal kan det vara svºart att fÄorstºa att hur viktiga brºaken Äan
var i den grekiska matematiken sºa uppfattades de inte som tal. De enda tal som
grekerna (och derasfÄoregºangareoch samtida) fÄorstod sig pºa var de som vi Äan idag
kallar naturliga tal.

Den situation dÄar det var lÄattast att anvÄanda den mindre storheten fÄor att
mÄata den stÄorre var nÄar man jÄamfÄorde lÄangder. Detta innebar att man geomet-
riskt kunde hantera storheter som inte var givna som hela tal, och eftersom bºade
addition av lÄangder och multiplik ation av dem hade en geometrisk tolkning (som
lÄangd eller yta) sºa kunde de utveckla en stor algebraisk fÄardighet. Deras metoder
brukar beskrivasmed termen geometrisk algebra och utgjorde en viktig del av deras
geometri. En fÄoljd av att alla storheter tolkades geometriskt var att de kunde
multiplicera tvºa lÄangder fÄor att fºa en yta, tre fÄor att fºa en volym, men att °er Äan
tre lÄangder inte kunde multipliceras.

Under de sista ºarhundradena fvt kom dock de grekiska matematikerna och
(inte minst viktigt) astronomernai fÄornyad kontakt med den babyloniska kulturen
och Äaven om de inte Äovertog det sexagesimalatalsystemet i sin helhet, sºa tog de
Äandºa vara pºa det vÄasentliga, nÄamligen id¶en att nÄar de behÄovde Äokad precision sºa
deladede sin minsta enhet i 60 lika delar. Dessakallades (sedande Äoversatts till
latin) minuter och om de behÄovde Äannu stÄorre noggrannhetsºa deladede minuterna
i 60 sekunder. FÄor matematiskt bruk gick de Äannu lÄangrevilk et innebar att de kom
ganska nÄara ett decimalbrºakssystem.Det var dock mest astronomer som anvÄande
dessatal och eftersom de sÄallan hade anledning dÄartill sºa multiplicerade inte de
heller mer Äan tvºa tal med varandra.

Det bÄor ocksºa nÄamnas att nºagra fºa av de frÄamsta grekiska matematikerna,
speciellt Arkimedes och senareDiof antos , somvar verksami Alexandria vid mit-
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ten av 200-talet, ºatminstone hade en intuitiv uppfattning om bºade rationella och
reella tal.

Jag vill sammanfatta dessatvºa avsnitt om brºak och brºakrÄakning med att sÄaga
att fÄor det fÄorsta fanns det fÄore infÄorandet av de arabiska si®rornaoch positionssy-
stemet inget riktigt bra sÄatt att skriva brºak. FÄor det andra hadebrºaken visserligen
anvÄants i tvºa olika sammanhangmed helt olika tolkningar, men trots detta var de
egentligen olÄampliga i bºada fallen. Anledningen Äar att de oftast anvÄandesi sam-
band med kontinuerliga storheter och fÄor dessaÄar det reella tal sombehÄovs och inte
rationella. ÄAvenom reella tal somregelinte kan uttryc kasexakt medenbart si®ror,
sºa att vi oftast tvingas att rÄakna med nÄarmevÄarden som Äar rationella tal (numera
vanligen decimalbrºak), sºa Äar strukturerna hos talsystemen helt annorlunda. Det
var inte fÄorrÄan de europeiska matematikerna med hjÄalp av decimalbrºaken bÄorjade
fÄorstºa de reella talen som de rationella talen under de senasteºarhundradena ¯ck
en egenroll. I den moderna matematiken anvÄandsde rationella talen frÄamst inom
algebran. De anvÄands dÄarvid inte som nÄarmevÄarden utan det Äar de exakta talen
som Äar viktiga.
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KAP .3. CIRKELN
1. En helig form

Det brukar sÄagasatt cirkeln Äar den fÄorsta form som ett litet barn lÄar sig att
kÄanna igen och det ¯nns anledning att tro att det ocksºa var den fÄorsta form som
vºara fÄorfÄader uppfattade. Till skillnad mot den rÄata linjen fÄorekommer ju nÄamligen
cirkeln Äaven i den orÄorda naturen. Pºa dagen lyser den runda solenoch pºa natten
mºanen som Äaven den Äar rund sºa ofta den kan. TrÄad Äar runda och Äaven blommor
och frukter. De fÄorsta husen var runda och nÄar elden tÄandespºa kvÄallen sºa satt
man i cirkel omkring den. Det fÄorsta man gjorde med lera var en boll och nÄar
man plattade till den sºa blev den en cirkel. ÄOverallt dÄar mÄanniskor levat hittar
man cirklar. Nºagra dyrkade solen som vÄarmde pºa dagen, andra prisade mºanen
som lyste i mÄorkret. ÄOverallt dÄar mÄanniskor fanns anadescirkelns makt.

Det som rÄor sig fÄor evigt, rÄor sig i cirklar, solen pºa dagen och stjÄarnorna pºa
natten, och lºangt fÄore bºage och pil anvÄandesslungan vid jakten. Ringen Äar evig
som form och symbol och mÄanniskan sºag den som helig.

2. En naturlig form
ÄAven om cirkeln var helig sºa var den ocksºa, bokstavligt talat, naturlig och lÄatt

att skapa. Det enklaste sÄattet att ºastadkomma cirklar och ringar var kanske att
kasta en sten i en stilla sjÄo, men Äaven en deg- eller lerklump som rullas mellan
hÄanderna blir snart rund. De Äaldsta fÄoremºal av lera vi funnit var alla runda
och i alla dekorationer fÄorekom cirklar. De Äaldsta kÄanda heliga byggnaderna i
vÄarlden hade formen av en rund kupol.28 Sammantaget visar detta att Äaven om
cirkeln fÄorblev helig sºa var den inte fÄorbjuden utan var istÄallet den fÄorsta form som
mÄanniskan lÄarde sig att tillv erka.

Det Äar troligt att de fÄorsta runda fÄoremºal sommÄanniskan lÄarde sig att tillv erka
var just kulor och bollar som rullades mellan hÄanderna. Ganska snart lÄarde hon
sig dock att Äaven tillv erka cirklar med hjÄalp av "passare". Detta gjordes sºa att
man i bºada Äandar av en lina band fast spetsadepinnar. Den ena av dessasattes
ner i marken och hÄolls fast av en personmedan en annan drog den andra ett varv
runt. Denna teknik var kÄand bland sumererna.

Ett hantverk som tidigt blev betydelsefullt var krukmakeriet. LerkÄarl gick
visserligenlÄattare sÄonder Äan korgar och skºalar av levandematerial men detta kom-
penseradesav att de var lÄatta att tillv erka och kunde utsÄattas fÄor eld. Vi kan anta
att de fÄorsta lerkÄarlen var smºa, men ganska snart upptÄackte krukmakarna att de
kunde tillv erka stÄorre kÄarl genomatt rotera lerklumparna och utnyttja rotationen
fÄor att forma kÄarlen. Sºa smºaningom kom man ocksºa pºa att man kunde tillv erka
Äaven mindre kÄarl med samma teknik om man lade lerklumpen pºa en tung rund
skiva med en lÄamplig spets mitt under. Pºa detta sÄatt uppfannsdrejskivan sommÄoj-
ligen var den fÄorsta anvÄandningen av rotationen fÄor produktion av nyttofÄoremºal.29

Ark eologiska utgrÄavningar har visat att drejskivor anvÄandesav sumerernamer Äan
3000ºar fvt.

3. Hjulet

28Byggnaderna som av grekerna kallades tholos, (pluralis, tholoi ) har hittats i Tall Ar-
pachiya i norra Irak. De byggdesfÄormodligen omkring ºar 5000fvt.
29Det Äar mÄojligt att anvÄandningen av en slÄanda fÄor att spinna garn av ull var en Äannu
Äaldre upp¯nning. Detta skulle i sºa fall kunna innebÄara att kvinnor utnyttjade rotationen
tekniskt innan mÄan gjorde det.
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ÄAvenom bºadeslÄandanoch drejskivan var viktiga stegi enutveckling sominne-
burit att mÄanniskan pºa allt°er sÄatt tagit cirkeln i sin tjÄanst sºa var det naturligtvis
hjulet som var den avgÄorande upp¯nningen. Hjulet var inte bara en viktigare utan
pºa mºangasÄatt ocksºa en "svºarare" upp¯nning Äan drejskivan. ÄAven om vi antar att
tekniken att °ytta tunga lass (exempelvis bºatar) genomatt rulla dem pºa stockar
var urgammal sºa Äar steget frºan en roterande lerklump till en drejskiva kortare Äan
steget frºan stock till hjul. Det var betydligt stÄorre tekniska hinder sommºasteÄover-
vinnas. Dessutomkan det antas att de fÄorsta hjulen inte var mycket mer e®ektiva
Äan de stockar man tidigare anvÄant. MÄojligen var det sºa att en begynnandebrist
pºa lÄampliga stockar gjorde det nÄodvÄandigt att anvÄanda de som fanns e®ektivare,
mÄojligen anvÄandesde fÄorsta hjulen i rituella eller religÄosasammanhangdÄar deras
symboliska betydelsevar viktigare Äan derase®ektivitet.

Ark eologiska utgrÄavningar visar att sumerernaanvÄandehjulet 3000ºar fvt. Se-
dan utveckladeshjulet frÄamst genomatt allt°er delar tillv erkadesav metall vilk et
gjorde dem hºallbarare. Det fÄorefaller ocksºa som om de fÄorsta hjulen var fastsatta
pºa axlar som fÄoljde med i rotationen och en fÄorutsÄattning fÄor den vidare utveck-
lingen blev tillv erkningen av glidlager somgjorde det mÄojligt att anvÄanda hjul som
snurrade runt sitt nav. Hjulet ¯ck snart en militÄar betydelse eftersom tekniskt
utvecklade folk lÄarde sig att tillv erka hÄastdragna stridsvagnar. DÄarmed kunde de
anvÄanda hÄastar i strid, vilk et fÄor en tid gjorde dem nÄarmast oÄovervinnliga. Det
drÄojde dÄaremot betydligt lÄangre innan hjulet ¯ck Äan jÄamfÄorbar fredlig betydelse.

Oavsett hur och varfÄor upp¯nningen tillk om sºa innebar hjulet att mÄanniskan
blivit den fÄorsta levande varelseni jordens historia som lÄart sig att utnyttja rota-
tionen.30 Det bÄor ocksºa pºapekas att Äaven om bºade drejskivor och hjul utnyttjade
rotationen somprincip sºa var skillnaden i friktionskrafter sºa stor att medandrejski-
vorna snurrade av sig sjÄalva sºa mºaste hjulen hºallas igºang!

Vi kommer senareatt seatt alla nya tillÄampningar och vidareutvecklingar av
hjulet kommer att fÄolja pºa perioder dºa matematikerna fºatt nya insikter i cirkelns
matematiska egenskaper. Det var dÄarfÄor fÄormodligen ingen tillfÄallighet att Äaven
den ursprungliga upp¯nningen gjordes i den kultur dÄar matematiken tidigast ¯ck
betydelse.

4. Frºan Sumer till Hellas
Sumererna hade invandrat i och erÄovrat sÄodra Mesopotamien under senare

delen av det fjÄardeºartusendet fvt, d.v.s. fÄor nºagot mer Äan 5000ºar sedan. UngefÄar
samtidigt hade ett enat egyptiskt rike uppstºatt genomen sammanslagningav ett
antal mindre riken. Dessatvºa riken fÄorenadesav ett omrºadesombrukar kallas den
bÄordiga nymºanen (engelska, the fertile crescent) och somstrÄacker sig frºan Egypten i
sydvÄast, lÄangsÄostra medelhavet, upp mot sÄodra delenav nuvarandeTurkiet och ner
lÄangsEufrat och Tigris till derasgemensammautlopp i Persiska viken. I tvºa och
ett halvt ºartusendefÄorblev detta omrºadedet hÄogst utvecklade och tÄatast befolkade
i vÄarlden. Under denna tid anlade sumerernabevattningsanlÄaggningar som Äanda
tills de fÄorstÄordesav mongolernaefter erÄovringen av Bagdadºar 1258gjorde sÄodra
Mesopotamien till ett av vÄarldens rikaste och tÄatast befolkade omrºaden. Det var
under dennatid somEgyptenspyramider restesoch det var dºa sombronset i vapen
och redskap bÄorjade ersÄattas av jÄarn. Det var en tid av vÄaxt{ och husdjursfÄorÄadling

30Jag har tidigare pºapekat att cirkeln fÄorekommer i naturen och att levande varelser ut-
nyttjat sºavÄal cirkelns symmetriegenskaper som dessfÄormºaga att innesluta en stor yta in-
nanfÄor en liten omkrets, men dessaegenskaper hoscirkeln Äar statiska. Det Äar ju ocksºa sant
att jorden roterar runt sin axel och att mºanen roterar runt jorden men dessarotationer
beror pºa naturlagar och inte pºa levande varelser.
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och av lºangsamteknisk utveckling. Det var ocksºa en tid nÄar matematiken spreds
frºan kultur till kultur och Pythagoras satsblev kÄand frºan Kina i Äoster till Egypten
i vÄaster. Sist men inte minst var det en tid av folkvandringar, en tid dºa riken
uppstod och fÄoll, en tid dºa kungarnas viktigaste rºadgivare var astrologerna. och
det var halva den tid som gºatt sedanden historiska tiden uppstod med skriften.

Sumerriket erÄovradesmot slutet av det tredje ºartusendet fvt av grannfolk och
Äovergick i det babyloniska. ÄAven om dessagrannfolk talade semitiska sprºak, vilk et
¯ck stor betydelsefÄor utvecklingen av skriften, sºa fortlevde det sumeriska sprºaket
och Äaven matematiken i templen. Den matematik som bedrevsunder denna tid,
det mºa ha varit i Babylon eller Kina, Indien eller Egypten var empirisk och till
fÄor att fylla praktiska och religÄosabehov, dessamºa sedanha gÄallt administration,
tiderÄakning eller stjÄarntydning.

Det var inte fÄorrÄan en annorlunda kultur med friare och sjÄalvstÄandigare mÄan-
niskor hade uppstºatt utanfÄor de stora °oddalarna som matematiken och dÄarmed
ocksºa det vetenskapliga tÄankandet tog en ny vÄandning. Denna nya kultur var den
grekiska.

5. Thales och det matematiska beviset
Under bÄorjan av det sistaºartusendet fvt hade grekerna etablerat sig som sjÄo-

farare och handelsmÄan i nordÄostra Medelhavet. Frºan sina stÄader pºa det grekiska
fastlandet hade de lÄart sig att utnyttja havet och Äoarna runt sig och nÄar befolk-
ningen Äokade hade de kunnat etablera kolonier och grunda ny stÄader i ett omrºade
som strÄackte sig frºan Sicilien i sydvÄast till Krim i nordost. Till skillnad frºan Äov-
riga samtida kulturfolk utgjorde derasstÄader vanligen sjÄalvstÄandiga stater. Dessa
stÄader var dessutom demokratier i den meningen att alla medborgare31 deltog i
stÄadernasstyre. De viktigaste besluten fattades genomomrÄostning vid allmÄanna
mÄoten pºa torget (agoran). FÄor att fºa igenomett fÄorslagmºasteman dÄarfÄor Äovertyga
mÄotets deltagareom att det var ett bra och fÄornuftigt fÄorslag. Detta leddedels till
att det politiska talet utvecklades till en egenkonst, retoriken, dels till att fÄornuf-
tiga argument ersatte spºadomar och stjÄarntydning som grundval fÄor de politiska
besluten.

Den fÄorste grek som blivit kÄand som matematiker och ¯losof var Thales (c:a
630¡ 550fvt) frºan Miletos. StadenMiletos lºag i dendel av det dºavarandeGrekland
som kalladesJonien och bestod av Äoarna i Äostra delenav Egeiska Havet och nºagra
enklaver pºa Mindre Asiens vÄastkust.

Thales hade som kÄopman besÄokt Egypten och dÄar lÄart sig en del geometri.
Enligt sentida efterfÄoljare ÄovertrÄa®adehan snart sina lÄaromÄastare och det pºastods
att han bl.a. anvÄande sina kunskaper till uppmÄata hÄojden av nºagra pyramider
med hjÄalp av likformiga trianglar. NÄar han ºatervÄande till Miletos och fÄorsÄokte
att lÄara sina landsmÄan geometri mÄottes han dock av tvivlare som var vana vid
fÄornuftiga argument. FÄor att Äovertyga dessavar han dÄarfÄor tvungen att upp¯nna
det geometriska beviset.

Begreppet matematiskt bevis har naturligtvis utvecklats under de ºartusenden
som passerat sedan Thales tid. Utgºangspunkten Äar att ett bevis Äar till fÄor att
Äovertyga tvivlare. Professionellamatematiker har i alla tider varit tvivlare. DÄarfÄor
har ny matematik alltid krÄavt bevis. FÄorutsÄattningen fÄor ett bevis Äar dock att det
¯nns nºagonting som "alla" Äar Äoverensom och som kan tas till utgºangspunkt fÄor
beviset. Eftersom Thales var fÄorst fanns det naturligtvis mycket lite som alla

31De var dock inte fullstÄandiga demokratier i vºar mening eftersom stÄadernasbefolkning
fÄorutom av medborgarna (som alla var mÄan) dessutom bestod av kvinnor, invandrare
(vanligen frºan omgivande landsbygd eller andra grekiska stÄader) och slavar.
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kunde enas om och vi kan dÄarfÄor anta att de allra fÄorsta geometriska bevisen
utnyttjade enkla symmetrier. Detta antagande stÄods ocksºa vid en genomgºang av
de geometriska satsersom brukar tillskriv as honom sºasomsatsenatt en diameter
delar en cirkel mitt itu eller att basvinklarna i en likb ent triangel Äar lika stora. En
djupare satssomhan ocksºa lÄar ha kÄant till, Äaven om detta ibland betvivlas, Äar den
sats som sÄager att periferivinkeln Äover en diameter Äar rÄat.

Thales ¯ck elever och efterfÄoljare som Äagnade sig ºat bºade natur¯loso¯ och
geometri och efterhand uppstod det en livlig matematisk verksamhet i Miletos.
Denna spreds till andra stÄader i Jonien och sºa smºaningom Äover hela Grekland.
Under de fÄorsta ºartiondena var Miletos ett centrum fÄor den grekiska ¯loso¯n men
sedanpersernaomkring ºar 500 fvt erÄovrat hela Mindre Asien (och dÄarmed Äaven
Miletos) blev Greklands kommersiellacentrum, Aten, ocksºa dessintellektuella.

6. Pythagoras och sfÄarernasharmoni
Ett annat omrºadeav nÄastan sammabetydelsesomJonien var det somkallades

Storgrekland (0H ¹"° ®¸´ 0E¸¸® & pºa grekiska och Magna Gr½cia pºa latin) och som
bestod av Sicilien och de grekiska stÄaderna i sÄodra Italien. I detta omrºade var
Pythagoras den store inspiratÄoren och lÄaromÄastaren.

Pythagoras hade i sin ungdom varit elev till Thales men han hadesedangjort
egnaresoroch dÄarigenomlÄart sig babylonisk och antagligen ocksºa indisk matema-
tik. Med sig frºan sina resor hade han ett helt ¯loso¯skt system dÄar matematiken
och speciellt de naturliga talen speladeden centrala rollen. Att Pythagoras ¯loso¯
var matematisk innebar dock inte att den var enkel eller jordnÄara eller att den
byggde pºa iakttagelser av naturen. TvÄartom var den i allra hÄogsta grad mystisk
och utgick ifrºan fÄorestÄallningar om de hela talens och de geometriska formernas
inneboendeegenskaper. Den var dÄarfÄor till dºalig hjÄalp fÄor ett studium av jordiska
ting men den visade sig i gengÄald ha sina fÄordelar vid studiet av de himmelska.
Den id¶e som pythagor¶eernahade och som sedandessvarit central fÄor astronomin
var att universum skall beskrivas matematiskt.

Den modell av vÄarldsalltet 32 som brukar kallas den pythagoreiska bestºar av
en central eld i universumsmitt, runt den cirklar 9 himlakroppar och allra lÄangst
ut ¯nns ¯xstjÄarnesfÄaren som Äaven den roterar runt centralelden. Himlakropparna
Äar jorden och motjorden (mer om den nedan), solen och mºanen, samt de fem
dºa kÄanda planeterna, Merkurius, Venus, Mars, Jupiter och Saturnus. De Äar alla
perfekta klot liksom ¯xstjÄarnesfÄaren Äar en perfekt sfÄar. ÄAven om vissa inslag i
pythagor¶eernasmodell fÄormodligen var deraseget pºafund Äar det anmÄarkningsvÄart
hur nÄara den anknyter till orientaliska skapelsemyter. Det ¯nns dÄarfÄor anledning
att anta att Pythagoras ursprungliga fÄorestÄallning om vÄarldsalltet hade hÄamtats
ur en babylonisk (eller mÄojligen indisk) mytologi, som i sin tur hade uppstºatt ur
den viktigaste av alla religÄosariter, nÄamligen den urgamla skapelseriten. Eftersom
vi redan berÄort denna rit i samband med rÄaknandetsuppkomst kan det vara dags
att antyda hur den ursprungligen kan ha tillgºatt.

Mitt pºa den stora arenan brann en kraftig eld. InnanfÄor eldens ljuscirkel fanns
intet att se och utanfÄor hÄarskademÄorkret. Sedan skapadesvÄarlden, fÄorst skapa-
ren sjÄalv som uppstod ur intet och sedan hans maka. Til lsammans skapade de
gudar och mÄanniskor genom att kalla fram dem til l ljuset. Tvºa och tvºa, man
och kvinna, man och kvinna kallades fram och ¯ck liv. De skapade ocksºa berg
och °oder, trÄad och buskar, Äorter och grÄas | hans skapelser blev manliga och
henneskvinnliga. Vid skapelsenrÄaknadesvarelsernasantal och namnen blev tal
och talen blev namn. De udda talen blev manliga och de jÄamna kvinnliga.

32Det grekiska ordet var Kosmos(K o¾¹o&)
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En som hade en stor tilltro till riternas betydelse var antropologen och ma-
tematikhistorik ern A. Seidenber g, som framfÄort teorin att sjÄalva rÄaknandet har
sitt ursprung i skapelseriten och att det mesta av den talmystik som fÄorekommer
i vÄarlden kan hÄarledas till de varelser som representerades av givna tal. ÄAven
den uppdelning av vÄarlden i manligt och kvinnligt som ¯nns i mºanga sprºak (Äaven
om den i stort sett gºatt fÄorlorad i svenskan och engelskan) kan enligt denna te-
ori ºaterfÄoras till en skapelserit dÄar en manlig och en kvinnlig gud skapar vÄarlden
tillsammans. Enligt Seidenbergs teori var skapelseriten av betydelseinte bara fÄor
uppkomsten av rÄaknandet och dÄarmed aritmetiken utan Äaven fÄor geometrin . I riten
var arenan en cirkel och de skapade varelsernarÄorde sig i cirklar runt elden och
skaparen, rÄorelsenvar alltid medsolsoch de fÄorsta gudar som skapadesfÄorknippa-
desmed planeter och stjÄarnor som rÄorde sig pºa himlavalvet. Genom skapelseriten
blev cirkeln helig, och rÄorelsen medsolsblev lyckobringande | samtidigt vand-
rade allt som skulle o®rasmotsols runt elden. Denna rÄorelseblev dÄarfÄor farlig och
olycksbºadandeoch kom att fÄorknippas med undergºang och dÄod.

Den mest anmÄarkningsvÄarda berÄoringspunkten mellan pythagor¶eernaskosmo-
logi och dennaskapelserit var naturligtvis fÄorekomsten av en centraleld, men Äaven
id¶en om att planeterna rÄor sig i cirkulÄara banor runt dennaeld Äar vÄard att notera.

Det som dÄaremot knappast kan ha ingºatt i en skapelserit Äar fÄorestÄallningen
om att himlakropparna Äar perfekta klot utan denna fÄorestÄallning har antingen
tillk ommit redan i Babylonien (eller Indien) eller sºa kan den vara pythagor¶eernas
egetbidrag. Oavsett hur id¶en uppkommit sºa Äar pythagor¶eernasmotivering till den
intressant. Anledningen var att klotet Äar den perfekta formen och i en fullÄandad
(gudomlig) vÄarld mºaste dÄarfÄor himlakropparna vara klot. Av samma anledning
mºaste ocksºa deras banor vara cirklar. En speciell egenhet i deras modell var fÄo-
rekomsten av en motjord som berodde pºa att 10 var det perfekta talet och dÄarfÄor
ocksºa mºaste vara himlakropparnas antal. Eftersom de bara kunde se sju rÄorliga
himlakroppar och dessatillsammans med ¯xstjÄarnesfÄaren och jorden sjÄalv fortfa-
rande bara var 9 sºa antog de att det fannsen tionde sominte kunde sesfrºan jorden.
Det var denna som kalladesmotjorden och anledningentill att den inte kunde ses
frºan jorden var att den alltid befannsig mellan eldenoch jorden. Det Äar ocksºa vÄart
att nÄamna att pythagor¶eernaantog att jorden alltid vÄandesammasida mot elden,
och att denna sida var sºa het att den var obeboelig. Det bÄor samtidigt pºapekas
att enligt deras modell sºa lyste inte bara mºanen och planeterna utan Äaven solen
med lºanat ljus. Det bÄor ocksºa pºapekas att Äaven om pythagor¶eernasursprungliga
modell snart Äovergavs och ersattesmed andra, dÄar jorden sºa smºaningom hamnade
i universumsmitt, sºa fanns fÄorestÄallningen att jorden och planeterna var perfekta
klot kvar i alla dessamodeller, och speciellt kan uppfattningen om att jorden var
rund sÄagasha varit etablerad i den lÄarda vÄarlden sedandess.

Till sist Äar det vÄart att nÄamna Äannu ett inslag i pythagor¶eernasmodell fÄor
vÄarldsalltet, nÄamligen id¶en om SfÄarernas harmoni. Denna hade fÄormodligen ett del-
vis rituellt ursprung i det att de varelser som skapadesvid riten alla sjÄong eller
speladesin egenton eller melodi. Till dennaursprungliga id¶e koppladesedanpyt-
hagor¶eernasin upptÄackt av de hela talens betydelsefÄor harmonierna. Visserligen
fanns det inga strÄangar att spela pºa men istÄallet fÄorestÄallde de sig att ju fortare
kropparna rÄorde sig ju hÄogre var tonen. DÄarfÄor mºaste fÄorhºallandet mellan plane-
ternas hastigheter gesav hela tal och eftersomde antog att de rÄorde sig fortare ju
lÄangre bort de befann sig fanns det ocksºa matematiska samband mellan radierna
i derasbanor. Och nºagonstansi Kosmossatt Gud och lyssnadetill den sfÄarernas
harmoni som hans fullÄandadeverk ºastadkom.

7. De klassiska problemen
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ÄAven om cirkeln sedan pythagor¶eernas tid fºatt en betydligt stÄorre teknisk
betydelsesºa har den fÄormodligen aldrig haft en stÄorre makt Äover sinnena Äan hos
dem.33 Jag ska senare(se sid ) ºaterkomma till och kanske ge en fÄorklaring till pºa
vilk et sÄatt klotet kan ansesvara den perfekta formen. Detta hÄor dock hemma i
ett helt annat kapitel och hÄar ska jag i stÄallet fÄolja cirkelns vidare Äoden i grekisk
geometri och ¯loso¯.

Det som till stor del tycks ha varit drivkraften fÄor den grekiska geometrin var
fÄorsÄoken att lÄosa de tre problem som blivit kÄanda som "de klassiska". Dessavar
cirkelns kvadratur, kubens fÄordubbling och vinkelns tredelning. I problemet om cirkelns
kvadratur gÄallde det att konstruera enkvadrat medsammayta somengivencirkel,
kubensfÄordubbling handladeom att konstruera en kub vars volym var dubbelt sºa
stor som en given kubs, medan vinkelns tredelning handlade om att dela en given
vinkel i tre lika stora delar. (Det bÄor i detta sammanhangpºapekas att man tidigt
lÄarde sig att dela en vinkel i tvºa lika stora delar och en strÄacka i ett godtyckligt
antal lika delar.)

ÄAven om inget av de klassiska problemen¯ck en helt tillfredsstÄallande lÄosning
under antik en sºa ledde studiet av dem till en storartad utveckling av den grekiska
geometrin. Det fÄor vºart vidkommande viktigaste av problemen var naturligtvis
cirkelns kvadratur, men Äaven vinkelns tredelning gav upphov till viktiga insikter
och satserom cirklar och cirkelbºagar.

De mest kÄanda av 400-talets grekiska matematiker var Demokritos frºan Ab-
dera och Hippokra tes frºan Khios.34 Demokritos har frÄamst gºatt till eftervÄarlden
som den antika atomteorins fÄorgrundsgestalt men han var ocksºa en skicklig ma-
tematiker. ÄAven om han inte gav nºagot direkt bidrag till problemet om cirkelns
kvadratur sºa studeradehan beslÄaktade problem. En av hans mest berÄomda satser
var en berÄakning av volymen av en cirkulÄar kon. Det resultat han ¯ck var inte
att volymen hade ett visst vÄarde, nºagot som det vid denna tid inte gick att pºastºa
eftersom svaret inte skulle ha kunnat uttryc kas med hjÄalp av naturliga tal, utan
istÄallet att volymen av konen var en tredjedel av volymen hos en omskriven cylin-
der. Denna satsspeladestor roll fÄor utvecklingen av atomteorin och den har ocksºa
intresserat senaretiders matematikhistorik er eftersomhan hÄarledde satsengenom
att tÄanka pºa det sÄatt som lºangt senareskulle leda fram till integralkalkylen. Hip-
pokrates kan dÄaremot sÄagasha givit ett verkligt bidrag till kvadratur-problemet.
Den situation som rºadde dºa Hippokrates bÄorjade studera problemet var att man
trots lºangvariga och energiska fÄorsÄok inte hade pºa nºagot sÄatt kommit lÄosningen
nÄarmare. Det hade t.o.m. gºatt sºa lºangt att man bÄorjade tvivla pºa om det Äoverhu-
vudtaget var mÄojligt att hitta en ¯gur somomgavs av cirkelbºagar och vars yta var
lika stor som ytan av en ¯gur omgiven av raka linjer. Det Hippokrates lyckades
med var att bevisa att den sammanlagdaytan av de tvºa mºanarna nedan var lika
stor som ytan av triangeln.35

8. Platon och id¶elÄaran
I dagensav vetenskapen prÄagladevÄarld Äar det svºart att fÄorstºa vilk en betydelse

som geometrin och matematiken hade i grekernasfÄorestÄallningsvÄarld. I dag Äar det
sºa mycket somvi vet (och kanske Äannu mer somvi tror ossveta). Dºa var geometrin
den enda kunskap som fÄorefÄoll sÄaker och den var dÄarfÄor den sjÄalvklara fÄorebilden

33MÄojligen kan det dÄaremot sÄagasatt den betydelsesom cirkeln ¯ck i Platons tÄankande
¯ck Äannu stÄorre konsekvenserfÄor vÄarldens kommandeÄoden. Seavsnitt 8 nedan.
34Hippokrates frºan Khios bÄor inte fÄorvÄaxlasmed sin namneden Äannu mer berÄomdelÄakaren
Hippokrates frºan Kos.
35Seappendix N
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fÄor all vetenskaplig verksamhet. En av de mºanga¯losofer sominspireradesav geo-
metrin var Platon. Han hadevarit lÄarjunge till Sokratesoch nÄar denneavrÄattades
ºar 399 fvt sºa rÄamnade hans vÄarld. I sorg och vredesmod lÄamnade han Aten och
gick i en frivillig lands°ykt somvaradei 10ºar. Under dessaºar kÄampadehan fÄor att
ºaterfºa tron pºa en rÄattvis vÄarld dÄar godheten belÄonadesoch synden stra®ades.De
problem som Platon kÄampademed var moraliska. Hans lÄaromÄastare hade hÄavdat
att den som hade en riktig kunskap om det rÄatta ocksºa skulle leva pºa ett riktigt
sÄatt. Samtidigt fanns det i den grekiska ¯loso¯n en stark tradition av kunskapskri-
tik som gick tillbak a till tvºa 500-tals¯losofer, nÄamligen Herakleitos frºan Efesos
(i Jonien) och Parmenides frºan Elea (i Magna Gr½cia). Enligt Herakleitos var
sÄaker kunskap om vÄarlden omÄojlig dÄarfÄor att sÄaker kunskap mºastevara ofÄorÄanderlig
medanvÄarlden alltid fÄorÄandrades. Enligt Parmenidesvar kunskap om sinnevÄarlden
omÄojlig dÄarfÄor att vºara sinnen alltid(!) bedrog oss. Platon hade innan han lÄarde
kÄanna Sokrateshaft en lÄarare som tillhÄorde den herakleitiska skolan och han hade
accepterat dennesºasikter. Platon befann sig dÄarfÄor i en omÄojlig situation i det
att sÄaker kunskap var bºade nÄodvÄandig (enligt Sokrates) och omÄojlig (enligt Her-
akleitos och Parmenides). FÄor att lÄosaproblemet bÄorjade han med att sÄoka sÄaker
kunskap. Denna fann han, som andra tÄankare gjort bºade tidigare och senare, i
matematiken. Hos pythagor¶eerna i Tarent gav geometrin den absoluta och sanna
kunskapen. Men derassannakunskap gÄallde bara fÄor geometrin. Hur kunde han
dÄarifrºan fºa sÄaker kunskap i moraliska frºagor?

Platons svar blev den berÄomda IdelÄaran. UtgºangspunktenfÄor dennavar en vik-
tig egenskap hos geometrin som Platon hade noterat. PoÄangenvar att kunskaps-
kritik en gÄallde fÄoreteelseri den fÄorÄanderliga fysiska vÄarlden och Platon upptÄackte
att geometrin inte handlade om denna. Geometriska satser om cirklar handlade
inte om cirklar i sinnevÄarlden utan om perfekta cirklar sominte kunde ritas. Platon
beskrevdet sºa att det var cirkelns id¶e som de handlade om. Frºan cirkelns id¶e var
steget kort till andra geometriska begrepp och dÄarifrºan tog han sedan det hals-
brytande sprºanget till fÄorestÄallningen att Äaven moraliska begrepphÄorde hemma i
denna vÄarld av id¶eer. Med id¶elÄaran som lÄosning pºa sina ¯loso¯sk a och moraliska
problem sºa ºatervÄande han till Aten och grundade en skola. Denna skola som kal-
ladesAkademin eftersomden lºag i kvarteret Akademeia bestod i 900ºar och hade
speciellt under de 40ºar somPlaton sjÄalv leddeden en oerhÄord betydelsefÄor grekisk
¯loso¯ och matematik. Platons betydelsefÄor den intellektuella utvecklingen under
antik en kan knappast Äoverskattas och det Äar knappast ens en Äoverdrift att pºastºa
att t.o.m. Gud skapadesur cirkelns id¶e.36

9. Akademin
Akademin blev pºa kort tid kÄand Äover hela det dºatida Grekland och de °esta av

tidens fÄornÄamsta matematiker och vetenskapsmÄan var under lÄangre eller kortare
tid verksamma dÄar. Sºa lÄange han levde var Platon sjÄalv den givne ledaren fÄor
verksamheten. Han utarbetade ocksºa ett forskningsprogram som till att bÄorja
med innebar ett studium av matematik, frÄamst geometri och astronomi. NÄar hans
id¶elÄara utvecklats vidare tillk om sºa smºaningom Äaven ett studium av fÄoreteelseri

36 ÄAven om vi vanligen tror att lÄaran om en enda Gud kommer frºan Judendomen,sºa Äar
detta inte helt sant. Det bÄor nÄamligen observerasatt det fÄorsta budet inte utsÄageratt det
bara ¯nns en Gud, utan bara att en jude inte ¯ck til lbe nºagonannan Gud Äan Jahve. Hade
det inte funnits andra gudar skulle detta bud naturligtvis ha varit fullstÄandigt onÄodigt.
Id¶en om att judarnas gud, Jahve, var den enda guden uppkom istÄallet under grekiskt
in°ytande bland judarna i Alexandria och kan nÄarmast sessom ett sÄatt att ge ett namn
ºat det godas id¶e som var den hÄogsta av id¶eernai Platons id¶evÄarld.

50



sinnevÄarlden. De somutfÄorde viktiga delar av Platons program var tidens frÄamste
astronomEudo xus frºan Knidos (c. 408¡ c. 355fvt) (somocksºa var enframstºaende
och nyskapandematematiker) och Aristoteles (384 ¡ 322 fvt).

Ett av de centrala problemen i programmet gÄallde "sfÄarernasharmoni", d.v.s.
astronomin. Vid det hÄar laget hadeden gamla modellen med en centraleld somallt
snurrade runt Äovergivits och man fÄorestÄallde sig i stÄallet en rund jord i "vÄarldens
mitt". Runt denna snurrade solen,mºanen och ¯xstjÄarnorna i regelbundnacirklar.
Men fÄorutom dessafanns ocksºa "himmelens lu®are", planeterna37, som tycktes
irra hit och dit och kors och tvÄars Äover himlen. Trogen sina pythagoreiska ideal
fÄorutsatte Platon att Äaven dessafÄoljde banor som kunde beskrivas med perfekta
cirklar.

Problemet ¯ck en fÄor sin tid tillfredsstÄallande lÄosning av Eudoxus. Utgºangs-
punkten fÄor Eudoxus beskrivning var antagandet att ¯xstjÄarnorna be¯nner sig pºa
en stor sfÄar som roterar runt en axel (genom jordens poler) ett varv per dygn.
Alla himlakroppar be¯nner sig mellan den orÄorliga jorden och den roterande ¯x-
stjÄarnesfÄaren. Med denna rÄor sig alla himmelska kroppar, men solen, mºanen och
planeterna har dessutom egna sfÄarer som roterar i fÄorhºallande till den yttersta
sfÄaren. Den viktigaste rotationsaxeln Äar vinkelrÄat mot (och fÄorklarar dÄarmed)
ekliptik an | den somvi numera helt enkelt fÄorklarar med att jordaxeln lutar mot
jordens bana runt solen. SolenssfÄar roterar alltsºa ett varv per ºar medande Äovriga
planeternas sfÄarer roterar ett varv per planetºar. Dessutom behÄovde planeterna
ytterligare sfÄarer somroterade med andra hastigheter | allt somallt behÄovde Eu-
doxus ett trettiotal sfÄarer som alla roterade med konstant hastighet. DÄarigenom
beskrevsplaneternas rÄorelser, sºasom Platon hade Äonskat, med hjÄalp av perfekta
cirkelrÄorelser.

Eudoxos var ocksºa en framstºaendematematiker som bl.a. gav ett viktigt bi-
drag till kvadraturproblemet. En elev till Eudoxos som ocksºa tidvis var verksam
vid Akademin var Menaechmos vars viktigaste matematiska insats var upptÄack-
ten av kÄagelsnitten, ellipsen, parabeln och hyperbeln. Han var ocksºa tillsammans
med Aristoteles lÄarare till den kungasonav Makedoniensom senareskulle gºa till
historien som Alexander den store .

10. Aristoteles
ÄAven om Platons stora intresse fÄor geometrin verksamt bidrog till att den

studeradeslivligt vid Akademin sºa var hans in°ytande Äandºa inte enbart positivt.
Anledningen till detta var att han sºag geometrin som en del av id¶elÄaran, vilk et
innebar att det var de rena id¶eernasomskulle studeras. En fÄoljd av detta blev att
han stÄallde sºa strÄangakrav pºa problemstÄallningar och metoder att de i lÄangdenblev
hÄammande fÄor utvecklingen. ÄAnnu mer hÄammande blev id¶elÄarans in°ytande fÄor
natur¯loso¯n, d.v.s. den dºatida naturvetenskapen. Detta ledde till att Akademins
jÄamte Platon frÄamste ¯losof, Aristoteles, kom att alltmer ta avstºand ifrºan den.
ÄAven om Aristoteles av tillgiv enhet fÄor sin lÄarare stannadevid Akademin Äanda till
Platons dÄod ºar 347 fvt, sºa lÄamnadehan den omedelbart dÄarefter.

Aristoteles har liksom Platon gºatt till historien som ¯losof och inte som ma-
tematiker, Äaven om han till skillnad frºan Platon faktiskt lÄar ha bevisat nºagra
egnageometriska satser. Som ¯losof skapadehan ett genomtÄankt systemsom nÄar
det under 1200-talet nºadde Europa skakade kristenheten i dessgrundvalar. ÄAven
om den kristna kyrkans stora ¯losof, Thomas av Aquino lyckadesskapa ett nytt
systemsomi sig innehÄoll sºavÄal kristendomen somAristoteles ¯loso¯, sºa blev resul-

37Ordet planet Äar slÄakt med ordet °anera och betyder pºa grekiska "vandrare".

51



tatet Äandºa att det rationella tÄankandet ¯ck den roll i Europa somi sin fÄorlÄangning
ledde till renÄassansenoch den vetenskapliga revolutionen.

Det mestaav Aristoteles verksamhet faller utanfÄor ramen fÄor dennabok, men
det Äandºa vÄart att nÄamna en av hans bÄocker, nÄamligen den som brukar kallas
Aristoteles Fysik. I denna omarbetar han Eudoxos modell fÄor universum inte bara
genom att lÄagga till °er sfÄarer fÄor att pºa detta sÄatt fºa bÄattre ÄoverensstÄammelse
med observationerna, utan framfÄor allt genom att gÄora dem materiella. Medan
Eudoxos arbetade i en matematisk modell sºa gjorde Aristoteles en fysisk. Detta bÄor
ha Äokat intresset fÄor de mer komplicerademekaniska systemsom senarekonstrue-
radesav bl.a. Arkimedes. Boken innehºaller ocksºa en teori fÄor rÄorelse som Äaven om
den i efterhand har utdÄomts som totalt felaktig Äandºa gav en nºagorlunda adekvat
beskrivning av de fysikaliska system som dºa var viktiga. 38

ÄAven om Aristoteles fÄorvisso pºaverkat historien genom sin ¯loso¯ sºa Äar det
mÄojligt att det in°ytande han som lÄarare hade fÄor Alexander av Makedonienvar
av Äannu stÄorre betydelse. Aristoteles kom till det makedoniska hovet ºar 342 fvt
nÄar Alexander var 14 och blev kvar dÄar i sexºar. NÄar Alexander, efter att fadern
mÄordats, blev kung av Makedonienvar han vÄal fÄorbereddfÄor sin uppgift. Han hade
undervisats av tidens frÄamsta lÄarare och fºatt lÄara sig allt vad en kung behÄovde
kunna. Geometri hade han lÄart av Menaechmos, statskonst av Aristoteles, och
sist men inte minst sºa hadehan pºa slagfÄaltet lÄart sig krigskonst av sin far Filip I I .
Tvºa ºar efter sitt trontilltrÄade hade han sÄakrat sin maktstÄallning och var dÄarmed
fÄardig att inleda ett krigstºag i Äosterled som pºa 11ºar omskapadevÄarlden. Vid sin
dÄod ºar 323 var han hÄarskare Äover ett rike som strÄackte sig frºan Indus i Äoster till
Egypten och Grekland i vÄaster. ÄAven om det efter hans dÄod deladesmellan tre av
hans generalersºa blev den grekiska kulturen dominerandei hela riket i mer Äan ett
halvt ºartusende.

38Seappendix A.
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11. Alexandria och Museion
Efter AlexandersdÄod lyckadesen av hansgeneraler,Ptolemaios (tillik a Alex-

andershistorieskrivare), etablera sig som hÄarskare i Egypten under namnet Ptole-
maios den fÄorste. Han blev dÄarmed den fÄorste i en dynasti som kom att regera i
Egypten Äanda tills Äattens sista regent, drottningen Kleop atra , efter Julius C½sars
dÄod sºa smºaningom tog sitt liv ºar 31 f.Kr. Eftersom alla hans Äattlingar ocksºa kal-
lade sig Ptolemaiosbrukar dynastin kallas fÄor den ptolemaiska. Somsin huvudstad
valde ptolemaierna den av Alexander nyanlagda staden Alexandria.

Alexandria hade anlagts pºa en Äo vÄaster om Nilens utlopp i Medelhavet och
genom sitt gynnsama lÄage i skÄarningspunkten fÄor tre vÄarldsdelar sºa blev staden
snart ett centrum fÄor vÄarldshandeln. FÄor ptolemaierna var detta dock inte nog,
utan de ville att stadeni alla avseenden,Äaven intellektuellt och konstnÄarligt, skulle
vara vÄarldens huvudstad. Pºa central plats i staden uppfÄorde de dÄarfÄor en stºatlig
byggnad dit vetenskapsmÄan frºan "hela vÄarlden" inbjÄods. Byggnaden ¯ck namnet
Museion eftersommusernai grekisk mytologi var konsternasbeskyddare. Museion
blev denantika vetenskapensobestridliga centrum. Alla betydandevetenskapsmÄan
var antingen verksammadÄar eller uppehÄoll en nÄara kontakt. Under hela den pto-
lemaiska tiden blomstrade den alexandrinska vetenskapen och i det tillhÄorande
biblioteket samladesallt °er skrifter och allt mer av tidens vetande. Den tidens
skrifter skrevspºa rullar gjorda av papyrus och som mest innehÄoll biblioteket Äover
en halv miljon rullar. Bibliotek et i Alexandria var den rikaste skattkammare som
vÄarlden skºadat. DÄar fanns mer av grekisk kultur Äan i alla grekiska tempel tillsam-
mans, mer av egyptisk storhet Äan i pyramiderna och mer av orientalisk visdom Äan
i Babylon.

Det fanns fyra avdelningar inom Museion | litteratur, matematik, astrono-
mi och medicin. Inom alla dessaomrºaden nºadde den alexandrinska vetenskapen
fram till en kunskapsnivºa som inte ÄovertrÄa®adesfÄorrÄan under den vetenskapliga
revolutionen i Europa. Avdelningen fÄor litteratur kan nÄarmast jÄamfÄoras med den
humanistiska fakulteten vid dagensuniversitet. Man studeradeden grekiska kul-
turen och det grekiska sprºaket i alla dessformer och yttringar. Detta innebar dels
ett studium av litterÄara verk, dels att man vidareutvecklade studiet av sprºakets
grammatik. Den Äaldsta bevarade grammatiken Äar frºan omkring ºar 100 f.Kr.

Om avdelningen fÄor litteratur motsvarade en humanistisk fakultet, sºa var av-
delningen fÄor matematik nÄarmast att likna vid en teknisk hÄogskola. I detta sam-
manhang bÄor det pºapekas att medan vi idag anser (eller mÄojligen t.o.m. inser)
att fÄorutsÄattningen fÄor matematikens anvÄandbarhet Äar att den i sig inte har med
verkligheten att gÄora, sºa tro dde man vid denna tid, och i sjÄalva verket Äanda fram
till mitten av det fÄorra ºarhundradet att matematiken i sig var en del av den fysiska
verkligheten.39 Det var dÄarfÄor naturligt att man tillsammans med matematiken
studeradealla de fysikaliska problem som pºa ett eller annat sÄatt kunde beskrivas
med den tidens matematik. Dessainnefattade lantmÄateri (d.v.s. den ursprung-
liga geometrin), byggnadskonst och statik, optik med perspektivlÄara, hydrostatik
och hydrodynamik (d.v.s. studiet av de fysikaliska egenskaperna hos stºaendeoch
rinnande vatten), samt i viss utstrÄackning Äaven rÄorelselÄara.

Avdelningen fÄor astronomi var nÄara knuten till avdelningen fÄor matematik.

39Efter upptÄackten av icke-euklidisk geometri och och den dÄarpºa fÄoljande insikten om
att verkligheten inte kan vara bºade euklidisk och icke-euklidisk insºag man att matema-
tik erna tydligen kan studera fÄoreteelsersom inte beror av den fysiska verkligheten. Den
Äoverraskandekonsekvensenav Einsteins relativitetsteori var dessutomatt det var den i tvºa
och ett halvt ºartusende allenarºadande euklidiska geometrin som inte beskrev det fysiska
rummet.
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Det var t.o.m. sºa att den matematik som utvecklades fÄor studiet av astronomin,
nÄamligen trigonometrin, var den alexandrinska vetenskapensviktigaste bidrag till
matematiken. I Äovrigt Äagnademan sig delsºat praktisk astronomi, d.v.s. ett tºalmo-
digt observerandeav stjÄarnor och planeter, delsºat att vidareutveckla de matema-
tiska modellerna fÄor planetsystemetoch kosmos.FÄorutsÄattningen fÄor det teoretiska
arbetet var dels egna observationer som genom fÄorbÄattringar av de astronomiska
instrumenten var noggrannareÄan alla tidigare, dels mºanghundraºariga observatio-
ner frºan Grekland och framfÄor allt Babylonien.

12. Cirkeln mÄater vÄarlden
ÄAven om id¶elÄarans in°ytande Äover matematiken avtog nÄar Alexandria blev

vetenskapensnya centrum sºa rubbade detta inte cirkelnsbetydelse. TvÄartom tycks
denna snarareha Äokat eftersom matematikerna blev allt skickligare i att anvÄanda
sina geometriska kunskaper till att beskriva vÄarlden omkring sig, samtidigt som
ingenjÄorerna lÄarde sig att tÄanka matematiskt vid lÄosningenav praktiska problem.

Den alexandrinska epoken inleddesmed att Euklides i sin Elementa samman-
fattade och systematiseradesin tids matematiska kunskaper. Elementa gjorde inte
bara nÄastan alla tidigare matematiska arbeten Äover°Äodiga, vilk et sÄakert bidrog till
att dessaupphÄorde att kopierasoch dÄarmed (t yvÄarr) oftast fÄorsvunnit, utan blev
ocksºa alla tiders mest framgºangsrika lÄarobok.

Elementa skrevs omkring ºar 300 fvt och fÄoljdes av en period av intensiv ve-
tenskaplig aktivitet i Alexandria. Ledare fÄor verksamhetenvar bibliotekarien vid
Museion som under en period under 200-talet fvt var Era thostenes (c:a 280 ¡
195 fvt) kÄand som antik ens lÄardaste man. Han var berÄomd som matematiker,
poet, ¯losof, ¯lolog och historiker. Hans frÄamsta insats som matematiker var den
metod att hitta primtal som blivit kÄand under namnet Erathostenes sºall.40 FÄor
eftervÄarlden Äar han dock mest kÄand som geograf och speciellt berÄomd blev han
fÄor sin uppskattning av jordens omkrets. Utgºangspunkten fÄor hans berÄakning var
den berÄomda brunnen i Syene(nuvarandeAssuan), en djup brunn dÄar solljuset en
gºang om ºaret nºadde Äanda ner i botten. Detta hÄande alltsºa nÄar solenpºa midsom-
marafton stod i zenit. Erathostenestro dde att Alexandria lºag rakt norr om Syene
och att avstºandet mellan de tvºa stÄaderna var 5000stadier. Han uppmÄatte dÄarfÄor
solhÄojden Äaven i Alexandria vid samma tidpunkt och uppskattade att den avvek
med 1=50 av ett helt varv. Eftersom han liksom alla samtidens lÄarde antog att jor-
den var ett perfekt klot sºa kunde han dra slutsatsen att jordens omkrets var 250
000 stadier. Eftersom det ¯nns olika uppgifter om hur lºanga stadier Erathostenes
anvÄande sºa Äar det svºart att bedÄoma hur god hans uppskattning var. Som regel
var dock en stadion mellan 160 och 170 meter vilk et innebÄar att en kvarts million
stadier skulle bli mellan 4000och 4250mil och det Äar ju faktiskt inte sºa dºaligt.

Tvºa nºagot Äaldre samtida med Erathostenesvar astronomen Arist ark os frºan
Samos(c:a 310 ¡ 230fvt) och antik ensfrÄamstematematiker Arkimedes (c:a 287 ¡
212fvt). Liksom fÄor de°esta av dºatidensvetenskapsmÄan, eller somde ibland kallas
natur¯losofer , sºa utgjorde Euklides Elementa grunden fÄor derasvÄarldsuppfattning,
och fÄorutsÄattningen fÄor alla matematiska beskrivningar av vÄarlden.

Aristark osÄar mest kÄand fÄor sitt arbete Om solensoch mºanensavstºand och storlek,
ett arbete somfÄorlÄanat honom benÄamningenantik ensKopernikus. Detta arbete Äar
ett av de tidigaste exemplenpºa alexandrinernasintressefÄor kvantitativ a beskriv-
ningar av vÄarlden, samtidigt som det visar att sºavÄal den tillgÄangliga astronomiska
tekniken som de matematiska begreppen Äannu Äar otillrÄackliga. De matematiska

40Seappendix P
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och fysiska modeller fÄor universum som Eudoxus och Aristoteles skapat var kvali-
tativ a. De hade en teori om ordningen mellan de roterande sfÄarerna men de hade
inte fÄorsÄokt att beskriva storleken av dem. Eftersom det fÄorutsattes att mºanen
och solenvar de himlakroppar som lºag nÄarmast jorden fÄoresatte sig Aristark os att
berÄakna avstºandentill dessa.Pºa kÄopet ¯ck han en uppskattning av derasstorlekar
bºade i fÄorhºallande till varandra och till jorden.

De resultat han ¯ck var fÄorblu®ande. Genomengrov felmÄatning kom han fram
till att solenlºag ungefÄar 19 gºanger sºa lºangt frºan jorden som mºanen gjorde och att
dessdiameter var 19=3 av jordens. Detta innebar att dessvolym var ungefÄar 250
gºanger jordens. Tidigare astronomer hade nog anat att solen var stÄorre Äan den
sºag ut och de djÄarvaste pºastod att solenkunde vara stÄorre Äan Peloponnesos.Men
att den var sºa stor hade ingen anat. Den frºaga Aristark os stÄallde sig efter dessa
berÄakningar var den sjÄalvklara, nÄamligen VarfÄor skulle dennavÄaldiga hinlakropp rotera
runt den ynkliga jorden? och det svar han gav var lika sjÄalvklart Det gÄor den inte.
IstÄallet drog han alltsºa slutsatsenatt jorden roterade runt solen.

Bokenvºalladeenenormuppstºandelsei den lÄarda vÄarlden och Aristark osteorier
bemÄottes genast med hÄaftiga invÄandningar. InvÄandningarna var sºavÄal vetenskap-
liga som religiÄosa. De vetenskapliga argumenten grundadespºa Aristoteles fysik,
som lÄarde att tunga kroppar sÄokte sig mot universumscentrum som ocksºa antogs
vara jordens. Om jorden rÄorde sig, hur skulle de dºa veta vart de skulle sÄoka sig.
Man antog ocksºa att molnen skulle bli efter och slÄapa som en kometsvans efter
jorden. VÄarre fÄor Aristark os var dock anklagelsernafÄor ogudaktighet. ÄAven dessa
anklagelsergrundadesdelvis pºa Aristoteles fysik, sºatillvida somatt det ogudaktiga
bestod i att han genomatt gÄora jorden till en himlakropp bland andra besudlade
de perfekta och eviga himmelska sfÄarerna med jordens ofullkomlighet och fÄorgÄang-
lighet. In°ytelserik a ¯losofer i Aten ansºag att han borde stÄallas infÄor rÄatta och
under en tid tycks hotet ha varit ÄoverhÄangande. Ett resultat av oppositionen blev
att ingen av de antika astronomerna vºagadestÄodja honom, och Aristark os helio-
centriska teori fÄorblev en kuriositet Äanda tills Kopernikus mer Äan 1700ºar senare
ºateruppvÄackte den. Idag vet vi att Aristark os hade rÄatt, trots att han grovt un-
derskattade avstºandet till solen. Som vi idag vet Äar ju solensavstºand till jorden
mer Äan hundra gºangermºanensoch dessvolym mer Äan tvºa miljoner gºanger jordens.

13. Arkimedes mÄater cirkeln
Bland antik ens matematiker och vetenskapsmÄan intar Arkimedes (c:a 287 ¡

212 fvt) en sÄarstÄallning. Detta inte bara dÄarfÄor att han i sitt tÄankande som ma-
tematiker och matematisk fysiker lºag nÄastan tvºa ºartusendenfÄore sin samtid, utan
ocksºa fÄor att han redan under sin livstid kom att personi¯era det vÄarldsfrºanvÄanda
geniet. Han fÄoddesoch dog i den dºa grekiska stadenSyrakusapºa Sicilen, och Äaven
om han fÄormodligen ¯ck sin utbildning i Alexandria, sºa levde han stÄorre delen av
sitt liv i fÄodelsestaden.

Arkimedes Äar idag mest kÄand genomde anekdoter som berÄattades om honom
och fÄor sina arbeten i teoretisk fysik. Jag kommer dock i detta avsnitt att huvud-
sakligen berÄatta om de av hans insatser som visar hans kÄannedom och fÄorstºaelse
fÄor cirkeln, sfÄaren och rotationen. Eftersom astronomin vid dennatid sºagssomett
studium av (de himmelska) sfÄarerna kan det dÄarfÄor vara naturligt att bÄorja med
hans enda kÄanda (men tyvÄarr fÄorkomna) astronomiska verk.

Hans far hadevarit hovastronom och kanske var det detta sominspireradeho-
nom att redan somung tillv erka ett planetarium, d.v.s. en rent mekanisk modell fÄor
solsystemetoch stjÄarnhimlen. Han beskrevsin modell i en skrift som ¯ck namnet
Om til lverkning av sfÄarer, som dock liksom planetariet sjÄalvt fÄorsvann under anti-
ken. Det enda som idag ºaterstºar Äar dÄarfÄor beskrivningar av nºagot yngre romerska
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fÄorfattare. Av dessaframgºar att en betraktare genomatt vrida pºa en vev kunde fºa
solen,mºanenoch planeterna att fÄolja sina kÄanda banor Äover himlavalvet. Det ¯nns
ocksºa beskrivningar som pºastºar att det drevs av vattenkraft. ÄAven om den sista
uppgiften Äar tviv elaktig sºa Äar det uppenbart att konstruktionen var ett ¯nmeka-
niskt precisionsarbete. Det Äar dessutomuppenbart att han var helt fÄortrogen med
sin tids astronomiska teorier. Det bÄor ocksºa pºapekas att planetariet var tillv erkat
av brons och att det mºasteha utnyttjat den dºa Äannu ganska nya id¶en att anvÄanda
kugghjul fÄor att ÄoverfÄora vridningen frºan veven till de olika sfÄarer som bar upp
planeterna.41

Det ¯nns en annan berÄomd antik upp¯nning som ocksºa utnyttjar rotationer
och kugghjul, men som inte tidigare fÄorknippats med Arkimedes, nÄamligen den
hodometer, eller vÄagmÄatare, som beskrevsav den romerske arkitekten Vitr uvius .
Id¶en, som naturligtvis Äar enkel, Äar att mÄata en vÄagstrÄacka genom att rulla ett
hjul lÄangs vÄagen och rÄakna antalet varv, men konstruktionen Äar inte lika lÄatt.
Svºarighetenbestod nÄamligen i att fºa rÄakningenav antalet varv att skeautomatiskt.
Det har dock nyligen fÄoreslagits(av Andr¶e W. Sleeswyk42) att Äaven denna i sjÄalva
verket Äar en av Arkimedes' upp¯nningar. SleeswyksfrÄamsta argument fÄor sin
hypotesÄar att konstruktionen innehºaller enteknisk detalj somvisserligenvar vanlig
under medeltiden men som under antik en endast hade anvÄants av Arkimedes.
Detta Äar naturligtvis inget avgÄorande bevis, sºa fÄor att Äoka trovÄardigheten sºa anfÄor
Sleeswykytterligare nºagra argument. Ett av dessaÄar att romarna nÄar de bÄorjade
sÄatta upp milstolpar lÄangsalla sina huvudvÄagar helt enkelt vÄande sig till Arkime-
desfÄor att fºa hjÄalp med sina mÄatningar. Detta arbete inleddesomkring ºar 260 fvt
och eftersom staden Syrakusa vid denna tid var allierad med Rom (i krigen mot
Kartago) sºa bÄor det ha varit naturligt fÄor romarna att be den redan dºa berÄomde
Arkimedes om hjÄalp.43

SleeswykanfÄor ytterligare argument och ett av dessaska jag ºaterkomma till i
samband medenbeskrivning av nºagraav Arkimedesmatematiska arbeten. HÄar ska
jag emellertid fortsÄatta med att beskriva ytterligare nºagra av hans upp¯nningar.
Det Äar dÄarvid vÄart att pºapeka att Äaven om Arkimedes under antik en var berÄomd
som ingenjÄor sºa Äar det bara en av hans upp¯nningar som i alla tider fÄorknippats
med honom, nÄamligen den s.k. Arkimedes' skruv. FÄor att fÄorstºa denna kan det
dock vara id¶e att sÄatta in den i ett stÄorre sammanhang,och vi kan dÄarfÄor utgºa
ifrºan ett av hansmest berÄomda uttalanden, nÄamligen: "Ge mig en fast punkt och jag
skall °ytta hela jorden".

Bakgrunden till detta uttalande var att ArkimedesbÄattre Äan nºagonfÄorehonom
hadefÄorstºatt den allmÄanna hÄavstºangslagen,bºadeteoretiskt och praktiskt. Att han
fÄorstod lagenteoretiskt visadehan i ett °ertal skrifter sombehandladehÄavstÄanger
och jÄamvikt. Nºagra av dessaÄar fÄorsvunna medan andra sºasom Om plana ytors
jÄamvikt eller Om °ytande kroppar bevarats till vºara dagar. Att han ocksºa fÄorstod
att utnyttja den praktiskt framgºar dels av hans upp¯nningar och dels av samtida
berÄattelser om hansbravader. Den mestkÄandaav dessaÄar denom hur han sittande
bekvÄamt lutad mot ett trÄad egenhÄandigt drog ett fullastat skepp ner till stranden

41En intressant och lÄattlÄast beskrivning av Arkimedes betydelsefÄor utvecklingen av kugg-
hjulet ¯nns i ÄOrjan Wikandersuppsats VÄagmÄatare, vattenmÄollor och astronomiska instru-
ment. Om kuggjuletsÄaldsta historia i D .
42Set.ex. "Vitruvius 'odometer", Scienti¯c American 245, 1981,no 4, sid 158-171.
43Den dºavarande kungen i Syrakusa var Hier on (306 ¡ 215 fvt) somºar 261 under det
fÄorsta puniska kriget (mot Kartago) slÄot fÄorbund med Rom och dÄarefter under sinaºater-
stºaende36ºar vid makten ocksºa var en trogen allierad. Det var inte fÄorrÄan efter Hierons
dÄod somstadeni samband med Hannibals inledandeframgºangar i norra Italien bytte sida.
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och ut i vattnet genomatt lugnt dra i ett lÄatt rep44.
FÄor att fÄorklara bºade denna historia och samtidigt antyda hur skruven kom-

mer in i bilden kan det vara lÄampligt att ge en kvantitativ och mycket allmÄan
formulering av hÄavstºangslagengenomformeln

arbete= kr af t ¢vÄag.

Den viktigaste konsekvensenav denna formel Äar att det gºar att utfÄora ett stort
arbete med en liten kraft, fÄorutsatt att "man Äar beredd att gºa lºangt". Eftersom
det samtidigt gÄallar att inte komma fÄor lºangt bort sºa bÄor man helst gºa i cirklar.
Kombinerar vi dessatvºa id¶eer sºa ser vi att ett enkelt sÄatt att gÄora det Äar att
anvÄanda en vinsch, vilk et innebÄar att vi anvÄander ett stort handtag fÄor att rulla
upp ett rep pºa en smal axel. Denna teknik var fÄormodligen gammal redan pºa Ar-
kimedestid, men han fÄorbÄattrade den bl.a.genomatt helt enkelt anvÄanda samma
id¶e tvºa gºanger. Han gick ocksºa vidare i sitt tÄankande och sina konstruktioner fÄor
att lÄosaandra problem. Det Äar ju nÄamligen ofta sºa att vi kanske kanºastadkomma
en stor kraft men om denna Äar riktad ºat fel hºall eller angriper pºa fel stÄalle sºa Äar
den till ringa nytta. Det vi kan ºastadkomma med en vinsch Äar nu en kraft som
Äar riktad vinkelrÄatt mot rotationsaxeln och det problem som Arkimedes tycks ha
stÄallt sig var hur han skulle kunna ºastadkomma en kraft som var riktad parallellt
med rotationsaxeln. LÄosningenpºa detta problem blev skruven,eller somden ibland
kallas, denÄandlÄosaskruven. Pºa Arkimedes tid anvÄandesdennabl.a. fÄor att tillv erka
oljepressaroch numera anvÄands den t.ex. i domkrafter och skruvtvingar. Nºagot
senareinsºag han ocksºa att han kunde anvÄanda skruven fÄor att lyfta vatten.

Efter dessaexempel pºa hansfÄormºagaatt praktiskt utnyttja rotationer, kan det
vara pºa sin plats att ocksºa sÄaga nºagot om hans teoretiska kunskaper om cirkeln.
Det kan dÄarvid vara id¶e att bÄorja med ett av hans tidigare arbeten, nÄamligen
det som kallas Om mÄatning av cirkeln. Detta kan sÄagasha varit sºa nÄara man kom
under antik en till att lÄosa problemet om cirkelns kvadratur, d.v.s. problemet att
"geometriskt konstruera" enkvadrat medsammayta somengivencirkel. Eftersom
problemet i denna form Äar olÄosbart sºa kunde naturligtvis inte heller Arkimedes
lÄosa det, men det han istÄallet gjorde var att bevisa att cirkelns yta Äar lika stor
som ytan av en triangel med cirkelns omkrets som bas, och dessradie som hÄojd.
Han bevisadeocksºa att fÄorhºallandet mellan cirkelns omkrets och dessdiameter lºag
mellan 310

71 och 31
7 . En intressant poÄang med detta arbete Äar att det tycks ha

skrivits ungefÄar samtidigt som han skulle ha konstruerat hodometern, nºagot som
Sleeswykocksºa anvÄander som ett argument fÄor sin hypotes. Om det ¯nns ett
sºadant samband sºa belyser detta pºa ett nºagot ovÄantat sÄatt Arkimedes fÄormºaga
att kombinera praktiskt och teoretiskt arbete. Saken Äar den att enligt Vitruvius
beskrivning sºa skall hodometerhjulet ha rullat exakt 400 varv pºa en romersk mil
och eftersomen mil var 5000fot sºa skulle hjulet ha haft en omkrets av 121

2 fot. Det
lÄattaste sÄattet att ºastadkomma ett hjul med denna omkrets var naturligtvis att
fÄorst tillv erka det nºagot stÄorre och sedanslipa ner det sºa att omkretsenblev exakt
vad den skulle vara, och eftersomalla hans arbeten tydligt visar hur praktisk han
var sºa ¯nns det ingen anledning att tro att han krºangladetill arbetet fÄor sig genom
att fÄorst mÄata diametern och dÄarefter rÄakna ut omkretsen. DÄaremot bÄor det ha
varit naturligt fÄor honom att efterºat ha studerat fÄorhºallandet mellan omkretsen
och diametern och det kan dºa vara vÄart att notera att den noggrannhet som han
anger fÄormodligen inte var den bÄasta somhan kunde uppnºa, men att den dÄaremot
fyllde alla praktiska behov.

44Det bÄor pºapekas att trÄadet i historien faktiskt spelar en vÄasentlig roll.
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Ett annat arbete som illustrerar samma ny¯k enhet och vilja att teoretiskt
fÄorstºa det han fÄorst gjort praktiskt Äar den berÄomda skriften Om °ytande kroppar,
dÄar han bl.a. formulerar den lag sombrukar kallas Arkimedesprincip. Detta arbete
brukar sÄattas i samband med historien om kungenskrona, och brukar leda till att
sentida fÄortÄaljare anvÄander principen i sin beskrivning av hur han lÄosteproblemet.
Den beskrivning somgesav Vitruvius Äar dock lÄattare och Äaven i detta fall sºa ¯nns
det anledning att tro att den praktiskt lagde Arkimedes anvÄande det enklaste
sÄattet.

Nºagraav ArkimedesmestberÄomdaarbetenhandlar om parablar meneftersom
detta kapitel handlar om cirkeln ska jag istÄallet Äovergºa till det arbete som Arki-
medessjÄalv betraktade som sitt fÄornÄamsta och som han dÄarfÄor ville ha illustrerat
pºa sin gravsten. Om vi bÄorjar med gravstenen sºa var det hans Äonskan att denna
skulle prydas av en sfÄar, en cylinder och fÄorhºallandet 2 : 3. Det fÄorutsattes ocksºa
att sfÄaren var inskriven i cylindern, d.v.s. att dessahade sammaradie, sÄag R, och
att cylinderns hÄojd var 2R. Att han ocksºa ville ha fÄorhºallandet med pºa stenen
berodde pºa att det var detta som var hans stolthet. Han hade nÄamligen i ett
arbete Om sfÄaren och cylindern bevisat att fÄorhºallandet mellan sfÄaren och cylindern
var just 2 : 3, och detta antingen man mÄatte ytorna eller volymerna. FÄor ossÄar
detta lÄatt att bevisa eftersom vi kan anvÄand vÄalkÄanda formler, dels fÄor omkretsen
och ytan av en cirkel, dels fÄor ytan och volymen av en sfÄar. Med hjÄalp av dessa
formler kan vi rÄakna ut att ytorna Äar

4¼R2 fÄor sfÄaren och 6¼R2 fÄor cylindern

medan volymerna Äar

4¼
3

R3 fÄor sfÄaren och 2¼R3 fÄor cylindern.

Dessaformler kan sÄagasha varit bºadevÄalkÄanda och helt okÄanda under antik en.
Man visste nÄamligen att exempelvis fÄorhºallandet mellan tvºa cirklars omkretsar var
detsammasomfÄorhºallandet mellan radierna och att fÄorhºallandet mellan ytorna var
detsammasommellan kvadraterna pºa radierna menÄavenom man skulle ha kunnat
tala om fÄorhºallandet mellan en cirkels yta och kvadraten pºa dessradie skulle man
inte ha uppfattat detta fÄorhºallande somett tal. Det bÄor ocksºa pºapekasatt ytan av
en sfÄar inte var nºagot vedertaget begrepp. Om vi trots dessainvÄandningar tolkar
derasfaktiska kunskaper som att de faktiskt kÄande till formlerna sºa kvarstºar trots
detta en avgÄorande okunskap. NÄar vi skriver dessaformler anvÄander vi samma
symbol, den grekiska bokstaven ¼ i dem alla, vi vet ju nÄamligen att fÄorhºallandet
mellan en cirkels omkrets och dessdiameter Äar detsamma som mellan dessyta
och kvadraten pºa radien, men, och det Äar ett viktigt men, detta Äar nºagot som
man vid denna tid mÄojligen kunde ana men absolut inte veta. Vi kan dÄarfÄor tolka
den tidens vetande som om man visste att det fanns konstanter som vi kan kalla,
¼1; ¼2; ; ¼3 och ¼4 sºadana att fÄor en cirkel eller sfÄar med radien R Äar

cirkelns omkrets = 2¼1R;

cirkelns area= ¼2R2;

sfÄarensyta = 4¼3R2 och

sfÄarensvolym =
4¼4

3
R3:

Tittar vi nu nÄarmare pºa vad fÄorhºallandet 2 : 3 betyder fÄor yta och volym, och om
vi ocksºa kombinerar detta med det han hade bevisat i det tidigare arbetet Om
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mÄatning av cirkeln nÄamligen att ¼1 = ¼2, sºa kan vi rÄakna ut att ¼1 = ¼2 = ¼3 = ¼4.
Detta var alltsºa vad Arkimedes sjÄalv ansºag vara sin frÄamsta vetenskapliga insats.45

Somavslutning av detta avsnitt om antik ensfrÄamstematematiker vetenskaps-
man och upp¯nnare kan det vara vÄart att pºaminna om hans dÄod och hans sista
ord. Som jag tidigare nÄamnt fÄorblev Syrakusa allierat med Rom Äanda tills kung
Hieron dogºar 215 fvt. NÄar staden dÄarefter slÄot fÄorbund med Kartago under det
andra puniska kriget, sºa beslÄot romarna att en gºang fÄor alla bli av med sin opºalit-
liga granne. Under ledning av konsulenMarcellus angrep de staden och bemÄottes
med ett krigsmaskineri som aldrig fÄorut skºadats. De vÄaltrÄanade och segervana
romerska soldaternavÄandeoch °ydde i skrÄack nÄar de bombarderadesmed ett regn
av stora stenar och besÄattningarna pºa fartygen kastadesig i vattnet fÄor att und°y
de vÄaldiga gripklor som lyfte upp skeppen i luften och krossadedem mot land.
SjÄalva solentycktes stºa pºa fÄorsvarnas sida eftersomdessariktade dessstrºalar mot
de anfallande skeppen och satte dem i brand.

Sºa fÄortÄaljer ºatminstone den romerske fÄorfattaren Plutarcus, som tillÄaggeratt
det var Arkimedes ensam,hans intelligens och skaparkraft som fÄorsvarade staden.
Allt de Äovriga invºanarna i staden behÄovde gÄora var att avlossakastmaskinerna.

Hur mycket av Plutarcus berÄattelse som Äar sant lÄar det vid det hÄar laget vara
omÄojligt att ta reda pºa. SÄakert Äar dock att staden motstod tvºa ºars belÄagring
av en ÄoverlÄagsen¯ende, och att den fÄoll fÄorst sedan Marcellus haft tillfÄalle att
under fÄorhandlingar med stadensledare (inne i staden!) ¯nna desssvaga punkt.
Under en natt dºa stadensinvºanaretill gudinnan DianasÄara berusadesig sºa besatte
Marcellus ett befÄastningstorn, medandesov ruset av sig lyckadeshan inta murarna
i nÄarheten och nÄar de vaknadeur baksmÄallan sºa ljÄod de romerska stridslurarna.

Den ende som inte tycktes mÄarka vad som skedde var Arkimedes som satt i
parken, lutad Äover ett geometriskt problem. NÄar en romersk soldat kom stÄorande
nÄara sºa fÄoste han undan honom med de berÄomda orden | Rubba icke mina cirklar .
Soldaten, som inte var van vid en sºadan behandling, reagerademed att hugga
av honom huvudet. Visserligen hade Marcellus givit strÄanga order om att just
Arkimedes inte ¯ck dÄodas utan skulle fÄoras direkt till honom, men hur skulle en
enkel romersk soldat kunna ana att den dÄar gubben i parken var den fruktade
Arkimedes.46

ErÄovringen av Syrakusa var ingen stor militÄar hÄandelse,men den markerade
Äovergºangenfrºan grekiskt till romerskt herravÄalde i Äostra Medelhavet. Den innebar
ocksºa att en vÄarld som upplysts av grekisk ¯loso¯ Äovergick i en vÄarld styrd av
romersk lag och att ett samhÄalle inspirerat av mjuka cirklar fÄorvandladestill ett
samhÄalle dominerat av hºarda fyrkanter.

14. Hjulen bÄorjar mala
ÄAven om den romerska krigsmaskinenrullade vidare efter erÄovringen av Syra-

kusa sºa drÄojde det Äandºa nÄastan tvºa ºarhundraden innan Alexandria och de sista
grekiskt styrda rikena vid Äostra Medelhavet fÄoll fÄor Äovermakten. Under denna tid
fortsatte ocksºa cirkeln att spela en viktig roll fÄor bºade vetenskapen och tekniken,
Äaven om desscentrala roll inom den rena geometrin delvis Äovertogsav kÄagelsnitten.

45Den franske matematikern P. Lelong lÄar ºatminstone muntligen ha yttrat att den frÄamsta
Äara som en matematiker kan vinna Äar att hans resultat blir sºa allmÄant accepterat att det
ingºar som en sjÄalvklarhet i vºar tillv aro. Med detta mºatt mÄatt hade Arkimedes uppenbar-
ligen rÄatt i sin egenbedÄomning av sina vetenskapliga insatser!
46Eftersom den ensammeromerske soldaten knappast fÄorstod grekiska Äar det inte troligt
att han ordagrant kundeºatergeArkimedes uttalande, meneftersomordenblivit bevingade
sºa var det vad han sa | antingen nºagon hÄorde det eller ej.
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Antik ensfrÄamste kÄannare av kÄagelsnitten47 var Apollonius frºan Perga (c:a 262 ¡
190 fvt). Apollonius, som ocksºa var en framstºaendeastronom, var en av antik ens
absolut frÄamsta vetenskapsmÄan. Hans 8 bÄocker om kÄagelsnitten (varav 7 ¯nns
bevarade) brukar betraktas som den klassiska geometrinsabsoluta hÄojdpunkt.

Somastronom frºangick han den modell, somskapadesav Eudoxus och vidare-
utveckladesav Aristoteles och ersatte dennamed en helt ny modell av solsystemet.
Som en kuriositet kan det vara vÄart att nÄamna att den allvarligaste bristen hos
denna modell varken var att den hade jorden i centrum eller att planetbanorna
antogs vara uppbyggdaav cirklar (istÄallet fÄor de ellipser somhan sjÄalv kÄandesºa vÄal
till och som Kepler 1800ºar senareskulle anvÄanda fÄor att beskriva solsystemet48),
utan istÄallet antagandet att planeterna rÄorde sig med likformig hastighet i sina
banor. Modellen vidareutvecklades och fÄorbÄattrades av bland andra Hippar chos
och Ptolemaios och gav sºa smºaningom sºa god ÄoverensstÄammelsemed observatio-
nerna att det drÄojde mer Äan ett och ett halvt ºartusendeinnan det uppstod behov
av en bÄattre.

Samtidigt somde matematiska modellerna fÄorbÄattrades sºa utveckladesmÄatin-
strumenten och dÄarmed ocksºa de astronomiska observationerna. Detta ledde till
att modellerna blev alltmer kvantitativ a och krÄavde allt °er och alltmer kompli-
ceradeberÄakningar. FÄor att klara dessaberÄakningar sºa anvÄande matematikerna
sexagesimalbrºak. De skrevs visserligen med grekiska talsymboler men id¶en och
inspirationen kom frºan Babylon. Samtidigt bÄor det pºapekas att de utfÄorde berÄak-
ningarna i sina geometriska modeller vilk et innebar att de utvecklade en helt ny
kvantitativ geometri, dÄar de istÄallet fÄor att bevisa att tvºa trianglar var lika (d.v.s.
kongruenta) rÄaknade ut deras sidor och vinklar. Denna nya geometri kallades
tri-gono-metri, vilk et pºa latin blir tri-angulo-metri och pºa svenska "tre-hÄornings-
mÄatning" och brukar betraktas som den alexandrinska vetenskapens viktigaste
bidrag till matematiken.

Samtidigt somromarriket lºangsamt breddeut sig i norr och vetenskapsmÄannen
arbetade vidare i Museion, sºa levde ocksºa vardagslivet i staden vidare. Alexand-
ria var dºa den stÄorsta stad som vÄarlden skºadat och hade ocksºa det dittills mest
di®erentierade nÄaringslivet. Bland de nya nÄaringar som uppstod i staden spelade
bageriernaen viktig roll. Det har berÄaknats att fÄore tillk omsten av dessasºa gick
mer Äan en femtedel av arbetstiden i hemmenºat till att framstÄalla brÄod. Detta
berodde dels pºa att brÄodet var en basfÄoda som man inte kunde vara utan och dels
pºa att arbetet var tungt och krÄavande. Det bestod av tre moment, av vilka det
fÄorsta, nÄamligen att mala sÄadentill mjÄol var det tyngsta. ÄAven i de nya bagerierna
var detta det tyngsta arbetet och eftersomdessabehÄovde stora mÄangderav mjÄol sºa
fÄorbÄattrades kvarnarna snabbt. Enkla handkvarnar ersattes av vridkv arnar som
Äaven de fÄorst var handdrivna, men som nÄar de blev stÄorre drogs av ºasnor eller
oxar. Fortfarande var dock arbetet tungt och Äaven oxar blev trÄotta. Den slutliga
befrielsen frºan det som dºa varit mÄanniskans tyngsta slit i ºatta ºartusenden kom
med vattenmÄollan. De fÄorsta vattenhjulen hade byggts i strida strÄommar och fÄor
okÄanda syften under ett par ºarhundraden innan man nºagon gºang omkring ºar 100
fvt kom pºa att anvÄanda dem fÄor att driva kvarnar.

Med vattenmÄollan har vi kommit till en naturlig slutpunkt fÄor detta kapitel
dÄar vi sett hur cirkeln under ºartusendenanÄarmast fÄore vºare tiderÄakning trÄangde
alltmer in i mÄanniskornas liv.

47Ett kÄagelsnitt erhºalls som skÄarningen mellan en cirkulÄar kon och ett plan. De kurvor
som kan uppstºa pºa detta sÄatt Äar ellipsen, parabeln och hyperbeln. Seappendix K1.
48Seappendix K.
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KAP .4. SIFFR ORNA
1. Pax Romana

Sedanromarna under det sistaºarhundradet fvt erÄovrat Egypten blev Medel-
havet i praktik en ett romerskt innanhav. Det romerska riket bestod sedani nÄastan
ett halvt ºartusendeoch gav fÄorutom fred i de centrala delarna ocksºa ett visst vÄal-
stºand, ºatminstone fÄor vad vi idag skulle kalla medelklassen.FÄorutsÄattningarna fÄor
detta vÄalstºand var ett e®ektivt jordbruk och en livlig sjÄofart kors och tvÄars Äover
Medelhavet. Eftersom riket ocksºa hade ett e®ektivt skattevÄasenhade staten rºad
att hºalla en stor arm¶e med uppgift att dels kvÄasa uppror och dels hºalla krigiska
grannfolk utanfÄor riket.

Den romerska Äoverklassenhyste enstor beundran fÄor dengrekiska kulturen och
¯loso¯n, men den hade inget stÄorre intressefÄor den grekiska vetenskapen. Detta
gjorde att samtidigt somden romerska tiden kÄannetecknasav praktfulla byggnads-
verk och en i alla avseendenhÄogkultur sºa upphÄordedenvetenskapliga utvecklingen
nÄastan helt. Detta berodde dock fÄormodligen inte bara pºa det bristande intresset
utan ocksºa pºa att basenfÄor grekernas vetenskap, d.v.s. den euklidiska geometrin
redan uttÄomt sina mÄojligheter som hjÄalpvetenskap. Det som vetenskapsmÄannen
skulle ha behÄovt var en matematik som tillÄat rÄakning, och fÄorutsÄattningen fÄor en
sºadan matematik saknades.

Centrum fÄor den vetenskapliga utveckling somtrots allt fÄorekom under romar-
tiden var fortfarande Alexandria och det var fr.a. inom tvºa vetenskaper som det
gjordes insatsersomlºangt senareskulle fºa betydelse. Den enaav dessavar alkemin
och den andra var matematiken. Alkemin ledde dels till uppkomsten av en "k e-
misk hantverkstradition" som via araberna kom till Europa under senmedeltiden,
dels till upptÄackten av nya material, exempelvis ofÄargat glas.

Den frÄamstematematikern under dennatid var Diophantos somlevdepºa 200-
talet, och somdÄarmed kom fÄor sent fÄor att hinna pºaverka sin egentids matematik.
Han Äoversattesdock till arabiska och dÄarifrºan till latin, och ¯ck dÄarigenom senare
stor betydelse fÄor matematikens utveckling. Diophantos viktigaste arbete hette
Aritmetic a, och behandladevad vi idag kallar algebra och talteori. Han sysslade
bl.a. med obestÄamda ekvationer varvid han frÄamst sÄokte lÄosningar som kunde
skrivas som kvoter av hela tal, d.v.s. som brºak. Till skillnad frºan sina fÄoregºangare
uppfattade han brºak som riktiga tal. Han anvÄande ocksºa nya symboler fÄor att
skriva matematik, symboler som visserligenhar ersatts av nyare och enklare, men
som var betydelsefulla frÄamst fÄor att de visade vilka mÄojligheter som fÄorbÄattrade
symboler skapade.

Under de fÄoljandeºarhundradena ersattesden grekiska rationella ¯loso¯n allt-
mer av den framvÄaxandekristendomen som grund fÄor vÄarldsuppfattningen. Detta
innebar samtidigt att tron blev viktigare Äan tÄankandet, nºagot somnaturligtvis ¯ck
allvarliga konsekvenserbºade fÄor matematiken och vetenskapen. Den sista antika
matematiker som gºatt till historien var Hypatia (370{415), som ocksºa var den
fÄorsta kÄanda kvinnliga matematikern under antik en. Liksom de °esta senantika
matematikerna lÄastehon och studeradede gamla mÄastarna, frÄamst Apollonius och
Diophantus, och gjorde egnakommentarer och tillÄagg till dessa.Under en tid dºa
kristendomen blev alltmer dominerandei staden hÄoll hon fast vid sina platoniska
ideal och genomatt hon ocksºa hade en politiskt betydelsefull roll sºa sºagshon som
ett hot och en ¯ende. En marsdagºar 415drogshon ur sin vagn och sÄondersletsav
en grupp kristna fanatiker. Hypatia var berÄomd sºavÄal fÄor sin skÄonhet som fÄor sin
intelligens och sitt kunnande och genomsin tragiska dÄod har hon blivit en symbol
fÄor den antika vetenskapensundergºang.
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Efter det vÄastromerska rikets fall ºar 476 intrÄaddestÄorre delenav Europa i vad
som brukar karakteriserassom den mÄorka medeltiden. Det som Äannu ºaterstod av
denklassiska grekiska kulturen ¯ck visserligenenfristad i det bysantinska riket men
dÄar fÄorde den en tynande tillv aro. NÄar matematiken, och dÄarmed sºa smºaningom
ocksºa andra vetenskaper, ºater bÄorjade utvecklas, sºa skeddedetta lºangt borta i en
helt annan del av vÄarlden.

2. Konsten att rÄakna I I I
I ºaterstoden av detta kapitel ska vi studera uppkomsten, framvÄaxten och ut-

vecklingen av vºart nuvarande talsystem. Detta talsystem, det decimala positions-
systemet,Äar ett sÄatt att skriva tal som ligger nÄara vºart sÄatt att sÄaga dem och som
dÄarfÄor Äar ganska lÄatt att lÄara sig. FÄor utvecklingen av den typ av kunskap som jag
i inledningen kallade hjÄarnans kunskap Äar det av (minst) samma betydelse som
alfabetet. Till skillnad frºan alfabetet Äar det dessutomi °era avseendenperfekt och
anvÄands dÄarfÄor pºa samma sÄatt Äover hela vÄarlden. De enda tekniska upp¯nningar
som varit av sammabetydelseÄar hjulet och boktryckarkonsten.

Detta avsnitt Äar det tredje somfºatt rubrik en ¡ konstenatt rÄakna ¡ men medan
de tvºa tidigare verkligen handladeom att rÄakna i ordets ursprungliga betydelsesºa
kommer detta avsnitt att handla om konsten att gÄora berÄakningar. Vi kan dÄarfÄor
bÄorja med att pºaminna ossatt symboliska sÄatt att fÄor Äogat ange antal anvÄandes
lºangt innan mÄanskligheten hade kommit pºa att Äaven det talade sprºaket kunde
ÄoversÄattas till nºagot som kunde fÄorstºas med hjÄalp av Äogonen. Eftersom de allra
°esta av dessatal tillv erkades fÄor stundens behov sºa ¯nns det inte mycket som
bevarats eller beskrivits. Vi vet att mÄanniskor gjorde skºaror i trÄa dÄarfÄor att detta
var nºagot som fÄorekom under vºar egenmedeltid och vi vet att inkaindianerna i
Peru knÄot knutar pºa snÄoren eftersomdet var nºagot som de spanska erÄovrarna ¯ck
se med egna Äogon. Hur lÄange som dessametoder anvÄants eller hur mºanga hÄogar
med smºasten som lagts upp pºa bord eller ned i skºalar vet vi dÄaremot ingenting
om. I nºagra fºa fall har skºaror ristats i ben som bevarats och dÄarfÄor vet vi att det
fÄorekom i Kina under tidig neolitisk tid. Man har ocksºa funnit ett nÄarmare 30000
ºar gammalt vargben i Tjeckoslovakien med skºaror fÄor rÄakning. Skºarorna kommer
i grupper om fem och det ¯nns elva sºadana grupper.

De metoder fÄor att angetal som pºa nºagot sÄatt bevarats Äar de som redan frºan
bÄorjan hade till syfte att dokumentera ett antal, och som sedanav en tillfÄallighet
rºakade bevaras mycket lÄangre Äan vad som ursprungligen hade avsetts. Dessame-
toder Äar dock just fÄor att de var till fÄor att sparasolÄampliga fÄor att utfÄora ensde
enklaste berÄakningar. FÄor att utfÄora enkla additioner och subtraktioner anvÄande
vºara fÄorfÄader istÄallet under lºanga tider helt enkelt smºa stenar, en sedvÄanja som
ºaterspeglas i vºart ord kalkyl (frºan latinets calculus (liten sten) fÄor att utfÄora be-
rÄakningar. NÄar de antal som skulle rÄaknas blev stÄorre och vºara fÄorfÄader fÄor mer
Äan 5000ºar sedanhade lÄart sig att rÄakna till tusen sºa blev det ocksºa naturligt att
anvÄanda smºa stenar fÄor ental, nºagot stÄorre fÄor tiotal och stora fÄor hundratal. 49

NÄasta steg bÄor ha varit att man exempelvis hade olika skºalar fÄor ental, tiotal
och hundratal, eller att man drog streck i sandensºa att stenar inom en del angav
ental, inom en annan tiotal o.s.v. Detta gick bra Äoverallt dÄar det var gott om
smºastenmen nÄar handeln drog in i husensºa blev det praktiskt fÄor handelsmÄannen

49Somjag nysspºapekade¯nns inga bevaradespºar av sºadanahÄandelsersºa att allt detta Äar
enbart spekulationer. Dock ¯nns det vissa sprºakliga rester i olika indo-europeiska sprºak.
Dels Äar tu i det germanska ordet tusen slÄakt med tu i tumme och hade ursprungligen
betydelsenstark eller kraftig, dels ¯nns det zigenardialekter dÄar ordet fÄor hundra betyder
ungefÄar stor-tio och andra dÄar ordet fÄor tusen betyder stor-hundra.
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att ha medsigegnauppsÄattningar av stenar, och om deskulle rÄakna stora tal kunde
de ocksºa behÄova dukar dÄar markeringar fÄor ental, tiotal och hundratal redan var
givna. Sºa smºaningom standardiseradesdessahjÄalpmedel vilk et ledde till att de
ibland tillv erkadesav bestÄandigarematerial. De Äaldsta bevaradespºaren av sºadana
hjÄalpmedel kommer frºan Grekland dÄar det dels ¯nns en avbildning pºa en berÄomd
vas, den s.k. Dariusvasenfrºan 400-talet (fvt) och dels en verklig rÄaknebrÄada som
hittats pºa Äon Salamis.

DessarÄaknebrÄadenkalladespºa grekiska fÄor abakion (®¯ ®·¶oº ) eller abax (®¯ ®»).
RÄaknandet utfÄordes dÄaremot alltid vid ett bord, pºa grekiska trapeza (¿%®¼"³ ®).
Betydelsen av detta bord kan sesi att ordet trapeza fortfarande Äar den grekiska
benÄamningen fÄor en bank. ÄAven vºart ord har f.Äo. ett liknande ursprung. Banken
eller bÄanken var nÄamligen den plats dÄar den medeltida penningrÄaknaren arbetade.

MÄanniskan har alltid haft svºarigheter Äaven med de enklaste additioner och
har i alla tider anvÄant hjÄalpmedel fÄor dem. HjÄalpmedlen har varit anpassadeefter
och berott pºa dels den tekniska utvecklingsnivºan, dels hur stora tal som skulle
berÄaknas. Det bÄorjade med smºa stenar, fortsatte med rÄaknebrÄaden i vÄast och kul-
ramar i Äost innan man under nºagraºarhundraden kunde nÄoja sig med papper och
penna. Att det var betydligt svºarare att rÄakna pºa papper mÄarks om inte annat pºa
att allteftersom anvÄandningen av rÄaknebrÄaden minskade sºa ÄokadesanstrÄangning-
arna att tillv erka mekaniska rÄaknemaskiner.50 Under 1800-talet fÄorbÄattrades och
fÄorbilligades dessatillrÄackligt mycket fÄor att bli om inte var mans egendom,sºaºat-
minstone en nÄodvÄandighet i de °esta butik er. Idag gºar redan skolbarnen omkring
med minirÄaknare som rÄaknar snabbareÄan talen kan sÄagas.

De tekniska hjÄalpmedlen har alltid varit tillrÄackliga fÄor alla vardagliga behov
av berÄakningar och detta har inneburit att skrivna tal i de allra °esta fall enbart
anvÄants fÄor att dokumentera resultaten av rÄakningar. De enda egenskaper hos ett
system fÄor att skriva tal som var av betydelsevar dÄarfÄor att de var lÄatta att skriva
och lÄasa och svºara att fÄorfalska. Eftersom dessutomstora tal regelmÄassigt ersattes
med stora enhetersºa var det frÄamst talen frºan ett till tusen (eller snarare999) som
behÄovde skrivas. DessutombÄor det pºapekas att alla mer bestÄandiga skrivmaterial
fÄorr var alltfÄor dyra fÄor att anvÄandassom kladdpapper fÄor rÄakningar.51

De enda som hade behov av att utfÄora noggrannaberÄakningar med stora tal
var dÄarfÄor matematiker och astronomer. Detta gjorde att nÄar det vÄal utvecklades
ett sÄatt att skriva tal som dels var lÄatt att skriva och lÄasa, dels var praktiskt fÄor
berÄakningar, sºa var det matematiker och astronomer som utvecklade det. Att
det kom att ske just i Indien kan delvis ha haft religÄosa skÄal eftersom man dÄar
fÄorestÄallde sig en vÄarld som bestºatt i inte tusentals utan miljontals ºar och hade
namn fÄor tal som vi skulle kalla oktillioner och nonillioner och som vi skriver som
en etta med nÄarmare 50 nollor efter sig.

3. Indiens tidiga historia
Medan vÄasteuropaefter det vÄastromerska rikets fall kom att dominerasav de

germanska folk som greker och romare brukat kalla barbarer, sºa bestod fÄor en tid
det Äostromerska riket tÄamligen intakt. ÄOster dÄarom hÄarskade den Sassanidiska
dynastin Äover ett stort persiskt rike och Äannu lÄangre Äosterut hade det uppstºatt en
sÄaregenhÄogkultur kring de stora °oderna Indus och Ganges.Denna indiska kultur

50Den fÄorsta fungeranderÄaknemaskinentillv erkadesav Blaise Pascal (1623 { 1662)ºar
1642.
51Ofta brukar andra talsystem Äan vºart egetkritiseras fÄor att de inte Äar lÄampliga fÄor berÄak-
ningar, vilk et visserligenmºa vara sant, men det Äar en kritik som var fullkomligt irrelevant
fÄor dem som anvÄande systemen.
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kan rentav beskrivas som den sista av de hÄogkulturer som under ºartusendenafvt
vÄaxte upp kring stora °oder.

Den tidigaste kÄanda hÄogkulturen inom detta omrºade tycks ha uppstºatt i In-
dusdalenomkring ºar 3000fvt. De fÄorsta fynden efter den gjordes i nÄarheten av den
nutida stadenHarappa, och i brist pºa bÄattre benÄamningar brukar man dÄarfÄor ofta
tala om Harappa-kulturen. Eftersom sjÄovÄagenlºag Äoppen brukar det fÄorutsÄattas att
dennakultur hadefÄorbindelsermeddet samtida Sumerriket i Mesopotamien. JÄam-
fÄort medkulturerna i Mesopotamien och Egypten Äar dennaInduskultur mycket lite
utforskad och det mestaom den Äar Äannu okÄant. Det stÄorsta hindret fÄor forskningen
Äar att man inte vet nºagot om det sprºak somtaladeseller ensvilk en sprºakfamilj som
det tillhÄorde. Kulturen hade en egenskrift och Äaven om man tror att det sprºak
som talades och skrevs tillhÄorde den dravidiska52 sprºakfamiljen sºa har skriften
Äannu inte kunnat tydas. Det man sÄakert vet Äar att en indo-europeisk folkgrupp,
arierna, bÄorjade trÄanga in frºan nordvÄast under det andra ºartusendet fvt. Arierna
fÄorde med sig en egenmytologi som visserligen hade ett tydligt indo-europeiskt
ursprung, men som pºa sin vÄag till Indien hade plockat upp andra element, och
som efter ankomsten till Indien utvecklades till ett invecklat religions-¯loso¯skt
system. Ett viktigt, fÄor att inte sÄaga dominerande, inslag i detta var lÄaran om
sjÄalavandringen, somvisserligenhadeuppstºatt somett sÄatt att und°y dÄoden, men
som allteftersom tiden gick kÄandesalltmer tyngande. Detta ledde till att frÄalsning
i indiska religioner, som hinduism, buddhism och jainism inte brukar bestºa i frÄals-
ning frºan dÄoden utan en frÄalsning frºan ºaterfÄodandet. Denna frÄalsning innebÄar att
sjÄalen efter dÄoden befrias frºan det eviga pºanyttfÄodandet och istÄallet fºar uppgºa i
vÄarldsalltet, Nirvana. UtmÄarkande fÄor Indien Äar ocksºa det kastvÄasen, som uppstod
tillsammans med religionen och som helt dominerar samhÄallslivet.

FÄor vºart vidkommande Äar det inte detaljerna i den indiska religionen som Äar
viktiga utan bara det faktum att religionen ¯ck en domineranderoll i allt indiskt
liv. Detta innebar nÄamligen att det liksom i sumerriket uppstod en betydelsefull
grupp av prÄaster och dÄarmed en intellektuell elit som kunde Äagna sig ºat ¯loso¯,
matematik och vetenskap. Den tidiga ariska tiden, fram till ungefÄar ºar 600 fvt
brukar kallas Veda-perioden, efter de religÄosa verk som dºa skrevs. Mot slutet av
Vedatiden hade religionen blivit sºa dominerandeatt man kan tala om ett religÄost
tyranni, nºagot som skapadeutrymme fÄor nya religioner och lÄaror. Den viktigaste
av de stora religionsskapare som framtrÄadde vid denna tid var Buddha (560{483
fvt) vars lÄara snabbt spredsÄover stora delar av Indien och sydÄostra Asien, men
Äaven Jina (540{468 fvt) skapade en religion som fortfarande har ett stort antal
anhÄangare, de s.k. Jainisterna . Dºa hade Indien, Äanda sedan ariernas ankomst, i
Äover 1000ºar varit fÄorskonat frºan angrepp utifr ºan.

Dennamer eller mindre frivilliga och mer eller mindre totala isolering frºan om-
vÄarlden brÄots dock under 500-talet fvt dºa stÄorre delen av Indusdalen infÄorlivades
med det mÄaktiga perserriket. NÄar detta fÄorsvagadesunder de fÄoljande ºarhundra-
dena brÄot sig de indiska delarna ur riket, sºa att nÄar Alexander den store nºadde
Indus, sºa var landet dÄaromkring ºaterigenunder indiskt styre. I slagetvid Hydaspes
ºar 326 stÄalldes fÄor fÄorsta gºangenen europeisk hÄar mot en orientalisk fÄorseddmed
stridselefanter. ÄAven om dessainte rÄackte till mot Alexandersstridsvana soldater,
sºa tycks de ha gjort ett outplºanligt intryck pºa segrarna,och elefanter kom senare
att anvÄandasÄaven i Europa av bºade greker och kartager.

Efter Alexanders fÄalttºag sºa brÄots aldrig de kulturella fÄorbindelserna mellan
Indien och lÄandernarunt Medelhavet. Den indiska kulturen har visserligenfortsatt

52De dravidiska sprºaken Äar idag de dominerande i sÄodra Indien. De idag mest talade
dravidiska sprºaken Äar tamil och OBS

64



att vara sÄaregenmen utvecklingen har skett under stÄandig yttre pºaverkan. Det
bÄor f.Äo. pºapekasatt isoleringenaldrig var total eftersomdet delsalltid fÄorekommit
kontakter via de afghanska passeni nordvÄast, dels alltid fÄorekommit sjÄofart pºa
Indiska Oceanen.Under lºanga tider fanns det t.o.m. en kanal frºan Nilen till RÄoda
Havet vilk et gjorde att det faktiskt fÄorekom direkta sjÄofÄorbindelser mellan Indien
och Medelhavet. De stora sjÄofartsnationerna var (ºatminstone ur ett europeiskt
perspektiv) i tur och ordning fenicier (ca. 1500{ ca. 300fvt), greker och romare (ca.
300fvt { ca. 600evt) och slutligen araber (ca. 600{ ca. 1500), innan de europeiska
staterna i slutet av 1400-talet nºadde Indien genomatt seglarunt Afrik a.

4. Indisk matematik och vetenskap

En kort tid efter Alexanders fÄalttºag grundade Chandra gupt a ett rike som
under hans sonsonA¶soka s (regeringstid 272 { 231 fvt) vÄaxte ut till det fÄorsta
verkliga imperiet i Indien. Efter en vºaldsam inledning blev A¶sokas styre en tid
av fredlig utveckling. Den har kvarlÄamnat ett stort antal minnesstenar runt om
Indien somÄar intressanta Äaven fÄor vºart vidkommandeeftersomderasinskriptioner
innehºaller de Äaldsta fÄoregºangarna till vºart nuvarande talsystem.

Efter A¶sokas tid ¯nns det bevarade inskriptioner pºa olika stÄallen i Indien som
visar hur skrivandet av tal utvecklades,hur av 27 tecken 9 blev viktigare och sakta
fÄorÄandrades,delvis i riktning mot vºara nuvarande si®ror. Det bÄor dock pºapekas
att dessatecken Äannu inte ingick i ett positionssystem,utan mer var att likna vid
det samtida grekiska sÄattet att skriva tal med hjÄalp av bokstÄaver, d.v.s. att man
dÄarfÄor behÄovde 27 tecken fÄor att skriva alla tal mellan 1 och 999. Det Äar dock vÄart
att pºapeka att en viktig skillnad var att man inte anvÄandesammasymboler fÄor tal
och bokstÄaver.

Efter A¶sokas dÄod deladeshans vÄalde och fÄorlorade i betydelse. Trots detta
sºa var de hellenistiska och romerska tiderna frºan ungefÄar 300 fvt till 500 evt en
relativt fredlig tid Äaven i Indien. Det var ocksºa en tid med livlig handel pºa Indiska
Oceanen,en tid dºa Rom hade handelsstationer i Indien och kinesiskt porslin kom
till Zanzibar. ÄAven om handelsfÄorbindelser inte nÄodvÄandigtvis leder till kulturellt
utbyte, sºa stÄaller det dock alltid krav pºa viss ÄomsesidigfÄorstºaelse. FramfÄor allt
Äar det absolut nÄodvÄandigt att handelsmÄan kan lÄasa och fÄorstºa varandras sÄatt att
skriva tal. Detta innebÄar ocksºa att Äaven om olika kulturer skrev sina tal pºa olika
sÄatt sºa kunde de fÄorstºa varandras. Trots att de kan ha anvÄant olika symboler sºa
bÄor dÄarfÄor sjÄofararna pºa Indiska Oceanenunder seklernasgºang ha utvecklat ett
gemensamt sÄatt att ange tal, och det troliga Äar att det var ett sÄatt som lºag nÄara
det som anvÄandesav grekerna i handelnshuvudstad Alexandria.

Att de indiska talsymbolerna, till skillnad frºan exempelvis de grekiska, sºa smºa-
ningom kom att utvecklas till ett positionssystem,hade fÄormodligen ºatminstone
tvºa viktiga orsaker av vilka den fÄorsta var att symbolerna inte samtidigt anvÄandes
som bokstÄaver. Den andra och viktigare var att de indiska matematiker som un-
der nºagraºarhundraden efter det vÄastromerska rikets undergºang Äovertog grekernas
ledanderoll inom astronomin var Äannu mer decimala Äan vad grekerna hade varit.

Nºagra av de mest kÄanda av dessaindiska matematiker var Ar yabhat a (f. ºar
476), Varaha Mihira (500-talet) och Brahma gupt a (f. 598). Den Äaldste av dessa
var verksami eller i nÄarheten av kejsar A¶sokas huvudstad Pataliputra, nuvarande
Patna, somlºagvid GangesungefÄar mittemellan New Delhi och Calcutta. De Äovriga
arbetadevid det observatorium i Ujjain, i vÄastra Indien, somdºa var den hinduiska
vetenskapenscentrum. Alla dessahade, som astronomer, oerhÄorda tidsperspektiv
om miljontals ºar, naturliga fÄor den som tror sig ha levat genomalla dessaºar, och
alla hade behov att att skriva stora tal. De kÄande alla till och utnyttjade den
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alexandrinska trigonometrin med dessblandning av decimala heltal och sexagesi-
mala brºak och kÄande dÄarfÄor till det sexagesimalapositionssystemetmed nolla och
allt. Trots detta var vÄagen till ett decimalt positionssystemlºang och krokig och
innehÄoll dessutomnºagra intressanta mellansteg. En av dessaegendomligheterpºa
vÄagenvar att talen vÄandesbak och fram sºa att man bÄorjade med entalen, fortsatte
med tiotalen o.s.v. Ett annat mellanstegsomfÄor ossverkar egendomligt,men som
fÄormodligen lºag i linje med hinduernas litterÄara traditioner, var att anvÄanda ett
slagssprºakligt "abstrakt" positionssystem,dÄar talen lÄastespºa vers. ÄAvenom vÄagen
somsagt var slingrig och krÄavde att ett °ertal matematiker avlÄostevarann och tog
vid dÄar den fÄorra slutade sºa Äar det vÄasentliga naturligtvis Äandºa att slutresultatet
blev det decimala positionssystemsom vi anvÄander Äannu idag. Sºavitt man idag
kan bedÄoma sºa fanns det ett omvÄant positionssystemi bruk ungefÄar ºar 530medan
ett rÄattvÄant kom nºagon gºang mellan ºar 550 och ºar 570.

5. Islam

Efter det vÄastromerska rikets fall var de dominerande rikena runt den gamla
vÄarldens navel i Äostra Medelhavet det alltjÄamt mÄaktiga bysantinska (eller Äostro-
merska) riket och det sassanidiska riket i Persien. Mellan och sÄoder om dessatvºa
fanns den stora arabiska halvÄon som visserligen mest bestod av Äoken, men som
Äandºa inte var helt folktom. FÄorutom att det vid de stÄorsta oasernavuxit upp
stÄader sºa fanns beduinerna som levde stÄorre delen av sitt liv som nomader i Äok-
nen. FÄor att Äoverleva i Äoknen var mÄanniskorna tvungna att hºalla sammanoch de
semitiska stammar som levde dÄar utvecklade strÄanga moralregler som fÄor att fºa
tillrÄacklig auktoritet uttryc ktes i religÄosatermer.

Ett folk, bestºaendeav 12 stammar somtidigare levat sºa men somredan tvºatu-
sen ºar tidigare lÄamnat det hºarda livet i Äoknen var hebr¶eerna. Efter ºatskilliga
prÄovningar och hºarda strider lyckadesdessapºa 1200-talet fvt bosÄatta sig i "det
fÄorlovade landet", landet Kanaan, i sydÄostra hÄornet av Medelhavet. Med sig till
sin nya tillv aro hade de en egengud, Jahve, och en religion som utgick ifrºan ett
fÄorbund mellan Jahve och de hebr¶eiska stammarna. Omkring ºar 1000fvt grundade
man ett kungadÄome Israel , vars skiftande Äoden under tusenºar ¯nns beskrivna i
det Gamla Testamentet. Eftersom kungadÄomet kom att delas i ett nordligt rike
Israel och ett sydligt Jud¶een, sºa kom hebr¶eerna sºa smºaningom att kallas judar.
ÄAven om mºanga, och kanske de °esta, judar blev kvar i sitt hemland, sºa bÄorjade
de tidigt att utvandra och bilda fÄorsamlingar runt omkring i den hellenistiska och
senareromerska vÄarlden. De kom dÄarigenomi kontakt med den platonska id¶elÄaran
och i mÄotet mellan judendomensJahve och id¶elÄaran sºa fÄorvandladesJahve frºan en
judisk stamgud till den endeguden och dÄarmed till alla mÄanniskors gud. Som sºadan
blev han kristendomensoch dÄarigenom sºa smºaningom ocksºa vÄasterlandetsgud.

ÄAven om bºade kristendomen och judendomen blev utbredda bºade Äoster och
sÄoder om det romerska riket sºa utgjorde Jahvesursprungliga hemland,denarabiska
Äoknen lÄange en bastion fÄor mºanggudadyrkan, och det var inte fÄorrÄan araberna i
bÄorjan av 600-talet ¯ck sin egenfÄorkunnare, Muhammed, som monoteismenblev
dominerandei hela medelhavsomrºadet. Den av Muhammed grundadelÄaran, Islam
eller underkastelse(under Gud), var inte bara en strÄangt monoteistisk religion, utan
ocksºa ett politiskt system, dÄar den vÄarldslige hÄarskaren, kalifen, ocksºa var alla
tro endesreligÄosaÄoverhuvud. ºAr 750,ett drygt ºarhundrade efter MuhammedsdÄod
(ºar 632)sºa strÄackte sig det arabiska riket frºan Indus i Äoster till Atlanten i vÄaster och
frºan Indiska Oceanenoch Sahara i sÄoder till de stora stÄapperna, Medelhavet och
Pyren¶eernai norr, ett rike somvÄal kunde mÄata sig med det romerska i omfattning.

ºAr 750blev Bagdadhuvudstad i detta jÄatterik e och Äaven om kalifensvÄarldsliga
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makt avtog under de fÄoljande ºarhundradena sºa fÄorblev Baghdad den muslimska
vÄarldens centrum Äanda tills staden fÄorstÄordes av mongolernaºar 1258. Denna pe-
riod brukar sessomden islamska guldºaldern och det var Baghdad somunder dessa
ºarhundraden var vÄarldens vetenskapliga och kulturella centrum. I Bagdad Äover-
sattes de grekiska mÄastarna till arabiska och studeradesoch kommenterades av
frÄamst arabiska och persiska vetenskapsmÄan. NÄar dessaverk av grekiska ¯losofer,
matematiker och medicinareunder slutet av 1100-talet bÄorjade ÄoversÄattas till latin
och dÄarmed blev tillgÄangliga fÄor den intellektuella elit somungefÄar samtidigt vÄaxte
fram runt de fÄorsta europeiska universiteten, sºa var det dÄarfÄor frºan arabiska som
de Äoversattes. Det var ocksºa detta jÄatterik e som det nya positionssystemetskulle
passerapºa vÄagenfrºan Indien till Europa.

I Bagdad och andra muslimska lÄardomssÄaten arbetade ett °ertal framstºaende
matematiker somlÄarde sig det och utvecklade det nya systemet. Den viktigaste av
dessavar (den persiske matematikern) Al-Khw arizmi (c:a 780-850),mannen som
lÄardevÄarlden att rÄakna. Al-Kh warizmi tycks ha varit den fÄorste sominsºagatt det nya
sÄattet att skriva tal var sºa Äandamºalsenligt att det faktiskt gick att anvÄanda pennan
fÄor berÄakningar. FÄore honom hade de °esta berÄakningar utfÄorts med mekaniska
hjÄalpmedel som kulramar och rÄaknebrÄaden, och Äaven om professionellamatema-
tik er kunde rÄakna med penna (pºa dyrbart pergament) sºa var detta inte mÄojligt
fÄor vanligt folk sºasom handelsmÄan och hantverkare. Al-Kh warizmi skrev dÄarfÄor
den fÄorsta rÄaknelÄaran, dÄar han gav noggranna beskrivningar av hur man skulle
berÄakna aritmetiska uttryc k med anvÄandning av de indiska si®rorna. Eftersom
han insºag att en svºarighet med si®errÄakning Äar att man inte pºa samma sÄatt som
dºa man rÄaknar med fÄoremºal kan "se om svaret Äar rÄatt", sºa infogadehan ett antal
kontrollmeto der fÄor att prÄova rÄakningarna. En sºadan metod som i dessaminirÄak-
narnas tidevarv hºaller pºa att glÄommasbort Äar att kontrollera att "si®ersumman"
stÄammer. Dessametoder lÄar dock fortfarande spela viss roll i hans eget hemland,
Iran.

Det fÄortjÄanar att pºapekas att ordet si®ra Äar arabiskt och egentligen betyder
ingenting eller mÄojligen noll. Jag vill ocksºa nÄamnaatt Al-Kh warizmis beskrivningar
var sºa noggranna att vi idag kallar dem algoritmer, ett ord som egentligen Äar en
europeisk felsÄagning av hans eget namn. PositionssystemetanvÄandes sedan allt
mer i det arabiska riket, inte bara av matematiker och andra vetenskapsmÄan utan
inom hela den bildade klassen. Eftersom araberna vid denna tid hÄarskade bºade
i Spanien och Sicilien sºa kom positionssystemetmed dem in i Europa, men inte
fÄorrÄan efter korstºagennºadde det in i den kristna vÄarlden.

6. Si®rornanºar Europa
IstÄallet var det enstaka matematiker och lÄarda som lÄarde sig systemet genom

studier i Spanien eller Sicilien och som bÄorjade propagera fÄor dess spridning i
Europa. Vi europ¶eervar dock trÄogaoch motspÄanstiga. Alla tÄankbara invÄandningar
restes,allt frºan att det var ogudaktigt till att det var fÄor lÄatt att fÄorfalska. Den
fÄorsta bok som fÄorsÄokte lÄara europ¶eerna att rÄakna med dessasi®ror, vars indiska
ursprung nu var glÄomt och som dÄarfÄor kallades arabiska, skrevs av Leonardo
frºan Pisa (mer kÄand som Fibona cci ) och utkom ºar 1202. Det tog sedanmer Äan
trehundra ºar fÄor oss europ¶eer att lÄara oss att rÄakna med arabiska si®ror, nºagot
som kan vara bra att komma ihºag nÄar vºara barn har svºart att lÄara sig att rÄakna.

Det bÄor dock pºapekas att det fanns °era goda skÄal till denna motvilja mot
det nya systemet. Det fÄorsta och viktigaste av dessavar att rÄaknandet egentligen
inte var nºagot problem. Det enda de °esta mÄanniskor alls kunde behÄova rÄakna
var pengar vilk et innebar att det nÄastan bara var addition och subtraktion som
behÄovdes. Dessutom var penningsystemetsom regel inte decimalt, utan det ty-
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piska var istÄallet det engelska med 12 pencepºa en skilling och 20 skilling pºa ett
pund. FÄor att utfÄora dessarÄakningar som oftast gÄallde smºa tal anvÄande man sin
rÄaknebrÄada, eller med ett ¯nare ord abacus. Eftersom en abacus,som egentligen
inte Äar nºagot annat Äan en avanceradkulram, faktiskt fungeradesom ett decimalt
positionssystem,sºa kan man sÄagaatt det egentligen inte var positionssystemetsom
man inte ville ha och det var inte heller det decimala tÄankandet utan det var bara
si®rorna, som inte tillrÄackligt tydligt symboliseradetalen. Dessutom Äar det vÄart
att nÄamna att papper, eller vad man Äan kunde ha att skriva pºa, var dyrt, vilk et
innebar att det var slÄoseri att skriva upp utrÄakningar som man lika gÄarna kunde
gÄora pºa sin rÄaknebrÄada. Det enda som man anvÄande sina romerska si®ror till var
fÄor att skriva upp de fÄardiga resultaten, och fÄor detta var faktiskt argumentet att
de arabiska si®rornavar lÄattare att fÄorfalska inte helt oriktigt. De endasomegent-
ligen hade anvÄandning fÄor de arabiska si®rorna var "teoretik erna", matematiker
och andra vetenskapsmÄan, och de lÄarde sig naturligtvis att rÄakna med si®ror lºangt
innan allmÄanheten hade gjort det.

Avslutningsvis vill jag ocksºa pºapeka att Äaven om det kan sÄagasha tagit 300
ºar fÄor europ¶eerna att lÄara sig att rÄakna med si®ror, sºa blev Äandºa 1500-talets eu-
ropeiska matematiker de fÄorsta som fullt ut utnyttjade positionssystemetsalla
mÄojligheter i och med att de uppfann och insºag betydelsenav decimalkommat och
decimalbrºaken.

7. Decimalbrºaken
NÄar europ¶eerna lÄarde sig att rÄakna med decimalbrºak under 1500-talet, sºa var

dessainte nºagon nyhet. De hade nÄamligen redan uppfunnits minst tre gºanger
tidigare, fÄorsta gºangen redan pºa 200-talet (evt) i det frºan vÄasterlandet isolerade
Kina. Det kan i detta sammanhangpºapekas att Äaven om kineserna inte anvÄande
vºara si®ror sºa rÄaknade Äaven de decimalt och eftersom den berÄomde kejsarenShih
Huang Ti (han som ville att Kinas historia skulle bÄorja med honom), redan ºar
221 fvt hade infÄort ett decimalt mºattsystem fÄor lÄangdmºatt, sºa blev det naturligt
att ºatminstone hºalla sig till brºak vars nÄamnare var en potens av tio. De kinesiska
decimalbrºakenvar dock sºapassknutna till det kinesiska mºattsystemet att devarken
spredsutanfÄor Kina eller ens inom landet anvÄandesi andra sammanhang.

NÄasta gºang som decimalbrºaken uppfanns var under den islamska guldºaldern,
dÄar de fÄorekommer i en bok skriven i Damaskuspºa 950-talet. FÄorfattaren hette
Al-Uql ¹idis¹i och anvÄande dem fÄor att skriva resultatet av successiva halveringar.
De anvÄandessedanav °era olika muslimska matematiker fÄor att bl.a. utfÄora ro-
tutdragningar. Det var dock inte fÄorrÄan i bÄorjan av 1400-talet, nÄar den store
matematikern och astronomen Jemshid al-Kashi bÄorjade anvÄanda systemet fÄor
sina berÄakningar som det nºar sin fulla mognad. Det kan f.Äo. pºapekas att al-Kashi
gjorde ansprºak pºa att sjÄalv ha uppfunnit systemet,vilk et tyder pºa att det inte var
sÄarskilt mycket anvÄant ens i den muslimska vÄarlden fÄore 1400-talet.

NÄasta gºang som decimalbrºaken uppfanns var det faktiskt i Europa, Äaven om
upp¯nnaren var en judisk rabbin, Immanuel Bonfils frºan Tarasconi sÄodra Frank-
rike somºar 1350 fÄoreslogett decimalt system med minuter, sekundero.s.v. ÄAven
om han antydde att systemet hade sina fÄordelar sºa ¯ck det ingen spridning och
blev snart bortglÄomt.

UngefÄar samtidigt som al-Kashi uppfann ett fullstÄandigt decimalbrºakssystem
bÄorjade Äaven europ¶eerupptÄacka de mÄojligheter sompositionssystemetgav. Nºagra
¯ck goda nÄarmevÄarden till rÄotter genomatt fÄorst multiplicera det tal som de ville
dra roten ur med en miljon och sedandela svaret med tusen, andra gjorde trigo-
nometriska tabeller dÄar de istÄallet fÄor att som vi gÄor titta pºa kateterna i trianglar
inuti en cirkel med radien 1, fÄorstorade upp skalan med 10 000 eller 100 000. De
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¯c k dÄarigenomtabeller med noggrannavÄarden somÄandºa var heltal och dÄarfÄor lÄatta
att rÄakna med. Det de gjorde var alltsºa att utnyttja att positionssystemetgjorde
det lÄatt att multiplicera med 10 och potenserav 10. NÄasta steg blev att gÄora det
lÄatt att ocksºa dividera med potenser av 10 genom att inte fÄorkorta brºak, utan
istÄallet konsekvent skriva sina tal som ett heltal fÄoljd av ett brºak vars nÄamnare
var en tiopotens. En kvarstºaenderest av denna metod Äar begreppen procent och
promil le.

Det var dock inte fÄorrÄan fram emot mitten av 1500-talet som europeiska ma-
tematiker riktigt bÄorjade frigÄora sig frºan tvºanget att skriva dit en tiopotens i
nÄamnaren. Den fÄorste som anvÄande decimalbrºaken pºa riktigt i Europa var den
tyske matematikern Christoff Rudolff som anvÄande dem fÄor att utfÄora "rÄanta-
pºa-rÄanta-problem". Den fÄorste som inte bara anvÄande dem fÄor att lÄosa sina egna
problem utan ocksºa fÄorstod derasstora anvÄandbarhet var °amlÄandarenSimon Ste-
vin . Hans bok De Thiende, pºa svenska "Tiondet" (med en medveten association
till den katolska kyrkans frivilliga beskattning), utkom 1585pºa hollÄandska och re-
danºaret dÄarpºa pºa franska. Trots att Stevins beteckningar var otympliga sºa bidrog
hans bok till att decimalbrºaken ¯ck en snabb spridning. Sedangick utvecklingen
raskt vidare. Otympligheterna i Stevins skrivsÄatt fÄorsvann och dÄarmed blev rÄak-
nandet sºa lÄatt att berÄakningar, som tidigare varit nÄarmast oÄoverstigliga hinder
fÄor matematiker och naturvetenskapsmÄan plÄotsligt kunde utfÄoras pºa en brºakdel
av den tid som tidigare krÄavts. Resultatet blev naturligtvis att man snart gav
sig pºa sºa komplicerade berÄakningar att de tog lika lºang tid som fÄorut. Speciellt
upptÄackte man snart att multiplik ationer av tal med mºanga si®ror tog lºang tid
att utfÄora. Eftersom alla trigonometriska berÄakningar, som var av stor betydelse
fÄor astronomin, innehÄoll sºadanamultiplik ationer, sºa uppstod det ett behov av nya
metoder fÄor att underlÄatta dessa. Den som lÄoste detta problem var Napier, som
med upp¯nningen av logaritmerna sadesha fÄordubblat astronomernaslivslÄangd.

Lºangt dessfÄorrinnan anvÄande dock aktiva matematiker pºa egenhand decimal-
brºak. En som tidigt hade insett anvÄandbarheten var Kepler och hans berÄomda
lagar om planetbanorna kan betraktas som decimalbrºakensfÄorsta stora triumf.

Decimalbrºakensverkliga betydelse lºag dock mycket djupare Äan att bara gÄora
det mÄojligt att lÄattare rÄakna med brºak. Deras verkliga betydelse lºag nÄamligen i
att de gav upphov till ett helt nytt sÄatt att sepºa kontinuerliga, speciellt geomet-
riska storheter. Med decimalbrºaken lÄostes nÄamligen det 2000ºar gamla problem
som uppstod med Pythagoras upptÄackt av de irrationella talen. Men dÄarmed
har vi kommit in pºa ett helt nytt talbegrepp, nÄamligen begreppet reella tal, vars
utveckling vi ska fÄolja i nÄasta kapitel.
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KAP .5. Reella Tal
I detta kapitel ska jag bÄorja med att ge min syn pºa hur fÄorestÄallningen om

de reella talen vÄaxte fram och dÄarefter antyda nºagot om vilka nya mÄojligheter
som detta talbegrepp gav. Liksom i de Äovriga kapitlen kommer jag frÄamst att
fÄolja det jag uppfattar som matematikenshuvudfºara vilk et innebÄar att jag bÄorjar
hos sumerer och babylonier, sedan hoppar Äover till Grekland dÄar jag berÄor dels
den klassiska perioden (frºan Pythagoras till Eudoxos) och dels den alexandrinska.
DÄarefter kommer jag att snudda vid den indiska och islamiska matematiken innan
jag ºatervÄander till Europa under renÄassansen.Allra fÄorst ska jag dock bÄorja med
att sÄatta in de rella talen i sitt ursprungliga sammanhang.

1. Hantverkets matematik

Upp¯nnandet av jordbruk et Äar utan all jÄamfÄorelseden hÄandelsesom mest ge-
nomgripande fÄorÄandrat mÄanniskans livsvillk or. Det kan sessom det fÄorsta steget
i en lºang utveckling dÄar mÄanniskan undan fÄor undan gjort sig till herre Äover allt
stÄorre delar av naturen. Det kan ocksºa sessom bÄorjan till och fÄorutsÄattningen fÄor
den fÄordelning av arbetsuppgifter som utmÄarkt alla "utv ecklade" samhÄallen och
kulturer. Jordbruket gjorde det inte mindre arbetssamt att ska®a mat, snarare
tvÄartom, men det blev fÄor fÄorsta gºangen mÄojligt att ska®a mat i Äover°Äod. Med
jordbruk et kunde en familj med obetydligt Äokad arbetsinsats producera mat fÄor
tvºa familjer. Dessutom var den fÄoda som producerades,frÄamst sÄad fÄor brÄodbak,
hºallbarare Äan det mesta av det man tidigare livnÄart sig pºa. Detta innebar att en
jordbrukande familj inte lÄangre behÄovde tillv erka allt vad man behÄovde, eftersom
man kunde byta till sig klÄader och skor, redskap och verktyg och kanske ¯sk eller
kÄott mot det Äoverskott somºakern givit. OmvÄant innebar detta att andra kunde leva
pºa att fÄorsejordbrukarna med de varor somdessainte lÄangrehadetid att ska®ael-
ler gÄora sjÄalva. DÄarmed uppstod hantverket somyrke. Med specialiseringenÄokade
erfarenhetenoch yrkesskickligheten. En annan viktig fÄoljd av jordbruk et blev att
°er mÄanniskor kunde bo nÄara varann, vilk et gjorde det mÄojligt att samarbeta i
stÄorre grupper, bºadefÄor att fÄorsvara sig och fÄor att genomfÄora stÄorre arbeten. DÄar-
igenom blev det mÄojligt att bygga stÄorre hus och bºatar och t.o.m. sºa avancerade
byggnadsverk som broar och kanaler. Dessagemensammaarbeten ledning och
planering och dÄarmed uppstod sºa smºaningom ett behov av en hantverkets mate-
matik. SenareÄokade ocksºa handeln samtidigt som det inom stÄorre riken uppstod
administration. Den matematik som dessabehÄovde var frÄamst aritmetik en, d.v.s.
det rÄaknandemed naturliga tal som vi redan berÄort.

I detta avsnitt ska vi istÄallet berÄora den matematik som hantverket krÄavde.
Lºat ossbÄorja med bygget av ett nºagot stÄorre byggnadsverk. Vi kan dÄarvid anta att
man bÄorjade med att bestÄamma var byggnadenskulle uppfÄoras och i stora drag
ocksºa hur den skulle seut och hur stor den skulle bli. NÄasta steg blev att jÄamna
ut och kanske grÄava ut en lÄamplig plats fÄor bygget. Vi vet ocksºa att ºatminstone
sumerernaspÄande rep mellan lÄampligt utplacerade kÄappar eller pinnar och vi kan
anta att ledaren,arkitekten eller byggmÄastaren, hadenºagon form av modell, ritad
pºa plant underlag eller tillv erkad av mindre delar, fÄor det fÄardiga verket.

DÄarefter mºaste man bÄorja transportera fram byggnadsmaterial och vi kan
anta att det var en fÄordel om mÄangden var tillrÄacklig utan att det blev alltfÄor
stora Äoverskott. Eftersom arbetsledaren inte kunde vara Äoverallt mºaste mºanga
arbeten utfÄoras om inte utan Äovervakning sºa ºatminstone med annan Äovervakning.
Detta innebar att man mºaste kunna noggrannt beskriva olika arbetsmoment. I
dessabeskrivningar ingick det alltid storleksbeskrivningar. Dessainnebar i sin
tur att man behÄovde mºatt och mºattsystem. Det vetenskapliga ordet fÄor detta,
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fÄor mÄatandets konst Äar metrologi. Det Äar ocksºa metrologin som Äar hantverkets
matematik.

MÄatning handlar om att omvandla kontinuerliga storheter som lÄangd, yta, vo-
lym eller vikt, till diskreta, d.v.s. sºadanasomkan beskrivasav naturliga tal. ÄAven
om storleksbeskrivningar mycket vÄal kan och bÄor ha fÄorekommit innan mÄanniskor
bÄorjade uppfÄora stora byggnadsverk, sºa ledde dessatill ett behov av enhetlighet
och noggrannhet. I alla antik ens stora hÄogkulturer vÄaxte det fram mºattsystem,
dÄar man fÄor mÄatning av lÄangderhadeen standardiseradfot eller aln och fÄor vikter
ett standardiserat pund. Med de stora byggnadsverken blev mÄatandets problem
en angelÄagenhetfÄor de mÄaktiga i samhÄallet och dÄarmed Äaven fÄor de intellektuella,
vilk et gjorde dem till en uppgift fÄor matematikerna. FramvÄaxten av sumerernas
sexagesimalsystemÄar ett tidigt exempel pºa hur metrologin gav upphov till mate-
matisk utveckling och sjÄalve Pythagoras lÄar ha varit inblandad i den utveckling av
ett nytt mºattsystem, som Äagderum i Magna Gr½cia under 500-talet fvt.

Samtidigt Äar det ju uppenbart att om man vill veta hur mycket sten som gºar
ºat fÄor byggandet av t.ex. en pyramid sºa mºaste man antingen mÄata volymer eller
utfÄora berÄakningar och i sjÄalva verket krÄaver alla stÄorre byggnadsverk noggranna
yt- och volymsangivelser. Det Äar ocksºa lÄatt att inse att det Äar svºart att mÄata ytor
och volymer, sºa att det enda naturliga sÄattet att fºa fram yt- och volymsmºatt Äar
att mÄata lÄangder och anvÄanda lÄampliga berÄakningsformler fÄor ytor och volymer
av de geometriska former som man anvÄande.53 Detta innebÄar att arkitekter och
andra Äanda sedan de fÄorsta hÄogkulturernas tid utfÄort berÄakningar med tal som
anvÄants fÄor att representera kontinuerliga storheter, och dessaberÄakningar Äar vad
jag kallar hantverkets matematik. De berÄakningar som hantverket har krÄavt var
ursprungligen enkla men har under ºarhundradenas lopp blivit alltmer komplice-
rade.

Avslutningsvis bÄor det dock pºapekas att det ofta varit mÄojligt att ÄoversÄatta
Äaven avancerat matematiskt kunnande till enkla tumregler, nºagot som gjort det
mÄojligt fÄor hantverkare i alla tider att utnyttja resultatet av stora tÄankarestanke-
mÄodor.

2. Matematikenshantverk
Sºa lÄangesom denna matematik endast anvÄandessom ett hjÄalpmedel fÄor hant-

verket sºa kunde alla de berÄakningar sombehÄovdesutfÄorassomrÄakningar med hela
tal genomatt man helt enkelt infÄordemºattenheter somgav tillrÄacklig noggrannhet.
Den naturliga frºagan huruvida det alltid ¯nns en mºattenhet som gÄor det mÄojligt
att angeen given storhet med ett naturligt tal Äar central inom matematiken men
utgjorde aldrig nºagot problem fÄor babylonierna. Derastalsystem var ett positions-
systemsomanvÄandesÄaven fÄor brºakdelar och intuitivt innebar varje nytt tecken en
ny mºattenhet somvar sextio gºangerstÄorre eller mindre Äan den tidigare. Dessutom
hade de ett mycket mer nÄarliggande problem Äan att att rÄakna med irrationella tal
nÄamligen att dividera med tal som inte var regulÄara, kort sagt att skriva talet 1

7 .54

FÄor pythagor¶eernablev problemet tydligt eftersom bºade musiken och geome-
trin fÄorutsatte lÄampliga enhetslÄangderoch upptÄackten av att exempelvis sidan och
diagonaleni en kvadrat inte kan mÄatas med en gemensamgrundenhet blev nºagot
av en katastrof som ¯ck hela derasvÄarldsbild att rasa samman.

53I alla de stora hÄogkulturerna ¯nns formler fÄor yt- och volymsberÄakning av geometriska
¯gurer.
54Det kan ocksºa pºapekas att basen60 med nºagra fºa tecken ger en sºa noggrann approxi-
mation att det Äar tveksamt om de nºagonsin ¯ck anledning att upptÄacka de perioder som
uppstºar nÄar man allt noggrannareapproximerar rationella tal med sexagesimalbrºak.
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Den frÄamsta anledningentill derassvºarigheter var att de saknadeen allmÄant
accepterad uppfattning om rummets och tidens natur. I stÄallet fanns det tvºa
konkurrerande och ofÄorenliga teorier. Enligt den fÄorsta sºa var de bºada kontinuer-
liga och dÄarmed "oÄandligt delbara" och enligt den andra sºa var bºada "diskreta",
d.v.s. bºadetid och rum bestod av "Äogonblick" eller "punkter" somfÄoljde pºa varann
pºa samma sÄatt som bilderna i en ¯lm. Den senare kan kallas atomistisk och
omfattades fÄorutom av py ocksºa av just de antika atomisterna Leukippos och
Demokritos. ÄAnnu vÄarre blev situationen i mitten av 400-talet nÄar Parmenides
lÄarjunge Zenonframlade sina paradoxer55 och visadeatt bºada dessauppfattningar
ledde till konsekvenser som ºatminstone fÄor samtiden fÄorefÄoll orimliga. Zenons
avsikt var visserligenatt fÄorsvara Parmenidesºasikt att all rÄorelsevar omÄojlig men
e®ektenblev att alla verkliga fÄorsÄok att fÄorstºa kontinuets natur omÄojligg jordes fÄor
lºang tid framºat.

Trots att vi idag tror oss veta att materien Äar atomÄar medan vi uppfattar
rummet som kontinuerligt sºa Äar det lÄattast att illustrera kontinuets natur med
hjÄalp av materien. Vi fÄorestÄaller ossdÄarfÄor en bit materia, exempelvis en lerklump,
och antar sedanatt vi har en vasskniv till hjÄalp fÄor att dela den i tvºa delar. Vi tar
sedanen av bitarna och delar pºa nytt och fortsÄatter sedanpºa detta sÄatt. Frºagan
Äar bara hur lÄangevi kan hºalla pºa. Enligt atomisterna kan vi bara (Äaven i teorin)
fortsÄatta ett Äandligt antal gºanger, medan de som omfattar en kontinuerlig syn pºa
materien fÄorutsÄatter att vi kan hºalla pºa hur lÄange som helst, och vilk et Äar Äannu
vÄarre rentav oÄandligt mºangagºanger. Eftersom grekerna skyggadefÄor oÄandligheten
sºa hade de svºart att accepteraden kontinuerliga modellen samtidigt som Zenons
paradoxer gjorde svºarigheterna fÄor den diskreta uppenbara.

Konsekvensenav Zenonsparadoxer blev dÄarfÄor att frºaganom kontinuets natur
avfÄordes frºan dagordningen nºagot som ocksºa ledde till att de grekiska matemati-
kerna och vetenskapsmÄannen inte ensi teorin kunde utfÄora de berÄakningar somde
skulle ha behÄovt. Eftersom jag ser utfÄorandet av berÄakningar som matematikens
hantverk, sºa vill jag beskriva situationen sºa att matematikenshantverk under lºang
tid fÄorblev en hantverkets matematik.

3. Hantverkets mÄastare

Som jag antytt i fÄoregºaendeavsnitt sºa lÄostesinte det matematiska problemet
att beskriva linjens och mer allmÄant kontinuets natur under antik en. DÄaremot
kunde man trots detta lÄosabºade abstrakta och (frÄamst) konkreta problem som vi
genomatt rÄakna med reella tal uppfattar som sjÄalvklara men som fÄor tvºatusenºar
sedaninnebar nÄastan oÄoverstigliga svºarigheter.

FÄor att antyda bºade svºarigheterna och mÄojligheterna ska jag kortfattat be-
skriva nºagra av de problem somÄandºa lÄostesoch samtidigt sÄaganºagot om de meto-
der somanvÄandes. FÄorst bÄor det dÄarvid pºapekasatt det ¯nns tvºa typer av resultat,
de exakta och de ungefÄarliga. De exakta gav vanligen inte ett absolut svar utan
ett relativt av formen att fÄorhºallandet mellan tvºa storheter var exakt lika med an-
tingen ett annat fÄorhºallande eller i nºagot enstaka fall med ett tal. Alla berÄakningar
som utfÄordesfÄore den alexandrinska perioden var exakta.

Det fÄorsta Äar Demokritos berÄakning av konens volym. Denna Äar intressant
frÄamst genomden metod som lÄar ha anvÄants. Denna gick ut pºa att han tÄankte sig
konen skuren i tunna plan med snitt parallella med basen. SedanberÄaknade han
volymerna av de tunna skivorna genomatt sedem som raka men tunna cylindrar
och lade sedan ihop alla dessavolymer. Han sºag dºa att kvoten mellan konens

55SeAppendix Z
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volym och volymen av en rak omskriven cylinder nÄarmadesig en tredjedel. Slutli-
gen tÄankte han sig att skivorna gjordes "atomÄart" tunna och hÄavdade att kvoten
mellan de pºa detta sÄatt berÄaknadevolymerna var precis en tredjedel. Det Äar vÄart
att nÄamna att Leibniz mer Äan 2000ºar senareanvÄande samma metod och ocksºa
sammafÄorestÄallning om att "in¯nitesimalt" tunna snitt skulle ge exakta formler.
Demokritos metod har beskrivits av Arkimedes, som pºastod att Demokritos be-
rÄaknade volymen men att det var Eudoxos som bevisadeatt berÄakningarna var
riktiga.

Det verkligt betydelsefulla genombrottet kom med Eudoxos som angav en
metod att verkligen bevisaatt tvºa fÄorhºallanden mellan storheter var lika. Metoden
kan illustreras med den kanske mest berÄomda av hans satser, den som sÄager att
fÄorhºallandet mellan ytorna av tvºa cirklar Äar detsamma som fÄorhºallandet mellan
ytorna av tvºa kvadrater med cirklarnas radier som sidor. FÄor att ge ett stringent
logiskt bevis fÄor detta pºastºaende mºaste han ge en precis de¯nition av vad som
menadesmed ett fÄorhºallande mellan storheter och fÄor det behÄovde han allra fÄorst
ge en de¯nition av vad han menademed en storhet. De de¯nitioner han gav fÄor
dessabegrepp gjorde det mÄojligt att handskas med geometriska storheter utan
att ge talvÄarden fÄor dem, nºagot som ledde till att geometrin efter honom ¯ck en
absolut sÄarstÄallning inte bara inom geometrin utan inom all grekisk vetenskap.
Den fÄorbindelsesom Eudoxos storheter hade med aritmetik en var att man kunde
addera tvºa storheter, under vissa omstÄandigheter dra en mindre ifrºan en stÄorre,
samt att man genom att lÄagga ihop ett Äandligt antal (identiska) storheter kunde
multiplicera dem med hela tal.

FÄor att bevisa att fÄorhºallandet mellan cirklarna var som fÄorhºallandet mellan
kvadraterna pºa radierna sºa utgick han ifrºan det man redan visste, nÄamligen att
pºastºaendet gÄallde fÄor mºanghÄorningar av samma form. Han antog sedanatt fÄor-
hºallandena var olika och konstaterade att felet mºaste vara mÄatbart stort. Sedan
inskrev han regelbundna mºanghÄorningar i cirklarna och ºastadkom en motsÄagelse
genomatt stoppa in sºa mºanga hÄorn i cirkeln att felet blev mindre Äan det fel han
fÄorutsatt.

Den store mÄastaren var dock Arkimedes som gjorde bºade exakta och un-
gefÄarliga berÄakningar. Den mest kÄanda av hans ungefÄarliga Äar uppskattningen
310

71 < ¼ < 31
7 , men det kan ocksºa nÄamnas att han fÄor att erhºalla denna bl.a.

utnyttjade olikheten 265
153 <

p
3 < 1351

780 som innebÄar ett fel som Äar mindre Äan en
pºa 40 000. Bland hans exakta kan nÄamnas fÄorutom fÄorhºallandet mellan sfÄar och
cylinder ocksºa den exakta uppskattningen av parabelsegmentets yta. Dessutom
kan det nÄamnas att han ocksºa lyckadeserhºalla exakta resultat utanfÄor den rena
geometrin genomatt t.ex. bevisaatt tvºa vikter balanserarvarann om fÄohºallandet
mellan derasavstºand till balanspunkten Äar det inverterade vÄardet av fÄorhºallandet
mellan deras massor. Han gjorde ocksºa exakta berÄakningar fÄor tyngdpunkterna
fÄor plana ¯gurer och utnyttjade dessafÄor att undersÄoka sjÄosÄakerheten hos skepp.

Efter Arkimedes var det frÄamst astronomernaHipparchosoch Ptolemaiossom
i sina arbeten om konkreta frºagor fÄor planetsystemeterhÄoll de mest slºaenderesul-
taten. Det kan nÄamnasatt Hipparchos uppskattade solºarets lÄangd med ett fel pºa
ungefÄar 61

2 minut. Det bÄor ocksºa nÄamnas dels att dessaastronomer anvÄande det
babyloniska sexagesimalsystemetfÄor sina berÄakningar, delsatt de ocksºa var skick-
liga instrumentmakare. Matematiskt var deras viktigaste bidrag att de uppfann
trigonometrin som kan sessom en systematisk kvantitativ geometri. De bevisade
°era av de fÄor oss vÄalkÄanda trigonometriska formlerna och de gjorde noggranna
tabeller som de anvÄande fÄor sina astronomiska berÄakningar.

Vid ungefÄar sammatid visadeHeron i Alexandria sammafÄormºagaatt bºadebe-
visa exakta resultat och gegoda nÄarmevÄarden fÄor lÄosningar till praktiska problem.
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Avslutningsvis bÄor det pºapekas att noggrannamÄatningar krÄaver smºa mºattenheter
vilk et leder till stora antal. Alla berÄakningar som rÄor kontinuerliga storheter krÄa-
ver dÄarfÄor stor fÄormºaga att rÄakna med stora tal. Det alexandrinska talsystemet
med grekiska beteckningar fÄor naturliga tal och anvÄandning av det sexagesimala
systemet fÄor brºak var fÄormodligen det bÄasta talsystem som nºagonsin funnits fÄor
sºadana berÄakningar.

4. En ny rÄaknekonst
Trots att de systemsomunder antik en anvÄandesfÄor att beskriva kontinuerliga

storheter var tillrÄackliga fÄor praktiska och vissa teoretiska behov, sºa var de helt
otillrÄackliga fÄor en mer systematiskvetenskap. Utvecklingen av en fysik, somocksºa
innehÄoll en kvantitativ beskrivning av rÄorelsekom dÄarfÄor att drÄoja tills ett nytt
talbegrepp och en mer symbolisk matematik gjort det mÄojligt att rÄakna med de
observerade storheterna. FÄorutsÄattningen fÄor detta nya talbegrepp var fÄorst och
frÄamst nya sÄatt att skriva tal, sºavÄal naturliga tal som brºak.

Som vi sett i tidigare kapitel utvecklades det decimala positionssystemetav
hinduerna under 500-talet och det nºadde sedanBaghdad under 700-talet. Under
de fÄoljande ºarhundradena utvecklades alltmer fÄor¯nade berÄakningsmetoder, som
gjorde det mÄojligt att exempelvis berÄakna kvadratrÄotter med godtycklig noggrann-
het. Hinduerna infÄordeÄavendet modernasÄattet att skriva brºak, somett tal ovanfÄor
ett annat, Äaven om de ÄoverlÄat ºat araberna att infÄora brºakstrecket. Med hjÄalp av
brºakstrecket kunde araberna addera och subtrahera brºak och dÄarmed utfÄora alla
de rÄakningar somman tidigare endastkunnat utfÄora med naturliga tal. Den Äokade
rÄakneskickligheten ledde ocksºa till nya resultat, sºasom 'Umar al-Kha yy ami's geo-
metriska lÄosning av tredjegradsekvationen.
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KAP .6. Ett mellansp el. (Europa under medeltiden.)

1. VÄasteuropaefter Rom

FÄor att fÄorstºa varfÄor det blev i "den nya tidens" Europa sommatematiken, och
med den Äaven astronomin, fysiken och Äoverhuvudtaget hela den nya naturveten-
skapen kom att att fºa sin verkliga blomstring, ska vi bÄorja med att ºatervÄanda till
det VÄasteuropasomuppstod ur spillrorna av det vÄastromerska riket, vid dessslut-
liga fall ºar 476. Det som dºa gick under var resterna av ett en gºang vÄalorganiserat
jÄatterik e, ett rike med vÄagar och skolor, stÄader och byar men ocksºa adel, prÄaster,
borgare och bÄonder. Det som gick under med rikets fall var fÄorst och frÄamst orga-
nisationen och den gemensammabildning somfÄorenat de ledandeklassernai rikets
alla hÄorn. Det var sprºakkunskaperna i latin och grekiska, de klassiska fÄorfattarna,
och inte minst den grekiska ¯loso¯n och geometrin. Kvar fannsen bondeklass,som
visserligentalade latin men somvarken kunde lÄasaeller skriva, och Äover den en ny
hÄarskarklassav germanska erÄovrare. Det somdÄarutÄoverºaterstod och det somtrots
allt fÄorband det medeltida Europa med desshistoriska ursprung var kristendomen.

De kungadÄomen som pºa romersk mark etableradesav de segrandegermanska
stammarna blev kortvariga Äaven om bºade det vÄastgotiska i Spanien (och sÄodra
Frankrik e) och det langobardiska i norra Italien bestod i mer Äan tvºa hundra ºar.
IstÄallet blev det ett germanskt rike vid den nordligaste spetsen av det romerska
riket som utan att behÄova Äoverge sitt ursprung kunde fylla ut det tomrum som
uppstod i ruinerna efter den fallna stormakten. Detta rike var det frankiska som
av den merovingiske kungenClovis utvidgadesfrºan att ha bestºatt av ett obetydligt
omrºade vid Rhens nedre lopp till att omfatta fÄorutom stÄorre delen av nuvarande
Frankrik e ocksºa stora delar av sydvÄastra Tyskland. Under de fÄoljande ºarhundra-
denaetableradesig de nya erÄovrarna som en feodal hÄarskarklasssamtidigt som de
lÄarde sig att tala sina undersºatars sprºak och Äaven om riket (enligt germansksed)
upprepadegºanger vid en konungs dÄod deladesmellan hans sÄoner, sºa ºateruppstod
det igen sºa snart nºagon av sÄonerna besegratsina brÄoder. Efter att konungamak-
ten fÄorsvagats under de senaremerovingerna blev det hÄarensÄoverbefÄalhavare som
alltmer blev rikets verklige hÄarskare.

DÄarigenomkunde en ny Äatt, somefter sin mest berÄomdefÄoretrÄadareKarl den
store brukar kallas den Karolingiska, erÄovra makten i riket. Den som grundlade
Äattens makt var dock dennesnÄastan lika berÄomde farfar Karl Mar tell (dÄod ºar
741) som efter att ha blivit ÄoverbefÄalhavare ºar 711 dels underkuvade ett antal
opºalitliga vasaller i rikets utkanter och dels erÄovrade nya lÄander ºat det frankiska
riket. Karls viktigaste insats, och den som givit honom en plats i historien, Äar
dock den segerhan vann Äover araberna i slaget vid Poitiers ºar 732. ÄAven om den
historiska betydelsen av detta slag ibland kan ha Äoverdrivits sºa Äar det vÄart att
notera att efter ºar 732 sºa har araberna aldrig utgjort nºagot egentligt hot mot det
kristna vÄasteuropa, medan dÄaremot de kristna alltsedan korstºagstiden varit ett
stÄandigt hot mot dem.56

Karls sonPippin gjorde visserligennºagra mindre erÄovringar, men viktigare fÄor
framtiden var dock att de franska kungarna, i samband med strider mellan pºaven
och hans langobardiska grannar, ¯ck en ny roll som pºavensviktigaste beskyddare.

56Detta hindrar naturligtvis inte att de likaledesislamska turk arna i °era ºarhundraden
efter erÄovringen av Konstantinopel ºar 1453 utgjorde ett vÄal sºa stort hot mot de Äostra
delarna av Europa.
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Vid Pippins dÄod ºar 768 deladesriket efter frankisk sed mellan sÄonerna Karl
och Karloman, men sedanKarloman dÄott redanºar 771 blev Karl, som dºa var 29
ºar ensamhÄarskare Äover det frankiska riket.

2. Karl den Store och den karolingiska renÄassansen
Det Äar svºart att hitta nºagon historisk person som haft samma betydelse fÄor

Europas vidare historia som Karl den Store, fransmÄannensCharlemagne. Redan
det rike han tilltrÄadde var ett mÄaktigt rike som fÄorutom dagensFrankrik e ocksºa
omfattade NederlÄanderna, Belgien, Luxemburg och Schweiz samt sÄodra Tyskland.
Under sin lºanga regeringstid erÄovrade han bland annat norra Tyskland vÄaster om
Elbe nuvarande ÄOsterrike och norra Italien. DessutomsÄakrade han grÄansernamot
araberna i sydvÄast och slaverna i Äost genomatt anlÄaggagrÄanslÄander, marker, vid
rikets grÄanser. Eftersom Äaven dessamarker sºa smºaningom kom att dras in i den
vÄasteuropeiska, eller som vi nu ofta sÄager vÄasterlÄandska kulturkretsen, blev han
den som redan fÄor 1200ºar sedan utstakade det moderna Europas grÄanser mot
Äoster och sÄoder.

Vilk et intryck han gjorde pºa sina ¯ender framgºar av att hansnamn, Karl, kom
att bli det slaviska ordet fÄor konung. Det bÄor kanske ocksºa pºapekas att Äaven om
Karl sjÄalv och hans hÄar ofta och lÄangebefann sig pºa krigsfot, sºa fÄordeskrigen som
regel utanfÄor det egnarikets grÄanser. FÄor den egnabefolkningenvar det dÄarfÄor en
lºang tid av fred.

Att han ocksºa, ºatminstone enligt min uppfattning hÄor hemma i en bok om
matematikens utveckling har °era orsaker. Den tydligaste Äar naturligtvis det in-
tressehan sjÄalv visadefÄor sin tids kultur och vetenskap, nºagot somleddetill den (i
och fÄor sig kortvariga) kulturella blomstring som eftervÄarlden kallat den karoling-
iska renÄassansen.Till sitt hov i Aachen kallade han inte bara lÄarda mÄan frºan sitt
rikesalla delar utan Äaven sin tids mest kÄandelÄarde, engelsmannenAlcuin av York.
Denneblev ledare fÄor den hovskola som sedanblev fÄorebilden fÄor de katedral- och
klosterskolor som under de fÄoljande ºarhundradena vÄaxte fram i hela (det splitt-
rade) riket, och som gav Europa en stÄorre andel bildade och utbildade mÄan och
kvinnor Äan nºagon annan (tidigare eller samtida) kulturkrets.

Han hade ocksºa, sºasom den frankiska kyrkans Äoverhuvud, makt att ingripa i
rent kyrkliga angelÄagenheteroch t.o.m. i tidens trosstrider. Han gav bºade kyr-
kan och klostren utÄokade bildningsuppgifter och spelade en viktig roll i kloster-
vÄasendetsomvandling. IstÄallet fÄor de tidigaste ÄosterlÄandska klostrens betoning av
askesensom en vÄag till individuell frÄalsning, utvecklades klostren i vÄasterlandet
till kulturcentra och barmhÄartighetsinrÄattningar.

Det kan i detta sammanhangkanske pºapekas att Karls rike visserligen var
vad somi dag kallas fÄor ett multinationellt eller kanske bÄattre multikulturellt rike,
men det var ett rike dÄar det som idag brukar betecknas som en av de grund-
lÄaggandemÄanskliga rÄattigheterna, nÄamligen trosfriheten, helt saknades.TvÄartom
var, fÄorutom kungensjÄalv, denromersk-katolska kyrkan det endasammanbindande
elementet i riket.

En annan, kanske mindre uppenbar anledning till hans betydelse(fÄor Europa
och dÄarmed Äaven fÄor matematiken) Äar rent materiell och berÄor de fÄor tiden vikti-
gastenÄaringarna, jordbruk et och jÄarnhanteringen. Han uppmuntrade spridningen
av det nyligen uppfunna treskiftesbruket och eftersom kÄarnomrºadet fÄor riket, den
karolingiska Äattens egnaegendomar,desomgav den rikedomoch de inkomster som
var fÄorutsÄattningen fÄor Äattens uppstigandetill makten, lºag mitt i jÄarnhanteringens
europeiska centrum sºa hade han ocksºa intresseav den.57

57Det bÄor kanske pºapekas att en viktig anledning till frankernas krigiska framgºangar var
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Under de fÄoljande ºarhundradena Äokade tillgºangen pºa jÄarn sºa mycket att jÄar-
nets fredliga anvÄandning (kanske fÄor fÄorsta gºangen i historien) blev viktigare Äan
desskrigiska. DÄarigenomkunde bÄattre och billigare jordbruksredskap tillsammans
med treskiftesbruket och andra fÄorbÄattringar av jordbruksteknik en mÄojliggÄora en
kraftig Äokning av jordbruksproduktionen. Eftersom produktionen Äokade mer Äan
bÄondernasbehov av arbetskraft uppstod ett Äoverskott av bºademat och mÄanniskor.
Detta ledde i sin tur till att gamla stÄader kunde vÄaxa och nya tillk omma, att nya
hantverksyrken uppstod, att handel och samfÄardselutvecklades,eller kort sagt till
att ett alltmer di®erentierat nÄaringsliv vÄaxte fram.

ºAr 800krÄontes Karl till (romersk!) kejsareav pºaven Leo I I I. DÄarmed uppstod
det som sºa smºaningom skulle komma att kallas det "heliga romerska kejsardÄomet
av tysk nation" och som skulle komma att bestºa Äanda till Tysklands nederlag i
fÄorsta vÄarldskriget ºar 1918.

3. HÄogmedeltidensnÄaringsliv
Trots att bºade den nya tekniken och befolkningsÄokningen frÄamst pºaverkade

rikets nordligare delar sºa var Äannu i mºanga ºarhundraden det gamla romarriket
den kulturellt ledandedelenav Europa, och medanden franske kungen, den tyske
kejsarenoch pºaven i Rom under mºangaºarhundraden var invecklade i ett kompli-
cerat triangeldrama, sºa fortsatte de italienska stÄaderna i Norditalien obekymrat
att vÄaxa i rikedom och in°ytande. Efter att korstºagen och den kristna ºatererÄov-
ringen av Spanien brutit den islamska dominansenÄover sjÄofarten pºa Medelhavet
blev hamnstÄaderna Venedigoch Genua rikast i Europa.

De fÄornÄama slÄakter somnu blev allt rikare hadesedangammalt kulturella och
intellektuella intressen. De nya fÄormÄogenheternainvesteradesi praktfulla palats
fÄor att markera slÄaktensstorhet och stora pºakostadekatedraler fÄor att visa stadens
(och Guds). Bygget och utsmyckningen av destora byggnadsverkengav delsarbete
ºat mºangamen ocksºa och kanske viktigare upphov till en kºar av yrkesmÄan av delvis
ny typ. De var ofta byggmÄastare,arkitekter och konstnÄarer i enpersonoch behÄovde
dÄarfÄor sºavÄal praktiska som teoretiska och estetiska kunskaper.

Med den kommersiellauppblomstringen fÄoljde dessutomen snabb utveckling
av den administrativ a och kommersiellatekniken, (glasÄogon, papper, dubbel itali-
ensk bokfÄoring, bankvÄasen,kapitalism) och med den rÄaknekonsten.

ÄAven om Italien genom sitt centrala lÄage dominerade medelhavshandeln sºa
blev den relativa betydelsenav denna mindre allteftersom handeln pºa de nordliga
haven, Nord- och ÄOstersjÄon, samt pºa °oderna, frÄamst Rhen Äokade. DÄarigenom
vÄaxte det fram nordeuropeiska kommersiella centra i Flandern och Nordtyskland
som redan frºan 1200-talet kunde mÄata sig med de italienska i makt och rikedom.

ÄOverallt ledde uppkomsten av ett alltmer di®erentierat nÄaringsliv, av en allt
stÄorre tillgºang pºa allt billigare jÄarn, och kanske icke minst en allt bÄattre utbildad
befolkning till en snabb teknisk utveckling i stort och i smºatt. Man lÄarde sig att
anvÄanda vattenkraften bÄattre (fÄor att exempelvis driva masugnsbÄalgar) och att
anvÄanda vindkraft fÄor att mala sÄad, man grÄavde kanaler och fÄorbÄattrade vÄagar fÄor
att underlÄatta sina transporter. Man byggde sjÄosÄakrare bºatar med stÄorre lastut-
rymmen, nºagot som fÄorbilligade sjÄotransporterna. Den goda tillgºangen pºa jÄarn
och trÄa gjorde att man ocksºa kunde tillv erka °er och hºallbarare vagnar och kÄarror
vilk et dels fÄorbilligade landtransporterna, delsgjorde det mÄojligt fÄor °er att fÄoreta
lÄangre resor. Man lÄarde sig att gÄora koniska skruvar vilk et gjorde att snickarna
kunde tillv erka starkare och billigare mÄobler och redskap.

att de nÄastan alltid, tack vare den stÄorre tillgºangen till jÄarn var bÄattre rustade Äan sina
¯ender.
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ÄAven om man inte uppfann sÄarskilt mycket nya redskap sºa medfÄorde det bil-
liga jÄarnet Äandºa att smeder, snickare och andra hantverkare hade rºad att hºalla
sig med °er och dÄarmed ocksºa mer specialiseradeverktyg. Allt detta gjorde att
medeltidenssistaºarhundraden blev en tid av stÄandigt Äokad produktivitet. Det var
vad somidag skulle kallas en ekonomisk tillv Äaxt sominte bara hÄoll jÄamna stegmed
befolkningsÄokningen utan somÄovertrÄa®adeden. Det bÄor kanske ocksºa nÄamnasatt
den svºaraste katastrof som dittills drabbat Europa, nÄamligen DigerdÄoden, visser-
ligen slog sºa hºart mot befolkningen att mºanga tro dde att man drabbats av Guds
stra®dom, men trots detta endast gjorde ett hack i produktionen. Den brist pºa
arbetskraft som fÄoljde i dessspºar bidrog dessutomtill att de som Äoverlevde ofta
¯ck bÄattre betalt fÄor sitt arbete.

78



4. och skolvÄasen
Den utveckling av nÄaringslivet som jag beskrev i det fÄorra avsnittet hÄangde

nÄara sammanmed en Äokande tillgºang pºa kunnigt folk. ÄAven om behovet av hÄogt
utbildade inte var alltfÄor stort sºa behÄovdes det bºade skriv- och icke minst rÄak-
nekunniga mÄanniskor pºa mºanga hºall. Kungar och furstar behÄovde dem fÄor sin
administration, kyrkor och kloster fÄor att exempelvis hºalla reda pºa pºasken och
rika kÄopmÄan fÄor att fÄorvalta sina fÄormÄogenheter. ÄAven om det var den vÄarldslige
hÄarskaren Karl den Store som tog det fÄorsta initiativ et sºa blev det kyrkan som
kom att stºa fÄor verksamhetenoch under ºarhundradena efter Karls dÄod sºa vÄaxte
det upp skolor vid ett antal kloster och katedraler. VerksamhetenvÄaxte och utbild-
ningsnivºan steg. Vid katedralskolan i Chartres, sÄoder om Paris, nºadde den under
1100-talet en nivºa som var inte ÄovertrÄa®adesfÄorrÄan universitetet i Paris nºatt sin
fulla mognad under det fÄoljandeºarhundradet.

Redanºar 1088hadedock det fÄorsta stegetmot en Äannu hÄogreutbildningsnivºa
tagits i och med att en grupp studenter i Bologna anstÄallde ett antal lÄarare fÄor
ett studium generale. Detta brukar beskrivas som den hÄandelsevarmed det fÄorsta
universitetet grundades. Sedantillk om universitet i Paris vid mitten av 1100-talet,
i Oxford 1167,i Salerno1173och sedanungefÄar ett nytt universitet vart tionde ºar
under 1200-talet, vart femte ºar under 1300-talet och vart fjÄarde under 1400-talet.
ÄAven om universiteten inte alltid var mycket mer Äan prÄastseminarier,(och Äaven om
den akademiska friheten minskade mot medeltidens slut) sºa innebar den snabba
utvecklingen att Europa redan mot slutet av medeltiden hade ett oerhÄort mycket
stÄorre antal hÄogutbildade Äan nºagon annan jÄamfÄorbar kultur. Dessutom utgjorde
universitetslÄararna en av de grupper av fria intellektuella som under de fÄoljande
ºarhundradena skulle i grunden fÄorÄandra mÄanniskans syn pºa sig sjÄalv och vÄarlden
omkring sig.

Mot slutet av medeltiden, samtidigt som det sista som i Äoster ºaterstod av
det romerska riket hÄoll pºa att gºa under och portugisiska sjÄofarare bÄorjat gÄora upp-
tÄacktsfÄarder lÄangsAfrik askuster (och baskiska ¯skarebÄorjat ¯ska i vattnen utanfÄor
New Foundland), sºa kom den upp¯nning som skulle komma att revolutionera det
intellektuella livet i Europa, nÄamligen boktryckarkonsten.

Tack var denna blev bÄocker snart sºa billiga att "alla" ¯ck rºad att lÄara sig
att lÄasa, och den var dÄarmed fÄorutsÄattningen fÄor den hÄojning av den allmÄanna
utbildningsnivºan som skulle gÄora vÄastra Europa till den tekniskt och ekonomiskt
och sºa smºaningom ocksºa politiskt dominerandedelen av vÄarlden.

5. Det grekiska arvet. I
ÄAven om det brukar pºastºas att den vÄasterlÄandska vetenskapen och ¯loso¯n

uppstod i Grekland under det sistaºartusendet fÄore vºar tiderÄakning sºa Äar detta inte
riktigt sant. Det Äar fÄorvissosant att de grekiska ¯losoferna genomfÄorde nºagot som
idag skulle kallas fÄor en vetenskaplig revolution, men det var en revolution inom en
ÄosterlÄandsk¯loso¯sk tradition ochºatminstone fram till 1200-taletsºa lºagvºar kulturs
intellektuella tyngdpunkt Äoster om eller mÄojligen i Äostra delen av Medelhavet.

Det var i Egypten, Mesopotamien, Syrien och Mindre Asien somden hellenis-
tiska traditionen levde vidare, det var i Sinais Äoken som eremit- och klostervÄasen
uppstod och det var pºa kyrkomÄoten i mindre Asien som kyrkans trossatser fast-
stÄalldes. Det var de kristna i Syrien som Äoversatte de grekiska ¯losofernas och
matematikernasverk till arabiska, och dÄarigenom dels rÄaddadedessaºat eftervÄarl-
den och dels mÄojligg jorde den islamska guldºaldern under kalifatet i Bagdad pºa 8
och 900-talen. Det var inte fÄorrÄan (vanligen intellektuellt ointresserade)turkiska
stammar under 900-talet ¯ck ett dominerandein°ytande vid kalifernas hov i Bag-
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dad som det kulturella livet i Äostra medelhavsomrºadet stelnade och det var fÄorst
dºa som nya kulturcentra i de vÄastligare delarna av den islamska vÄarlden sºasom
Palermo pºa Sicilien och Toledo i Spanien¯ck en stÄorre betydelse.

Det var tack vare att muslimerna Äanda sedanMuhammed tolererat de kristna
sºasom "b okens folk" som det romersk-katolska Europa pºa Sicilien och i Spanien
lÄarde kÄanna den islamska vetenskapen och dÄarmed ocksºa den grekiska. Det var
dÄar som kristna munkar och andra lÄarde under 1100-talet Äoversatte skrifter av
Aristoteles och Platon, Euklides och Ptolemaios till latin.

Dessaskrifter innehÄoll tankar och tÄankesÄatt som var nya fÄor vÄasterlandet och
som skakade den lÄarda vÄarlden. ÄAnda sedan Augustinus pºa 400-talet hade lÄart
att tron pºa Gud var viktigare Äan vetandet sºa hade tÄankandet underordnats den
kristna tron. Med Aristoteles ¯loso¯ ¯ck man nu fÄor fÄorsta gºangen en rationell
vÄarldsbild och ett ¯loso¯skt system som omfattade allt frºan livets begynnelseoch
Äanda ut till kosmosyttersta sfÄarer. Det Europa nu ¯ck del av var ett intellektuellt
arv som man hade vÄantat lÄangepºa, och som man nu var mogenatt ta emot. Vid
universitet, vid furstliga hov och t.o.m. i klostren satt det lÄarda mÄan (och Äaven
kvinnor) som lÄaste och diskuterade hedniska skrifter fÄorfattade av hedniska ¯loso-
fer. Den uppgift som de ledandetÄankarna i vÄasterlandet snabbt tog itu med blev
att fÄorena Aristoteles ¯loso¯ med den kristna lÄaran. Den syntes som skapadesav
frÄamst Thomas ab Aquino (1225-1274)kom att kallas skolastikenoch dominerande
under 400ºar det vetenskapliga tÄankandet i vÄasterlandet. Alla lÄarda hade i skolor
och vid universitet lÄart sig skolastisk ¯loso¯ och allt vad de skrev och tÄankte var
pºaverkat av Aristoteles.

Det grekiska arvet innehÄoll dock mycket mera Äan bara Aristoteles ¯loso¯.
Det innehÄoll Euklides geometri (fÄor fÄorsta gºangenkunde vÄasterlÄanningar lÄasahela
Elementa) och Appolonius kÄagelsnitt, den alexandrinska astronomin (vars frÄamsta
verk Ptolemaios 'Almagest', blev kÄant i vÄasterlandet under detta, sitt arabiska
namn), Platons id¶elÄara och mycket annat som kunde varit vÄart att nÄamna.

6. Det grekiska arvet. I I. Skolastik och vetenskap
Som¯loso¯skt systemutgjorde skolastiken en syntes av Aristoteles ¯loso¯ som

beskrev mÄanniskans och jordens lÄage i universum och kristendomenslÄara om det
som lºag utanfÄor och Äover det somAristoteles beskrev. ÄAven om Aristoteles ¯loso¯
naturligtvis var hednisk sºatillvida som att Gud inte hade nºagon sÄarskild roll ens
somskapare,sºa var den i mºangaavseendentacksam att fÄorenamed kristendomen.
FÄorst och frÄamst lºag jorden orubbligt stilla i universumscentrum, medan mºanen,
jorden, planeternaoch stjÄarnorna satt pºa sfÄarer sommedolika hastigheter roterade
runt jorden. Dessutom var systemet mekaniskt och fÄor att driva maskineriet sºa
behÄovdesdet nºagon(den fÄorste rÄoraren) somhela tiden vred pºa denyttersta sfÄaren,
¯xstjÄarnesfÄaren. Eftersom det var naturligt att identi¯era den fÄorste rÄoraren med
Gud, sºa var detta naturligtvis en vÄarldsbild som dels passadevÄal ihop med den
kristna lÄaran, dels tilltalade alla dem som gÄarna vill se mÄanniskan inte bara som
jordens herre, utan Äaven som universums.

Trots att skolastiken snart blev kyrkans o±ciella ¯loso¯ och dÄarmed ¯ck en
auktoritet som knappast skulle ha tilltalat Aristoteles sºa blev den inte sºa hÄam-
mandefÄor denvetenskapliga utvecklingen somdessvedersakarenºagraºarhundraden
senarelÄat pºaskina. FÄorst och frÄamst innebar nÄamligen kyrkans accepterandeav
Aristoteles att det Äaven fÄor goda kristna blev till ºatet att lÄasainte bara Aristoteles,
utan Äaven andra grekiska och arabiska fÄorfattare, och fÄor den som lÄaste Aristote-
les egna verk var det alldeles tydligt att han fÄor sin del inte skulle ha erkÄant ens
sig sjÄalv som en orubblig auktoritet. Ett utmÄarkande drag fÄor hans ¯loso¯ var ju
nÄamligen att verkligheten var den endaauktoritet somhan accepterade.Dessutom
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innebar skolastikensstarka betoning av logiken att den ocksºa kunde kritiseras med
logiska argument. Det bÄor dessutompºapekas att Äaven om kyrkan fÄoredrogAristo-
teles beskrivning av universum sºa visste alla de som studerade stjÄarnhimlen att
det var Ptolemaios Almagest (och inte Aristoteles fysik) som gav den exaktaste
beskrivningen, vilk et innebar att man i den lÄarda vÄarlden redan frºan bÄorjan visste
att skolastikensvÄarldsbild inte kunde vara helt sann.

En annan svag punkt i skolastiken som man Äovertagit direkt ifrºan Aristote-
les var rÄorelselÄaran. Denna hade utarbetats utgºaendefrºan erfarenheterav system
med smºa krafter och stor friktion och dessabeskrevsvÄal, dÄaremot var den helt
inadekvat fÄor att fÄorklara exempelvis kastrÄorelser. De tidiga europeiska naturve-
tenskapsmÄannenkom ocksºa att till stor del studera just rÄorelseroch en av de fÄorsta
vetenskapliga teorier som uppstod var en ny rÄorelselÄara grundad pºa begreppet im-
petus. Impetusteorin Äar intressant ocksºa i det avseendetatt den var betydligt mer
kvantitativ och matematisk Äan Aristoteles. Nºagra namn som bÄor nÄamnas i detta
sammanhangÄar fransmÄannen Jean Buridan och (den mest betydande matemati-
kern) Nicole Oresme,samt engelsmannenThomas Bradwardine. Flera av (frÄamst
Oresmes)arbeten kom senareatt spela en stor roll fÄor Galileis tidiga forskning.

7. Det grekiska arvet. I I I. Praktisk geometri
ÄAven om Aristoteles ¯loso¯ var den del av det grekiska arvet som mest ge-

nomgripande fÄorÄandrade tÄankandet i den lÄarda vÄarlden, sºa var det matematiken
som fÄorst kom att pºaverka mÄanniskornas vardag. NÄar man redan pºa 1100-talet
bÄorjade ÄoversÄatta Euklides Elementa till latin sºa ¯ck detta ett nÄastan omedelbart
genomslagvid universiteten och ett nºagot lºangsammarevid skolor pºa lÄagre nivºa.
ÄAven om det var fºa som fÄorstod de geometriska bevisensºa bidrog den Äokandegeo-
metriundervisningen i skolorna Äandºa till att mºanga ¯ck en fÄordjupad och kanske
framfÄor allt mer medveten rumsuppfattning. Detta bidrog ocksºa till ett uppvak-
nande intressefÄor den geometriska optiken som hade studerats av alexandrinska
matematiker, bl.a. Euklides och Appolonius. Eftersom dessainte hadetillgºang till
ofÄargat glashadede dock svºarigheter med att studera ljusets brytning sºa att deras
resultat handladehuvudsakligenom ljusets re°ektion i plana och buktiga ytor. Det
kan exempelvis nÄamnasatt kÄagelsnittensoptiska egenskaper58 var kÄanda redan un-
der antik en. Det viktiga var dock inte de resultat som de antika matematikerna
uppnºatt utan det var derasmetod att tolka resultatet av praktiska undersÄokningar
sºasom geometriska satser, och att hÄarleda komplicerade samband ur enkla lagar.
NÄar denna metod ºaterupptogs av lÄarda mÄan sºasom engelsmannenRoger Bacon
(1214-1294),frÄamst verksam vid universitetet i Paris, sºa fanns det redan en pri-
mitiv glasindustri, vilk et innebar att man inte bara kunde blºasa glas, utan Äaven
skÄara och slipa det. NÄar de nygamla id¶eerna nºadde till de praktiskt arbetande
glasmÄastarna sºa upptÄackte dessasnart vilka mÄojligheter derashantverk hade och
de lÄarde sig fÄorst att tillv erka fÄorstoringsglas,och kort dÄarefter Äaven glasÄogon. De
fÄorsta glasÄogonenlÄar ha tillv erkats i Norditalien vid slutet av 1200-talet och inom
nºagra ºartionden kunde fÄormÄogna borgare i hela Europa kÄopa sig egna glasÄogon.
Eftersom dessafÄorlÄangdede lÄaskunnigasaktiva liv med kanske 30%,sºa bidrog Äaven
de pºa sitt sÄatt till Äokningen av lÄaskunnigheteni Europa.

Det nya intresset fÄor praktisk geometri spred sig Äaven till konstnÄarerna som
fÄorst upptÄackte perspektivet och snart ocksºa bÄorjade lÄara sig att utnyttja det fÄor
att ºastadkommaett nytt djup i sina tavlor. De fÄorsta ansatsernakom pºa 1300-talet
och i mitten pºa 1400-talet var principerna helt klara fÄor de ledandekonstnÄarerna.

58Ljus som strºalar frºan en brÄannpunkt re°ekteras sºa att det gºar genomden andra.
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Tvºa ºarhundraden senare ledde samma id¶eer till uppkomsten av en ny form av
geometri, nÄamligen det som idag kallas projektiv geometri.

8. Praktisk aritmetik
Den tekniska och ekonomiska utvecklingen ledde inte bara till nya tillÄamp-

ningar av den grekiska geometrin, utan sºa smºaningom ocksºa till nya rÄaknefÄardig-
heter. Vi vet att si®rorna kom till Europa redan fÄoreºar 1000,men att de inte ¯ck
nºagon spridning fÄorrÄan efter korstºagen. Den frÄamsta anledningenvar naturligtvis
att de Äannu inte fyllde nºagot behov. Sºa smºaningom bÄorjade dock ett sºadant behov
att uppstºa. Anledningen var frÄamst att handeln Äover Medelhavet dels togs Äover av
de italienska handelsstÄadernaoch delsÄokadekraftigt, till stor del beroendepºa den
ekonomiska och tekniska utvecklingen i Europa. Med den Äokande handeln Äokade
behovet av pengar och dÄarmed av rÄakning. Detta ledde dels till uppkomsten av
ett kapitalistiskt ekonomiskt system,delstill nya bokfÄoringsmetoder, den berÄomda
dubbla bokfÄoringen.

Allt detta krÄavde rÄaknande och Äaven om skepsisenmot de nya si®rorna till
en bÄorjan var stor sºa kom de sºa smºaningom att anvÄandas allt mer. En viktig
anledning till detta var ett framvÄaxande oÄoverskºadligt penningvÄasen, som ledde
till orÄakneliga vÄaxlingsa®Äarer, fÄor Äaven om de gamla romerska si®rorna och de
tillhÄorande rÄaknebrÄadorna var utmÄarkta fÄor addition och enkla multiplik ationer,
sºa hadede svºart att klara dessanya rÄakningar. Under en tid anvÄandesfÄormodligen
arabiska si®ror fÄor utrÄakningar och romerska fÄor att dokumentera resultaten, men
sºa smºaningom tog de arabiska Äover helt. Detta var dock en konst fÄor de invigda
och under 13- och 14-hundratalen uppstod ett nytt yrke, rÄaknemÄastaren. I Italien
kallades dessanya yrkesmÄan fÄor cossister (av cosa, sak, som var benÄamningen fÄor
den obekanta i en ekvation) och kom under ett par ºarhundraden att spela en viktig
roll fÄor utvecklingen.

Ett bevis fÄor den betydelsesom rÄaknekonsten fºatt under slutet av medeltiden
var det faktum att bland de fÄorsta tryckta bÄockerna fanns °era rÄaknelÄaror. Den
fÄorsta av dessaÄar den berÄomda Treviso-aritmetik en som trycktes redan ºar 1478.
Innan ºarhundradet var slut fanns det minst 5 tryckta rÄaknelÄaror frºan olika hÄorn
av Europa, nºagot som inte bara bidrog till att Äoka rÄaknekunnigheten utan ocksºa
till att fÄorÄandra sjÄalva matematiken.
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