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Abstract

Usually a history of the Calculus begins with Democritus and ends
with Dedekind. In between Newton and Leibniz are of course given
the attention they deserve and several of there predecessors are of
course unavoidable. However there are certain steps in the evolution
that are usually not fully appreciated. The present article focuses
on two such aspects of the development of the calculus that are often
neglected. The first is the evolution of the real number system and the
second is the fact that the calculus was not the answer to the problems
studied by the contemporaries of Newton and Leibniz. Instead it can
be described as the right answer to the wrong question.

1 Det femte raknesattet

Ar KALKYLEN (d. v. s. infinitesimalkalkylen) en upptéckt eller en uppfinning?
Formodligen ar den "bade och”. Som jag ser det sa borjade det med att New-
ton upptéackte kalkylen och fortsatte med att Leibniz uppfann den.

For att undvika fragan kan man helt enkelt kalla kalkylen for en innova-
tion och aven om vi matematiker ar medvetna om att den var betydelsefull
sa tror jag att inte ens vi riktigt har forstatt dess betydelse. Enligt min

*Denna uppsats ar en nagot omarbetad version av ett foredrag som holls vid Svenska
Matematikersamfundets utbildningsdagar i Gévle den 15 mars 1996.



uppfattning ar det bara skriftspraket, boktryckarkonsten och mojligen da-
torn som haft samma betydelse for manniskans intellektuella utveckling som
kalkylen. Att den (trots datorerna) ar det absolut viktigaste i gymnasiets
matematik-kurser bor ocksa vara en sjalvklarhet. Jag skulle 6nska att vi
matematiklarare vore mer medvetna om vilken dyrbar gava vi har fatt att
ta hand om och att formedla till nasta generation.

Jag onskar ocksa att vi borjar tala om de

FEM RAKNESATTEN

Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division och Derivation.

Integration dr didremot inte ett riknesitt utan en konst!! Vidare bor vi
hévda att den som inte kan de fem raknesatten varken ar bildad, utbildad
eller allmanbildad.

2 Arkimedes

Jag vill borja med att aberopa ett uttalande av den franske matematikern
PIERRE LELONG som jag samtidigt tar mig friheten att forvanska nagot.
Enligt Lelong borde den storsta dra som kan vederfaras en matematiker vara
att hans resultat uppfattas som triviala.? (Det innebér ju ndmligen att hans
satt att tdanka eller se pa det han sysslar med har blivit sa allenaradande att
ingen langre har fantasi att forestélla sig varlden utan detta sétt att tdnka.)

I kalkylens historia finns det enligt min asikt ett flertal matematiker som
vederfarits sa mycket av denna &ra och berémmelse att deras egen storhet
kommit att ifragaséattas.

Jag kommer i denna uppsats att ge flera exempel pa sadana insatser som
numera uppfattas som triviala. Det forsta ar ett arbete av antikens framste
matematiker, ARKIMEDES.?

Arkimedes gjorde som bekant ett flertal viktiga insatser men vad ansag
han sjalv vara den viktigaste? Svaret ges indirekt av det faktum att han
hade onskat sig att man pa hans gravsten skulle inrista en figur bestaende
av ett klot inskrivet i en cylinder, tillsammans med forhallandet 2:3.

Denna figur illustrerar det han bevisade i skriften Om sfdaren och cylin-
dern, namligen att forhallandet mellan saval volymerna som ytorna av dessa

'Detta kan jimforas med det faktum att medan division &r ett riknesitt sa r faktoris-
ering helt enkelt ett svart problem.

2S4vitt jag vet sa liar Lelong ha sagt att detta dr den storsta dra som han kan vederfaras.

3Arkimedes dodades nir romarna erdvrade hans hemstad Syrakusa ar 212 fvt och
pastods da ha varit 75 ar vilket gor att hans levnadstid vanligen skrivs [-287 — -212].



figurer forhaller sig som 2 till 3. Detta ar nagot som man numera lar sig i
grundskolan eftersom vi har de valbekanta formlerna

4
V(K) = §R3 och V(C) = 27 R?

och likasa
A(K) = 47 R? och A(C) = 67 R>.

Det som gor detta sa sjalvklart for oss ar att vi utan att tveka ett 6gonblick
anvander bokstaven 7 i ett flertal formler. Det vi daremot inte tanker pa ar
att formlerna faktiskt innehaller fyra olika konstanter som har det gemensamt
att alla kvoter mellan dem &r rationella tal.? Pa Arkimedes tid sa fanns inte
talet m utan det enda man visste var att likformiga figurers areor forhaller sig
som kvadraten pa ldngderna och att deras volymer forhaller sig som kuben
(pa ldngderna). Det som Arkimedes sjilv betraktade som sin storsta insats
var alltsa beviset for att alla de konstanter som vi kallar for 7 faktiskt var ett
och samma tal. (Det svaraste ar att visa att klotets yta ar 4 ganger cirkelns!)
Detta var enligt min uppfattning den storsta enskilda insatsen av en antik
matematiker.’

3 Den vedertagna historien

Dérmed vill jag aterkomma till mitt egentliga tema, namligen ”vagen till
kalkylen”! Nar jag gick i gymnasiet sa fanns det, om jag minns ratt, en
fotnot i min larobok dér det sades att ”infinitesimalkalkylen uppfanns (eller
mojligen upptécktes) av NEWTON [1642-1727] och LEIBNIZ [1646-1716]. Néar
jag for nagra ar sedan borjade studera matematikens historia upptéackte jag
snart att det fanns manga asikter dels om vem eller vilka som ska ha adran av
sjalva kalkylen, dels om vilka som givit de viktigaste bidragen till upptackten.
Det finns utméarkta bocker av bl.a. Baron, Boyer och Edwards som helt dgnas
at kalkylens historia och som adnda, atminstone enligt min uppfattning, helt
forbiser nagra oerhort viktiga steg i utvecklingen.

4Den forsta konstanten, som vi kan kalla m; ar forhallandet mellan en cirkels omkrets
och dess diameter. Den andra konstanten, mo ar forhallandet mellan en cirkels area och
arean av en kvadrat med radien som sida. Den tredje konstanten, 73, ar frhallandet mellan
arean av en sfar och arean av en kvadrat med diametern som sida. Slutligen ar den fjérde
konstanten, 74, (lite mer komplicerat) kvoten mellan volymen av sex lika stora klot och
volymen av en kub med diametern som sida.

5Ett bevis fr detta finns i Appendix 1 och 2.



De flesta sadana bocker brukar borja med pythagoreer, eleater och atom-
ister® i det antika Grekland och sluta med Dedekind och Cantor i forra
arhundradets Tyskland. Man brukar ndmna atminstone DEMOKRITOS [c:a -
460 — c:a -370], EUDOXOS [-408 —-355] och Arkimedes under antiken. Dérefter
hoppar man i nagra langa skutt fram till 1600-talet dar man forutom Newton
och Leibniz ndmner atminstone DESCARTES [1596 — 1650], FERMAT [1601 —
1665], CAVALIERI [1598 — 1647] och BARROW [1630 — 1677]. Man gar sedan
vidare med EULER [1707 — 1783] under 1700-talet, samt CAUCHY [1789 —
1857], WEIERSTRASS [1815 — 1897], DEDEKIND [1831 — 1916] och CANTOR
[1845 — 1918] pa 1800-talet.

En viktig anledning till att utvecklingen av kalkylen inte anses avslutad
forran pa 1800-talet ar att att det inte ar forran Cantor och Dedekind for
drygt 100 ar sedan gav en riktig definition av de reella talen som det var
mojligt att ge fullgoda bevis for alla satserna.

4 Vad ar kalkylen?

Déarmed uppstar atminstone for mig fragan: Fran och med nar fanns kalkylen?

For att kunna ge ett svar pa den fragan som atminstone tillfredsstéillde mig
sjalv var jag tvungen att ”"definiera” vad jag menade med att kalkylen ”ex-
isterade”. Lat mig darfor borja med denna

Definition 1 Kalkylen bestar av “kalkylens huvudsats”,

b
| £/(s)ds = 1) - f(@),
tillsammans med nedanstaende deriveringsregler.

1. D(f+9)=Df+ Dy

2. D(af)=aDf

3. D(fg)=(Df)g+ f(Dg)
4. D(1/f)=—(Df)/f?

5. D(fog)=((Df)og)Dyg

SPythagoreerna var det sillskap som Pythagoras samlade runt sig i staden Kroton
(nuvarande Crotone) i det som da kallades Magna Graecia och idag &r en del av (sddra)
Italien. Den forste eleaten var Parmenides fran Elea, nuvarande Velia (ocksa i Syditalien)
och den vid sidan av grundaren mest kénde eleaten var hans larjunge Zenon. Den mest
kdnde atomisten var Demokritos.




6. Dj=1

(dar j ar identitetsfunktionen j(x) = x).

Om vi accepterar denna ”definition” sa innebar det forst och framst att
det ar alldeles ratt att tillerkanna Newton och Leibniz aran av att ha upptackt
och uppfunnit kalkylen och vi kan ocksa konstatera att Euler verkligen kunde,
anvande och utvecklade kalkylen, och vi kan framfor allt dra slutsatsen att
en formell definition av de reella talen inte var nodvandig for att kalkylen
skulle kunna uppsta.

Trots detta ar kalkylen otankbar utan de reella talen och eftersom vi vet
att grekerna inte "kénde till” (eller atminstone inte accepterade) de reella
talen (se [5], sid 43) , sa ar det naturligt att fraga sig nér de reella talen
egentligen uppstod.”

Detta ar for mig ett av de viktiga steg som matematikhistorikerna van-
ligen forbiser, och darmed vill jag atervinda till det citat av Lelong dar
detta foredrag borjade, d.v.s. pastaendet att "den storsta dran dr att ens
upptdckter anses triviala”.

5 Det decimala positionssystemet

Nar det galler uppkomsten av de reella talen sa finns det tva viktiga matema-
tiker som exempelvis Edwards inte ens namner.
Den forste av dessa ar

”Mannen som larde varlden att rdkna” — AL-KHWARIZMI

och den andre, som behandlas i nésta avsnitt &r SIMON STEVIN [1548 — 1620].
De flesta som haft ens den flyktigaste kontakt med matematikhistoria har
hort talas om Al-Khwarizmi [aktiv omkring ar 825] och det brukar ndmnas
att han skrev en bok

Al-kitab al-mukhatasar fi hisab al-jabr w’al-muqabalah

vars titel bland annat givit upphov till ordet algebra. Det brukar ocksa
papekas att ordet algoritm narmast ar att betrakta som en europeisk felsag-
ning av namnet Al-Khwarizmi, och ibland namns det att han ocksa skrev en
bok om de indiska siffror som den islamska varlden da just lart kanna.

Det som fa idag kan forestalla sig ar en varld och en tid nidr man inte
raknade med skrivna tal. En tid nar skrivna tal endast anvandes for att

"Eftersom denna uppsats handlar om kalkylen tar jag mig friheten att bortse ifran
fragan om exempelvis babylonier, indier och kineser redan for tusentals ar sedan hade en
forestallning om att alla punkter pa en linje kunde beskrivas med ett tal.



dokumentera resultatet av de berdkningar man gjort med sma stenar (cal-
culi) pa ett rdknebriade eller med hjélp av en kulram eller nagot annat lik-
nande hjalpmedel. Det som var Al-Khwarizmis verkligt stora bidrag till
maéansklighetens utveckling var insikten om att dessa nya siffror och detta
nya siatt att skriva tal var sa bra att t.o.m. ”vanliga méanniskor” kunde
rakna med dem, d.v.s. utfora berdkningar! Det Al-Khwarizmi skrev var in-
get mindre an varldens forsta raknelara. Skriven for vuxnal! Naturligtvis ar
den fullstdndigt trivial, men den berémmelse den atnjot i flera hundra ar ar
faktiskt det basta beviset for dess betydelse.

Aven om Al-Khwarizmi enbart sysslade med hela tal och vanliga brak
sa var det decimala positionssystem som han bidrog till att popularisera ett
viktigt steg pa viagen mot de reella talen.

6 Decimalbraken

Néasta viktiga steg mot upptickten av de reella talen var uppfinningen av
decimalbraken. Det var en uppfinning som gjordes flera ganger, bl.a. i Kina
pa 200-talet (e.Kr.), i Damaskus pa 900-talet och i Frankrike pa 1300-talet,
innan de pa 1400-talet blev vanliga i den muslimska véarlden. De tva som ska
ha adran av att dels verkligen ha forstatt deras anvandbarhet och betydelse
och dels bidragit till deras spridning var den muslimske matematikern och as-
tronomen JEMSHID AL-KASHI [d6d 1436] och den flamldndske matematikern
och ingenjoren Simon Stevin.

Al-Kashi var verksam i Samarkand hos en sonson till den fruktansvarde
erovraren Timur Lenk, och i den muslimska varlden blev hans decimalbrak
vanliga under 1400-talet medan det i den kristna varlden drojde ytterligare
ett arhundrade innan de blev mer allmant forekommande. Trots det sa var
det Stevins insats som fick storst betydelse. Stevin var verksam i ett Europa
dar boktryckarkonsten givit upphov till en bildad elit som visserligen var
liten métt med dagens matt, men som &nda var ojamforligt mycket storre an
sin motsvarighet i andra samtida och tidigare kulturer. Den bok, Tiondet,
som Stevin skrev om decimalbraken, kom ut pa hollandska ar 1585 och redan
aret darpa i fransk oversattning och den ledde till att decimalbraken pa nagra
decennier spreds 6ver stora delar av Europa.

Det bor papekas att bade Stevins och Al-Khwarizmis verkliga storhet inte
ligger i att de skrev om egna viktiga upptéckter (eller uppfinningar) utan i
insikten om att deras satt att rdkna var sa latt att "alla” skulle kunna lara
sig det.

For Stevin hangde decimalbraken néara ihop med méatning och han propa-
gerade for decimala mattsystem. Inneborden i ett sadant mattsystem &r



att varje langd, varje yta, varje vikt kan beskrivas av ett tal. Alla aldre
mattsystem hade i nagon mening haft en grans for noggrannheten, men for
decimalbraken fanns det ingen sadan grans.

Decimalbraken, d. v. s. insikten om att varje punkt pa en linje kunde
tillordnas ett tal, skrivet som ett (eventuellt oavslutat) decimalbrak, var den
ena komponenten i det nya talbegrepp som uppstod under artiondena runt
sekelskiftet ar 1600.

7 De reella talen

Den andra komponenten var annu mer nyskapande och och inneholl i all sin
enkelhet ocksa en fullstandigt omvalvande ny ide. Det nya var den enkla
insikten att det faktiskt ar mojligt att rakna med tal som man inte vet vilka
de ar, och inte ens kan skriva ner. Allt man behover gora éar att ge dem
ett namn. Den som forst insag detta var fransmannen FRANQOIS VIETE
[1540-1603]. Viete var liksom sin nagot yngre landsman Fermat jurist och
det var kanske, som Jan Thompson papekat for mig, fran juridikens varld,
dar tankta personer representeras av bokstaver som han hamtade iden att
lata ett tankt tal representeras av en bokstav.

En tredje samtida, som vanligen roner storre uppskattning, till Stevin och
Viete var JOHN NAPIER [1550-1617] som med sina logaritmer aterférde det
tredje rdknesittet (multiplikation) till det forsta (addition), och kanske &nnu
viktigare det fjarde (division) till det andra (subtraktion).

Framst ar dock logaritmerna ett bevis for att de reella talen da hade
uppstatt. Anledningen ar att rationella tal har irrationella logaritmer medan
rationella logaritmer representerar irrationella tal, och det ar darfor bara om
man uppfattar alla punkter pa linjen som tal som logaritmerna blir menings-
fulla.

Dérmed kan vi konstatera att de reella talen (som intuitivt begrepp!) hade
uppstatt genom en kombination av dels insikten om att varje striacka kunde
matas med ett tal och dels den nya mojligheten att rakna med detta tal
genom att helt enkelt ersétta det med en bokstav (som representerade talet).

Napier, Viete, Stevin och al-Khwarizmi dr nagra av de (ofta forbisedda)
jattar pa vars axlar Newton kunde sta.®

8 Angéende sina upptickter lir Newton ha sagt att om han hade sett lingre én andra,
sa berodde detta pa att han fore sig hade haft jattar pa vilkas axlar han kunde sta.



8 Koordinatsystemet

1600-talet kallas ofta for vetenskapens (och matematikens) heroiska arhund-
rade och det ar forvisso sant att det ar da som den moderna matematiken
vaxer fram och som det nya Europa far sina forsta stora matematiker. De
namn som oftast ndmns &r KEPLER [1571 — 1630] (som dock ar mer kdnd som
astronom), Descartes, Fermat och PASCAL [1623 — 1662] samt under andra
halvan Newton och Leibniz, och resultatet av allas gemensamma anstrang-
ningar ar den infinitesimalkalkyl som sedan dess fordndrat varlden.

Nagot av det forsta som tillverkades med hjalp av de nya talen var koordi-
natsystemet. Detta var egentligen en gammal uppfinning, som anvants redan
av Appolonius 200 ar fvt och senare av Oresme pa 1300-talet och det ater-
uppstod nar Descartes och Fermat studerade Appolonius’ verk och sag hans
kagelsnitt och koordinataxlar med nya 6gon. Medan Appolonius studerade
kurvor i ett tomt och 6de plan, dar han ritade in tva axlar for att beskriva
sina kurvor och formulera sina samband sa hade de nya koordinataxlarna en
helt ny roll. Det nyss sa tomma planet var plotsligt bebott av punkter med
egna namn. Det var inte langre enbart punkterna pa de givna kurvorna som
fanns i en for ovrigt tom varld, utan alla punkter kunde beskrivas med hjalp
av tva reella tal.

Tillsammans med Vietes nya symboliska matematik uppstod det nagot
alldeles nytt. Plotsligt fick Pythagoras’ sats en helt ny tolkning nar man
kunde skriva

(z—4)2 + (y —3)2 = 4

for att ange en cirkel.” Aven de ellipser som Kepler anvint for att beskriva
planeternas omloppsbanor runt jorden studerades med hjalp av sina alge-
braiska ekvationer.

Under hela 1600-talet 4gnade man sig sedan at att rita och studera kurvor
givna av algebraiska ekvationer. Man ritade asymptoter och forsokte att
bestamma tangenter och areor av inneslutna omraden for sina nya kurvor.
(En av dessa beromda kurvor ar Descartes’ 1ov givet av att 23 + ¢ = xy.)

Kepler, Cavalieri'®, TORRICELLI [1608 — 1647], Fermat, WALLIS [1616 —
1703] och icke minst Newtons larare Isaac Barrow beriiknade ytor och voly-
mer for bade fysiska och matematiska kroppar och figurer, medan exempelvis
Fermat, Descartes, HUDDE [1628 — 1704], SLUZE [1622 — 1685], ROBERVAL

9De positiva reella talen uppstod fore de negativa, s medan vi har origo mitt i planet
sa hade Descartes och Fermat placerat det nere i vanstra hornet.

10Cavalieris metod att berikna areor och volymer byggde pa iden om indivisibler och
ledde bland annat till det som kallades Cavalieris princip. Denna beskrivs i Appendix



[1602 — 1675], Barrow och nagra till bestamde tangenter till olika kurvor.!!
[Edwards 1979

Sa smaningom borjade sambanden mellan tangent- och area-problem klar-
na och det som blev det storsta hindret pa vdg mot kalkylen var att man
inte visste vad man letade efter. Den erfarenhet som byggdes upp under 50
ars raknande var en erfarenhet om kurvor och det den tidens matematiker
sOkte var metoder for att studera kurvor. Man hade tidigt upptéackt att det
var forhallandevis latt att berakna tangenterna till givna kurvor, medan det
var betydligt svarare att berdkna areor. Man upptackte ocksa att de tva
problemen héngde ihop, och anade att det rackte med metoder for att ur
kunskap om tangenten aterskapa den ursprungliga kurvan. Det man sckte
var alltsa egentligen en metod for ”16sning av differentialekvationer”. Det
Newton och Leibniz skapade gick inte fullt sa langt men gav dock en kalkyl
som var sa kraftfull att den forandrade matematiken. Den var helt enkelt
ratt svar pa fel problem.

Det ar dérfor inte forvanande att de tva som (med all rétt) brukar ges
aran av kalkylen egentligen inte var matematiker.

9 Newton

Newton var framfor allt fysiker och som alla riktigt stora fysiker var han en
fantastisk raknare. Det Newton hade forstatt battre an nagon fore honom
(och formodligen ocksa béttre én de flesta efterfoljare) var begreppet momen-
tan hastighet. Detta var ett begrepp som lag langt bortom grekernas veten-
skapliga horisont. Under medeltiden hade skolastiska tankare som JEAN
BURIDAN [ca 1300 - ca 1360] upptéckt "troghet” som fysikaliskt begrepp
och infért bendmningen impetus. Det var dock forst med GALILEI [1564
— 1642] och Kepler som den momentana hastigheten kunde om inte métas
sd atminstone beriknas.'? For Newton tycks momentan hastighet ha varit
nagot fullstandigt sjalvklart och han upptackte och anvande kalkylen som

"Det kan i detta sammanhang vara viirt att notera att medan det ar i princip mojligt
att méta langder av kurvor (4ven om de inte &r raka) eller volymer av dven oregelbundna
kroppar sa ar det i stort sett omdojligt att méta areor. Anledningen &ar att vi kan lagga ett
snore langs med kurvan och sedan méta snorets langd och kan sénka ned (atminstone en
tillrickligt liten) kropp i ett métglas (halv-)fyllt med vatten och se hur mycket vattenytan
stiger. Det narmaste till detta vi kan komma nér det géller att méta ytor ar att lagga ett
papper over en (plan) yta och sedan klippa ut pappret for att slutligen viiga den utklippta
biten. Den kan da jamfras med vikten av ett papper av kdnd yta. Om ytan inte ar plan ar
dven detta omojligt. Problemet ar att om vi exempelvis spanner ett elastist material Gver
en bojd yta sa blir materialet tunnare nér det blir utspant. Areor maste alltsa berdknas.

12Det kan vara vart att notera att momentan hastighet faktiskt inte dr métbar.



ett hjalpmedel for sitt rdknande.

Newton tankte sig en kurva som ”sparet” av en punkt som rorde sig i
planet. Om punkten hade koordinaterna (z(t),y(t)) sa var de momentana
hastigheterna #(t) och ¢(t) och kurvans lutning gavs av kvoten ¢(t)/x(t).
For att berdkna @ och y anvande han samma metod som Fermat och Bar-
row fore honom och som vi fortfarande lar ut i skolorna, namligen att ge
t ett litet "tillskott” (det som vi betecknar med At), berdkna z(t + At),
ta skillnaden och till sist dividera med tillskottet. Manga av de problem
som Barrow, och efter honom Newton studerade ledde fram till differen-
tialekvationer, och nagot som gjorde Newtons kalkyl svar for efterfoljarna
var att eftersom det var dessa differentialekvationer som han egentligen var
intresserad av sa var funktionerna & och gy bara hjalpfunktioner. I sjalva
verket var kalkylen bara en av flera kraftfulla metoder som Newton anvande
for att losa sina differentialekvationer. Minst lika viktig var hans metod att
anvanda de potensserier han sjalv uppfunnit, och dessutom anvande han
garna numeriska metoder. En som ingaende studerat Newtons arbeten om
differentialekvationer ar Vladimir Arnol’d som i sin maésterliga larobok om
differentialekvationer [1, sid 91] beskriver Newtons metod.

Newton tycks ha varit oerhort misstanksam och angreppen mot Leibniz
for att ha stulit hans ideer ar ju vél kdnda. Formodligen var han sa langt
fore sin tid och sa 6verlagsen sin omgivning att ingen forstod honom och han
vande sig vid att allt vad han presenterade missforstods och vantolkades.'?
Han vande sig darfor vid att uppfatta sin omgivning som forstockad och
obegavad. Detta ledde sedan vidare till forestallningen att inga andra hade
egna ideer sa att nar Leibniz presenterade tankar som liknade hans egna sa
maste han (enligt Newtons logik) ha stulit iden.

Om vi ser honom pa detta satt sa fanns det ju heller ingen anledning
for honom att gora sin kalkyl latt att forsta eller rakna med. Han visste ju
vad han gjorde och andra skulle &nda inte forsta. Det som ar val kant ar ju
daremot att de engelska matematikernas fasthallande vid ” Newtons kalkyl”
gjorde att England hamnade helt utanfor den vetenskapliga utvecklingen i
nastan 150 ar.

10 Leibniz

Leibniz var inte heller matematiker varken till utbildning eller profession.
Han var utbildad jurist och anstalld som diplomat hos kurfurstan av Mainz
nar han vid 26 ars alder kom till Paris ar 1672. Dar larde han kénna Huygens
som var den tidens ledande fysiker och matematiker. Av honom fick han lara

13Det var kanske detsamma som Gauss rakade ut for.

10



sig nagot om den moderna matematik som da studerades i Paris och han fick
ocksa nagra olosta problem att fundera over. Efter att ha 16st nagra av dessa
ingick han i kretsen.

Redan innan han kom till Paris hade han f.6. i samband med att han
skrev sin doktorsavhandling (i juridik) dromt om att skapa ett sitt att kunna
avgora exempelvis juridiska dispyter genom att helt enkelt "rakna ut” vem
som hade ratt. Detta innebar att &ven om han inte kande till den "moderna
matematiken” sa var han duktig pa att rdkna. Som vi alla vet var han ocksa
filosof, vad som nu menas med det.

Det Leibniz borjade fundera over var det som ofta kallas den karakteris-
tiska triangeln, en liten triangel med sidorna Ax, Ay och en sekant till kurvan
och det han forsokte att forsta var vad som hande med den nar sidorna blev
oandligt sma, eller egentligen 1/00, d.v.s. infinitesimalt sma. Han beteck-
nade dessa infinitesimaler med dx och dy och forsokte att komma underfund
om hur han skulle rakna med dem. Det tog honom nagra ar men resultatet
blev som vi alla vet ganska lyckat.

Han kom pa hur han skulle addera dem till den summa som vi nu kallar en
integral och hur han skulle multiplicera dem och icke minst dividera dem med
varandra. Darmed kunde han formulera huvudsatsen och deriveringsreglerna.

Dessutom, vilket ar nog sa viktigt, sa insag han vardet av det han hade
hittat. Han uppfann en kalkyl for att rékna med funktioner (trots att dessa
inte fanns och trots att det var kalkylen som skapade funktionsbegreppet och
inte tvartom) och som visade sig vara oumbdérlig i studiet av de kurvor, som
hans samtida studerade. Den loste inte alla problem, men den var mer an
bara en generell metod. Antagligen var det hans relativa oerfarenhet, som
innebar att han dnnu inte hunnit bli lika fixerad vid losningen av differen-
tialekvationer, som gjorde att han tydligare &n Newton sag att han skapat
en kalkyl som hade ett varde i sig sjalv. Sakert ar ju i alla fall att det blev
Leibniz’ kalkyl, och inte Newtons, som kom att férandra varlden.

Han forsokte ocksa att motivera sin kalkyl och kanske var det i detta sam-
manhang en fordel att han var filosof snarare an matematiker. I pedagogiska
diskussioner brukar jag havda att ”bevis ar till for att overtyga tvivlare”
och det var det som bade Leibniz och Newton fick agna sig at. Som vi nu
vet sa behovs en logiskt stringent beskrivning av de reella talen for att ge
matematiskt stringenta bevis for kalkylen vilket innebar att det med den
tidens begrepp inte gick. For att overtyga tvivlarna om riktigheten i sina
upptackter visade Newton och Leibniz helt enkelt hur deras nya metoder
kunde anvandas for att 16sa svara matematiska och fysikaliska problem.

Trots att det alltsa drojde nastan tva sekel innan kalkylen fatt ett funda-
ment som dven dagens matematiker accepterar, sa innebar den inledningen
till en ny era inom matematik och fysik och via fysiken for naturvetenskapen,
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tekniken och oss.
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11 Appendix 1

11.1 Om matning av cirkeln

heter ett berémt arbete av Arkimedes dar han dels ger den berémda upp-
skattningen 3% < My < 3% men déar han ocksa visar att ytan av en cirkel
ar lika stor som arean av en triangel med radien som hojd och basen lika
med cirkelns omkrets. Déarmed hade han alltsa] bevisat att m = m. Pa
motsvarande satt kan man bevisa att volymen av ett klot ar lika stor som
volymen av en kon med hojden lika med radien och basytan lika med arean
av en cirkel med diametern som radie, d.v.s. med samma yta som klotet.

12 Appendix 2

12.1 Cavalieris princip

Cavalieri ténkte sig en plan yta som bestaende av odelbara (indivisibla) par-
allella linjer och en fast kropp som bestaende av parallella ytor. Aven om han
inte hade nagon metod for att berdkna ytan eller volymen om man kénner
langderna av linjerna eller arean av ytorna sa kunde man exempelvis berdkna
en okand volym om man kunde hitta en kand kropp som kunde beskrivas
med lika stora parallella ytor. Ett trevligt exempel pa detta ar ett vackert
bevis for att my = m4. Iden ar att vi inskriver ett halvklot i en cylinder. Vi
tanker oss alltsa en cylinder med cirkelns radie som héjd och i den lagger vi
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ner halvklotet med basytan nedat. Bredvid den staller vi en likadan cylinder
och ur den graver vi ut en kon med spetsen nedat. Vi kan nu se att om
klotets radie &r R sa &ar arean av ett tvarsnitt pa héjden h helt enkelt arean
av en cirkel med radien r dir r?> = R% — h?, medan arean av det som aterstar
da vi skurit ut konen &r skillnaden mellan arean av en cirkel med radien R
och en med radien h, d.v.s. den ar 7R? — wh?. Eftersom dessa areor pa varje
hojd ar lika sa ar ocksa volymerna lika.
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