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Abstract

Usually a history of the Calculus begins with Democritus and ends
with Dedekind. In between Newton and Leibniz are of course given
the attention they deserve and several of there predecessors are of
course unavoidable. However there are certain steps in the evolution
that are usually not fully appreciated. The present article focuses
on two such aspects of the development of the calculus that are often
neglected. The first is the evolution of the real number system and the
second is the fact that the calculus was not the answer to the problems
studied by the contemporaries of Newton and Leibniz. Instead it can
be described as the right answer to the wrong question.

1 Det femte räknesättet

Är Kalkylen (d. v. s. infinitesimalkalkylen) en upptäckt eller en uppfinning?
Förmodligen är den ”b̊ade och”. Som jag ser det s̊a började det med att New-
ton upptäckte kalkylen och fortsatte med att Leibniz uppfann den.

För att undvika fr̊agan kan man helt enkelt kalla kalkylen för en innova-
tion och även om vi matematiker är medvetna om att den var betydelsefull
s̊a tror jag att inte ens vi riktigt har först̊att dess betydelse. Enligt min

∗Denna uppsats är en n̊agot omarbetad version av ett föredrag som hölls vid Svenska
Matematikersamfundets utbildningsdagar i Gävle den 15 mars 1996.
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uppfattning är det bara skriftspr̊aket, boktryckarkonsten och möjligen da-
torn som haft samma betydelse för människans intellektuella utveckling som
kalkylen. Att den (trots datorerna) är det absolut viktigaste i gymnasiets
matematik-kurser bör ocks̊a vara en självklarhet. Jag skulle önska att vi
matematiklärare vore mer medvetna om vilken dyrbar g̊ava vi har f̊att att
ta hand om och att förmedla till nästa generation.

Jag önskar ocks̊a att vi börjar tala om de

Fem Räknesätten

Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division och Derivation.

Integration är däremot inte ett räknesätt utan en konst!1 Vidare bör vi
hävda att den som inte kan de fem räknesätten varken är bildad, utbildad
eller allmänbildad.

2 Arkimedes

Jag vill börja med att åberopa ett uttalande av den franske matematikern
Pierre Lelong som jag samtidigt tar mig friheten att förvanska n̊agot.
Enligt Lelong borde den största ära som kan vederfaras en matematiker vara
att hans resultat uppfattas som triviala.2 (Det innebär ju nämligen att hans
sätt att tänka eller se p̊a det han sysslar med har blivit s̊a allenar̊adande att
ingen längre har fantasi att föreställa sig världen utan detta sätt att tänka.)

I kalkylens historia finns det enligt min åsikt ett flertal matematiker som
vederfarits s̊a mycket av denna ära och berömmelse att deras egen storhet
kommit att ifr̊agasättas.

Jag kommer i denna uppsats att ge flera exempel p̊a s̊adana insatser som
numera uppfattas som triviala. Det första är ett arbete av antikens främste
matematiker, Arkimedes.3

Arkimedes gjorde som bekant ett flertal viktiga insatser men vad ans̊ag
han själv vara den viktigaste? Svaret ges indirekt av det faktum att han
hade önskat sig att man p̊a hans gravsten skulle inrista en figur best̊aende
av ett klot inskrivet i en cylinder, tillsammans med förh̊allandet 2:3.

Denna figur illustrerar det han bevisade i skriften Om sfären och cylin-

dern, nämligen att förh̊allandet mellan s̊aväl volymerna som ytorna av dessa

1Detta kan jämföras med det faktum att medan division är ett räknesätt s̊a r faktoris-

ering helt enkelt ett sv̊art problem.
2S̊avitt jag vet s̊a lär Lelong ha sagt att detta är den största ära som han kan vederfaras.
3Arkimedes dödades när romarna erövrade hans hemstad Syrakusa år 212 fvt och

p̊astods d̊a ha varit 75 år vilket gör att hans levnadstid vanligen skrivs [-287 – -212].
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figurer förh̊aller sig som 2 till 3. Detta är n̊agot som man numera lär sig i
grundskolan eftersom vi har de välbekanta formlerna

V (K) =
4π

3
R3 och V (C) = 2πR3

och likas̊a
A(K) = 4πR2 och A(C) = 6πR2.

Det som gör detta s̊a självklart för oss är att vi utan att tveka ett ögonblick
använder bokstaven π i ett flertal formler. Det vi däremot inte tänker p̊a är
att formlerna faktiskt inneh̊aller fyra olika konstanter som har det gemensamt
att alla kvoter mellan dem är rationella tal.4 P̊a Arkimedes tid s̊a fanns inte
talet π utan det enda man visste var att likformiga figurers areor förh̊aller sig
som kvadraten p̊a längderna och att deras volymer förh̊aller sig som kuben
(p̊a längderna). Det som Arkimedes själv betraktade som sin största insats
var allts̊a beviset för att alla de konstanter som vi kallar för π faktiskt var ett
och samma tal. (Det sv̊araste är att visa att klotets yta är 4 g̊anger cirkelns!)
Detta var enligt min uppfattning den största enskilda insatsen av en antik
matematiker.5

3 Den vedertagna historien

Därmed vill jag återkomma till mitt egentliga tema, nämligen ”vägen till
kalkylen”! När jag gick i gymnasiet s̊a fanns det, om jag minns rätt, en
fotnot i min lärobok där det sades att ”infinitesimalkalkylen uppfanns (eller
möjligen upptäcktes) av Newton [1642-1727] och Leibniz [1646-1716]. När
jag för n̊agra år sedan började studera matematikens historia upptäckte jag
snart att det fanns m̊anga åsikter dels om vem eller vilka som ska ha äran av
själva kalkylen, dels om vilka som givit de viktigaste bidragen till upptäckten.
Det finns utmärkta böcker av bl.a. Baron, Boyer och Edwards som helt ägnas
åt kalkylens historia och som änd̊a, åtminstone enligt min uppfattning, helt
förbiser n̊agra oerhört viktiga steg i utvecklingen.

4Den första konstanten, som vi kan kalla π1 är förh̊allandet mellan en cirkels omkrets
och dess diameter. Den andra konstanten, π2 är förh̊allandet mellan en cirkels area och
arean av en kvadrat med radien som sida. Den tredje konstanten, π3, är frh̊allandet mellan
arean av en sfär och arean av en kvadrat med diametern som sida. Slutligen är den fjärde
konstanten, π4, (lite mer komplicerat) kvoten mellan volymen av sex lika stora klot och
volymen av en kub med diametern som sida.

5Ett bevis fr detta finns i Appendix 1 och 2.
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De flesta s̊adana böcker brukar börja med pythagoreer, eleater och atom-
ister6 i det antika Grekland och sluta med Dedekind och Cantor i förra
århundradets Tyskland. Man brukar nämna åtminstone Demokritos [c:a -
460 – c:a -370], Eudoxos [-408 – -355] och Arkimedes under antiken. Därefter
hoppar man i n̊agra l̊anga skutt fram till 1600-talet där man förutom Newton
och Leibniz nämner åtminstone Descartes [1596 – 1650], Fermat [1601 –
1665], Cavalieri [1598 – 1647] och Barrow [1630 – 1677]. Man g̊ar sedan
vidare med Euler [1707 – 1783] under 1700-talet, samt Cauchy [1789 –
1857], Weierstrass [1815 – 1897], Dedekind [1831 – 1916] och Cantor

[1845 – 1918] p̊a 1800-talet.
En viktig anledning till att utvecklingen av kalkylen inte anses avslutad

förrän p̊a 1800-talet är att att det inte är förrän Cantor och Dedekind för
drygt 100 år sedan gav en riktig definition av de reella talen som det var
möjligt att ge fullgoda bevis för alla satserna.

4 Vad är kalkylen?

Därmed uppst̊ar åtminstone för mig fr̊agan: Fr̊an och med när fanns kalkylen?

För att kunna ge ett svar p̊a den fr̊agan som åtminstone tillfredsställde mig
själv var jag tvungen att ”definiera” vad jag menade med att kalkylen ”ex-
isterade”. L̊at mig därför börja med denna

Definition 1 Kalkylen best̊ar av ”kalkylens huvudsats”,

∫
b

a

f ′(s)ds = f(b) − f(a),

tillsammans med nedanst̊aende deriveringsregler.

1. D(f + g) = Df + Dg

2. D(af) = aDf

3. D(fg) = (Df)g + f(Dg)

4. D(1/f) = −(Df)/f 2

5. D(f ◦ g) = ((Df) ◦ g)Dg

6Pythagoreerna var det sällskap som Pythagoras samlade runt sig i staden Kroton
(nuvarande Crotone) i det som d̊a kallades Magna Græcia och idag är en del av (södra)
Italien. Den förste eleaten var Parmenides fr̊an Elea, nuvarande Velia (ocks̊a i Syditalien)
och den vid sidan av grundaren mest kände eleaten var hans lärjunge Zenon. Den mest
kände atomisten var Demokritos.
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6. Dj = 1

(där j är identitetsfunktionen j(x) = x).
Om vi accepterar denna ”definition” s̊a innebär det först och främst att

det är alldeles rätt att tillerkänna Newton och Leibniz äran av att ha upptäckt
och uppfunnit kalkylen och vi kan ocks̊a konstatera att Euler verkligen kunde,
använde och utvecklade kalkylen, och vi kan framför allt dra slutsatsen att
en formell definition av de reella talen inte var nödvändig för att kalkylen
skulle kunna uppst̊a.

Trots detta är kalkylen otänkbar utan de reella talen och eftersom vi vet
att grekerna inte ”kände till” (eller åtminstone inte accepterade) de reella
talen (se [5], sid 43) , s̊a är det naturligt att fr̊aga sig när de reella talen
egentligen uppstod.7

Detta är för mig ett av de viktiga steg som matematikhistorikerna van-
ligen förbiser, och därmed vill jag återvända till det citat av Lelong där
detta föredrag började, d.v.s. p̊ast̊aendet att ”den största äran är att ens

upptäckter anses triviala”.

5 Det decimala positionssystemet

När det gäller uppkomsten av de reella talen s̊a finns det tv̊a viktiga matema-
tiker som exempelvis Edwards inte ens nämner.

Den förste av dessa är

”Mannen som lärde världen att räkna” – Al-Khwarizmi

och den andre, som behandlas i nästa avsnitt är Simon Stevin [1548 – 1620].
De flesta som haft ens den flyktigaste kontakt med matematikhistoria har
hört talas om Al-Khwarizmi [aktiv omkring år 825] och det brukar nämnas
att han skrev en bok

Al-kitab al-mukhatasar fi hisab al-jabr w’al-muqabalah

vars titel bland annat givit upphov till ordet algebra. Det brukar ocks̊a
p̊apekas att ordet algoritm närmast är att betrakta som en europeisk felsäg-
ning av namnet Al-Khwarizmi, och ibland nämns det att han ocks̊a skrev en
bok om de indiska siffror som den islamska världen d̊a just lärt känna.

Det som f̊a idag kan föreställa sig är en värld och en tid när man inte
räknade med skrivna tal. En tid när skrivna tal endast användes för att

7Eftersom denna uppsats handlar om kalkylen tar jag mig friheten att bortse ifr̊an
fr̊agan om exempelvis babylonier, indier och kineser redan för tusentals år sedan hade en
föreställning om att alla punkter p̊a en linje kunde beskrivas med ett tal.
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dokumentera resultatet av de beräkningar man gjort med sm̊a stenar (cal-
culi) p̊a ett räknebräde eller med hjälp av en kulram eller n̊agot annat lik-
nande hjälpmedel. Det som var Al-Khwarizmis verkligt stora bidrag till
mänsklighetens utveckling var insikten om att dessa nya siffror och detta
nya sätt att skriva tal var s̊a bra att t.o.m. ”vanliga människor” kunde
räkna med dem, d.v.s. utföra beräkningar! Det Al-Khwarizmi skrev var in-
get mindre än världens första räknelära. Skriven för vuxna! Naturligtvis är
den fullständigt trivial, men den berömmelse den åtnjöt i flera hundra år är
faktiskt det bästa beviset för dess betydelse.

Även om Al-Khwarizmi enbart sysslade med hela tal och vanliga br̊ak
s̊a var det decimala positionssystem som han bidrog till att popularisera ett
viktigt steg p̊a vägen mot de reella talen.

6 Decimalbr̊aken

Nästa viktiga steg mot upptäckten av de reella talen var uppfinningen av
decimalbr̊aken. Det var en uppfinning som gjordes flera g̊anger, bl.a. i Kina
p̊a 200-talet (e.Kr.), i Damaskus p̊a 900-talet och i Frankrike p̊a 1300-talet,
innan de p̊a 1400-talet blev vanliga i den muslimska världen. De tv̊a som ska
ha äran av att dels verkligen ha först̊att deras användbarhet och betydelse
och dels bidragit till deras spridning var den muslimske matematikern och as-
tronomen Jemshid Al-Kashi [död 1436] och den flamländske matematikern
och ingenjören Simon Stevin.

Al-Kashi var verksam i Samarkand hos en sonson till den fruktansvärde
erövraren Timur Lenk, och i den muslimska världen blev hans decimalbr̊ak
vanliga under 1400-talet medan det i den kristna världen dröjde ytterligare
ett århundrade innan de blev mer allmänt förekommande. Trots det s̊a var
det Stevins insats som fick störst betydelse. Stevin var verksam i ett Europa
där boktryckarkonsten givit upphov till en bildad elit som visserligen var
liten mätt med dagens m̊att, men som änd̊a var ojämförligt mycket större än
sin motsvarighet i andra samtida och tidigare kulturer. Den bok, Tiondet,
som Stevin skrev om decimalbr̊aken, kom ut p̊a holländska år 1585 och redan
året därp̊a i fransk översättning och den ledde till att decimalbr̊aken p̊a n̊agra
decennier spreds över stora delar av Europa.

Det bör p̊apekas att b̊ade Stevins och Al-Khwarizmis verkliga storhet inte
ligger i att de skrev om egna viktiga upptäckter (eller uppfinningar) utan i
insikten om att deras sätt att räkna var s̊a lätt att ”alla” skulle kunna lära
sig det.

För Stevin hängde decimalbr̊aken nära ihop med mätning och han propa-
gerade för decimala m̊attsystem. Innebörden i ett s̊adant m̊attsystem är
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att varje längd, varje yta, varje vikt kan beskrivas av ett tal. Alla äldre
m̊attsystem hade i n̊agon mening haft en gräns för noggrannheten, men för
decimalbr̊aken fanns det ingen s̊adan gräns.

Decimalbr̊aken, d. v. s. insikten om att varje punkt p̊a en linje kunde
tillordnas ett tal, skrivet som ett (eventuellt oavslutat) decimalbr̊ak, var den
ena komponenten i det nya talbegrepp som uppstod under årtiondena runt
sekelskiftet år 1600.

7 De reella talen

Den andra komponenten var ännu mer nyskapande och och innehöll i all sin
enkelhet ocks̊a en fullständigt omvälvande ny ide. Det nya var den enkla
insikten att det faktiskt är möjligt att räkna med tal som man inte vet vilka
de är, och inte ens kan skriva ner. Allt man behöver göra är att ge dem
ett namn. Den som först ins̊ag detta var fransmannen François Viète

[1540-1603]. Viète var liksom sin n̊agot yngre landsman Fermat jurist och
det var kanske, som Jan Thompson p̊apekat för mig, fr̊an juridikens värld,
där tänkta personer representeras av bokstäver som han hämtade iden att
l̊ata ett tänkt tal representeras av en bokstav.

En tredje samtida, som vanligen röner större uppskattning, till Stevin och
Viète var John Napier [1550-1617] som med sina logaritmer återförde det
tredje räknesättet (multiplikation) till det första (addition), och kanske ännu
viktigare det fjärde (division) till det andra (subtraktion).

Främst är dock logaritmerna ett bevis för att de reella talen d̊a hade
uppst̊att. Anledningen är att rationella tal har irrationella logaritmer medan
rationella logaritmer representerar irrationella tal, och det är därför bara om
man uppfattar alla punkter p̊a linjen som tal som logaritmerna blir menings-
fulla.

Därmed kan vi konstatera att de reella talen (som intuitivt begrepp!) hade
uppst̊att genom en kombination av dels insikten om att varje sträcka kunde
mätas med ett tal och dels den nya möjligheten att räkna med detta tal
genom att helt enkelt ersätta det med en bokstav (som representerade talet).

Napier, Viète, Stevin och al-Khwarizmi är n̊agra av de (ofta förbisedda)
jättar p̊a vars axlar Newton kunde st̊a.8

8Ang̊aende sina upptäckter lär Newton ha sagt att om han hade sett längre än andra,
s̊a berodde detta p̊a att han före sig hade haft jättar p̊a vilkas axlar han kunde st̊a.
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8 Koordinatsystemet

1600-talet kallas ofta för vetenskapens (och matematikens) heroiska århund-
rade och det är förvisso sant att det är d̊a som den moderna matematiken
växer fram och som det nya Europa f̊ar sina första stora matematiker. De
namn som oftast nämns är Kepler [1571 – 1630] (som dock är mer känd som
astronom), Descartes, Fermat och Pascal [1623 – 1662] samt under andra
halvan Newton och Leibniz, och resultatet av allas gemensamma ansträng-
ningar är den infinitesimalkalkyl som sedan dess förändrat världen.

N̊agot av det första som tillverkades med hjälp av de nya talen var koordi-
natsystemet. Detta var egentligen en gammal uppfinning, som använts redan
av Appolonius 200 år fvt och senare av Oresme p̊a 1300-talet och det åter-
uppstod när Descartes och Fermat studerade Appolonius’ verk och s̊ag hans
kägelsnitt och koordinataxlar med nya ögon. Medan Appolonius studerade
kurvor i ett tomt och öde plan, där han ritade in tv̊a axlar för att beskriva
sina kurvor och formulera sina samband s̊a hade de nya koordinataxlarna en
helt ny roll. Det nyss s̊a tomma planet var plötsligt bebott av punkter med
egna namn. Det var inte längre enbart punkterna p̊a de givna kurvorna som
fanns i en för övrigt tom värld, utan alla punkter kunde beskrivas med hjälp
av tv̊a reella tal.

Tillsammans med Viètes nya symboliska matematik uppstod det n̊agot
alldeles nytt. Plötsligt fick Pythagoras’ sats en helt ny tolkning när man
kunde skriva

(x − 4)2 + (y − 3)2 = 4

för att ange en cirkel.9 Även de ellipser som Kepler använt för att beskriva
planeternas omloppsbanor runt jorden studerades med hjälp av sina alge-
braiska ekvationer.

Under hela 1600-talet ägnade man sig sedan åt att rita och studera kurvor
givna av algebraiska ekvationer. Man ritade asymptoter och försökte att
bestämma tangenter och areor av inneslutna omr̊aden för sina nya kurvor.
(En av dessa berömda kurvor är Descartes’ löv givet av att x3 + y3 = xy.)

Kepler, Cavalieri10, Torricelli [1608 – 1647], Fermat, Wallis [1616 –
1703] och icke minst Newtons lärare Isaac Barrow beräknade ytor och voly-
mer för b̊ade fysiska och matematiska kroppar och figurer, medan exempelvis
Fermat, Descartes, Hudde [1628 – 1704], Sluze [1622 – 1685], Roberval

9De positiva reella talen uppstod före de negativa, s̊a medan vi har origo mitt i planet
s̊a hade Descartes och Fermat placerat det nere i vänstra hörnet.

10Cavalieris metod att beräkna areor och volymer byggde p̊a iden om indivisibler och
ledde bland annat till det som kallades Cavalieris princip. Denna beskrivs i Appendix
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[1602 – 1675], Barrow och n̊agra till bestämde tangenter till olika kurvor.11

[Edwards 1979]
S̊a sm̊aningom började sambanden mellan tangent- och area-problem klar-

na och det som blev det största hindret p̊a väg mot kalkylen var att man
inte visste vad man letade efter. Den erfarenhet som byggdes upp under 50
års räknande var en erfarenhet om kurvor och det den tidens matematiker
sökte var metoder för att studera kurvor. Man hade tidigt upptäckt att det
var förh̊allandevis lätt att beräkna tangenterna till givna kurvor, medan det
var betydligt sv̊arare att beräkna areor. Man upptäckte ocks̊a att de tv̊a
problemen hängde ihop, och anade att det räckte med metoder för att ur
kunskap om tangenten återskapa den ursprungliga kurvan. Det man sökte
var allts̊a egentligen en metod för ”lösning av differentialekvationer”. Det
Newton och Leibniz skapade gick inte fullt s̊a l̊angt men gav dock en kalkyl
som var s̊a kraftfull att den förändrade matematiken. Den var helt enkelt
rätt svar p̊a fel problem.

Det är därför inte förv̊anande att de tv̊a som (med all rätt) brukar ges
äran av kalkylen egentligen inte var matematiker.

9 Newton

Newton var framför allt fysiker och som alla riktigt stora fysiker var han en
fantastisk räknare. Det Newton hade först̊att bättre än n̊agon före honom
(och förmodligen ocks̊a bättre än de flesta efterföljare) var begreppet momen-

tan hastighet. Detta var ett begrepp som l̊ag l̊angt bortom grekernas veten-
skapliga horisont. Under medeltiden hade skolastiska tänkare som Jean

Buridan [ca 1300 - ca 1360] upptäckt ”tröghet” som fysikaliskt begrepp
och infört benämningen impetus. Det var dock först med Galilei [1564
– 1642] och Kepler som den momentana hastigheten kunde om inte mätas
s̊a åtminstone beräknas.12 För Newton tycks momentan hastighet ha varit
n̊agot fullständigt självklart och han upptäckte och använde kalkylen som

11Det kan i detta sammanhang vara värt att notera att medan det är i princip möjligt
att mäta längder av kurvor (även om de inte är raka) eller volymer av även oregelbundna
kroppar s̊a är det i stort sett omöjligt att mäta areor. Anledningen är att vi kan lägga ett
snöre längs med kurvan och sedan mäta snörets längd och kan sänka ned (̊atminstone en
tillräckligt liten) kropp i ett mätglas (halv-)fyllt med vatten och se hur mycket vattenytan
stiger. Det närmaste till detta vi kan komma när det gäller att mäta ytor är att lägga ett
papper över en (plan) yta och sedan klippa ut pappret för att slutligen väga den utklippta
biten. Den kan d̊a jämfras med vikten av ett papper av känd yta. Om ytan inte är plan är
även detta omöjligt. Problemet är att om vi exempelvis spänner ett elastist material över
en böjd yta s̊a blir materialet tunnare när det blir utspänt. Areor måste allts̊a beräknas.

12Det kan vara värt att notera att momentan hastighet faktiskt inte är mätbar.
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ett hjälpmedel för sitt räknande.
Newton tänkte sig en kurva som ”sp̊aret” av en punkt som rörde sig i

planet. Om punkten hade koordinaterna (x(t), y(t)) s̊a var de momentana
hastigheterna ẋ(t) och ẏ(t) och kurvans lutning gavs av kvoten ẏ(t)/ẋ(t).
För att beräkna ẋ och ẏ använde han samma metod som Fermat och Bar-
row före honom och som vi fortfarande lär ut i skolorna, nämligen att ge
t ett litet ”tillskott” (det som vi betecknar med ∆t), beräkna x(t + ∆t),
ta skillnaden och till sist dividera med tillskottet. Många av de problem
som Barrow, och efter honom Newton studerade ledde fram till differen-
tialekvationer, och n̊agot som gjorde Newtons kalkyl sv̊ar för efterföljarna
var att eftersom det var dessa differentialekvationer som han egentligen var
intresserad av s̊a var funktionerna ẋ och ẏ bara hjälpfunktioner. I själva
verket var kalkylen bara en av flera kraftfulla metoder som Newton använde
för att lösa sina differentialekvationer. Minst lika viktig var hans metod att
använda de potensserier han själv uppfunnit, och dessutom använde han
gärna numeriska metoder. En som ing̊aende studerat Newtons arbeten om
differentialekvationer är Vladimir Arnol’d som i sin mästerliga lärobok om
differentialekvationer [1, sid 91] beskriver Newtons metod.

Newton tycks ha varit oerhört misstänksam och angreppen mot Leibniz
för att ha stulit hans ideer är ju väl kända. Förmodligen var han s̊a l̊angt
före sin tid och s̊a överlägsen sin omgivning att ingen förstod honom och han
vande sig vid att allt vad han presenterade missförstods och vantolkades.13

Han vande sig därför vid att uppfatta sin omgivning som förstockad och
obeg̊avad. Detta ledde sedan vidare till föreställningen att inga andra hade
egna ideer s̊a att när Leibniz presenterade tankar som liknade hans egna s̊a
m̊aste han (enligt Newtons logik) ha stulit iden.

Om vi ser honom p̊a detta sätt s̊a fanns det ju heller ingen anledning
för honom att göra sin kalkyl lätt att först̊a eller räkna med. Han visste ju
vad han gjorde och andra skulle änd̊a inte först̊a. Det som är väl känt är ju
däremot att de engelska matematikernas fasth̊allande vid ”Newtons kalkyl”
gjorde att England hamnade helt utanför den vetenskapliga utvecklingen i
nästan 150 år.

10 Leibniz

Leibniz var inte heller matematiker varken till utbildning eller profession.
Han var utbildad jurist och anställd som diplomat hos kurfurstan av Mainz
när han vid 26 års ålder kom till Paris år 1672. Där lärde han känna Huygens
som var den tidens ledande fysiker och matematiker. Av honom fick han lära

13Det var kanske detsamma som Gauss r̊akade ut för.
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sig n̊agot om den moderna matematik som d̊a studerades i Paris och han fick
ocks̊a n̊agra olösta problem att fundera över. Efter att ha löst n̊agra av dessa
ingick han i kretsen.

Redan innan han kom till Paris hade han f.ö. i samband med att han
skrev sin doktorsavhandling (i juridik) drömt om att skapa ett sätt att kunna
avgöra exempelvis juridiska dispyter genom att helt enkelt ”räkna ut” vem
som hade rätt. Detta innebär att även om han inte kände till den ”moderna
matematiken” s̊a var han duktig p̊a att räkna. Som vi alla vet var han ocks̊a
filosof, vad som nu menas med det.

Det Leibniz började fundera över var det som ofta kallas den karakteris-

tiska triangeln, en liten triangel med sidorna ∆x, ∆y och en sekant till kurvan
och det han försökte att först̊a var vad som hände med den när sidorna blev
oändligt sm̊a, eller egentligen 1/∞, d.v.s. infinitesimalt sm̊a. Han beteck-
nade dessa infinitesimaler med dx och dy och försökte att komma underfund
om hur han skulle räkna med dem. Det tog honom n̊agra år men resultatet
blev som vi alla vet ganska lyckat.

Han kom p̊a hur han skulle addera dem till den summa som vi nu kallar en
integral och hur han skulle multiplicera dem och icke minst dividera dem med
varandra. Därmed kunde han formulera huvudsatsen och deriveringsreglerna.

Dessutom, vilket är nog s̊a viktigt, s̊a ins̊ag han värdet av det han hade
hittat. Han uppfann en kalkyl för att räkna med funktioner (trots att dessa
inte fanns och trots att det var kalkylen som skapade funktionsbegreppet och
inte tvärtom) och som visade sig vara oumbärlig i studiet av de kurvor, som
hans samtida studerade. Den löste inte alla problem, men den var mer än
bara en generell metod. Antagligen var det hans relativa oerfarenhet, som
innebar att han ännu inte hunnit bli lika fixerad vid lösningen av differen-
tialekvationer, som gjorde att han tydligare än Newton s̊ag att han skapat
en kalkyl som hade ett värde i sig själv. Säkert är ju i alla fall att det blev
Leibniz’ kalkyl, och inte Newtons, som kom att förändra världen.

Han försökte ocks̊a att motivera sin kalkyl och kanske var det i detta sam-
manhang en fördel att han var filosof snarare än matematiker. I pedagogiska
diskussioner brukar jag hävda att ”bevis är till för att övertyga tvivlare”
och det var det som b̊ade Leibniz och Newton fick ägna sig åt. Som vi nu
vet s̊a behövs en logiskt stringent beskrivning av de reella talen för att ge
matematiskt stringenta bevis för kalkylen vilket innebär att det med den
tidens begrepp inte gick. För att övertyga tvivlarna om riktigheten i sina
upptäckter visade Newton och Leibniz helt enkelt hur deras nya metoder
kunde användas för att lösa sv̊ara matematiska och fysikaliska problem.

Trots att det allts̊a dröjde nästan tv̊a sekel innan kalkylen f̊att ett funda-
ment som även dagens matematiker accepterar, s̊a innebar den inledningen
till en ny era inom matematik och fysik och via fysiken för naturvetenskapen,
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tekniken och oss.
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11 Appendix 1

11.1 Om mätning av cirkeln

heter ett berömt arbete av Arkimedes där han dels ger den berömda upp-
skattningen 310

71
< π2 < 31

7
men där han ocks̊a visar att ytan av en cirkel

är lika stor som arean av en triangel med radien som höjd och basen lika
med cirkelns omkrets. Därmed hade han allts̊a] bevisat att π1 = π2. P̊a
motsvarande sätt kan man bevisa att volymen av ett klot är lika stor som
volymen av en kon med höjden lika med radien och basytan lika med arean
av en cirkel med diametern som radie, d.v.s. med samma yta som klotet.

12 Appendix 2

12.1 Cavalieris princip

Cavalieri tänkte sig en plan yta som best̊aende av odelbara (indivisibla) par-
allella linjer och en fast kropp som best̊aende av parallella ytor. Även om han
inte hade n̊agon metod för att beräkna ytan eller volymen om man känner
längderna av linjerna eller arean av ytorna s̊a kunde man exempelvis beräkna
en okänd volym om man kunde hitta en känd kropp som kunde beskrivas
med lika stora parallella ytor. Ett trevligt exempel p̊a detta är ett vackert
bevis för att π2 = π4. Iden är att vi inskriver ett halvklot i en cylinder. Vi
tänker oss allts̊a en cylinder med cirkelns radie som höjd och i den lägger vi
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ner halvklotet med basytan ned̊at. Bredvid den ställer vi en likadan cylinder
och ur den gräver vi ut en kon med spetsen ned̊at. Vi kan nu se att om
klotets radie är R s̊a är arean av ett tvärsnitt p̊a höjden h helt enkelt arean
av en cirkel med radien r där r2 = R2

−h2, medan arean av det som återst̊ar
d̊a vi skurit ut konen är skillnaden mellan arean av en cirkel med radien R
och en med radien h, d.v.s. den är πR2

−πh2. Eftersom dessa areor p̊a varje
höjd är lika s̊a är ocks̊a volymerna lika.
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