UPPSALA UNIVERSITET BASKURS I MATEMATIK
Matematiska institutionen Induktion
Isac Hedén, isac@math.uu.se

Nagra exempel pa induktionsbevis.

Vi borjar med att visa att

n

1
Z 5 - " for varje heltal n > 1.
P 4k? -1 2n+1

Lat p > 1 vara ett heltal. Vi infor beteckningen P(p) (utléses ”pastaende nummer p”) for

féljande pastaende:
P
> 1=
4k2 -1 2p+1

k=1

Vi kan skriva P(p) utan summatecken pa féljande vis:

N R S
3 15 7 4p2—1 2p41°

(Vénsterledet &r en summa av p stycken termer)

Var uppgift ar att bevisa att P(p) ar sant oavsett virde pa det positiva heltalet p. Vi skriver
upp P(p) fér p=1,2,3.
P(1) ar pastaendet

1 1

37 2.1+1

P(2) ar pastaendet
1 1 2

3T 152201

P(3) ar pastaendet

11 1 3

371573 2341
Vi kan kontrollera att dessa tre pastaenden ar sanna genom enkel brakrikning, men for att visa
att P(p) ar sant inte bara for p = 1,2, 3 utan for alla positiva heltal behéver vi en annan metod.

Vi blir ju aldrig fardiga om vi kontrollerar ett pastaende i taget.

Metoden ar att visa foljande tva saker, och sedan foéra ett induktionsresonemang;:

e P(1) ar ett sant pastaende.

e Implikationen: P(p) ar sant—=— P(p + 1) ar sant géller for p=1,2,3,...

Dessa tva punkter brukar kallas for ”bassteget” respektive ”induktionssteget”. Ett annat sétt att
skriva induktionssteget dr: Vart och ett av (de odndligt manga) pastaendena P(2), P(3), P(4),. ..
ar en direkt konsekvens av foregaende pastaende. Ytterligare en formulering skulle kunna vara:
Om ett av pastaendena P(1), P(2), P(3),... dr sant, sa ér dven néstfoljande pastaende sant.

Hur vi ska béra oss at for att visa bada dessa saker kommer vi till strax, men forst konstaterar
vi att om bada ar giltiga sa foljer det att P(p) ar sant for varje positivt heltal p: P(1) ar



naturligtvis sant pa grund av bassteget. Hittills vet vi alltsa att P(1) &r sant. Pa grund av in-
duktionssteget &r P(2) en konsekvens av P(1), dvs. om P(1) &r sant, sa ar dven P(2) sant. Men
vi vet ju att P(1) dr sant, alltsa &ven P(2). Vi har precis avslutat det forsta induktionssteget.
Nu fortsatter vi samma resonemang om och om igen.

Vi har hittills bevisat att bade P(1) och P(2) ar sanna. Vad kan vi da sdga om P(3)? Vi
anvander induktionssteget pa nytt. Enligt det sa &r P(3) en konsekvens av (foljer av) P(2).
Eftersom vi vet att P(2) ar ett sant pastaende maste alltsa dven P(3) vara sant. Nu vet vi att
P(1), P(2), och P(3) &r sanna. Med risk for att bli langrandiga anvénder vi induktionssteget
pa nytt for att visa att P(4) ar sant. Det siger ju att P(4) en direkt konsekvens av P(3),
och eftersom vi nyss bevisat att P(3) ar sant, kan vi lagga till P(4) till var samling av sanna
pastaenden. Vi har hittills visat att P(1), P(2), P(3), och P(4) &r sanna. Den hér proceduren
kan naturligtvis fortséttas for att visa att P(5) ar sant. Vi anvénder hela tiden induktionssteget
for att lagga ytterligare ett pastaende till var lista av sanna pastaenden.

Uppgiften var att visa att P(p) ar sant for varje positivt heltal p. Hur foljer det till exem-
pel av vart resonemang att P(149) ar sant? Jo, efter att ha anvént induktionssteget en gang
vet vi att P(1) och P(2) &r sanna; anviander vi det en gang till vet vi att P(1), P(2), och
P(3) &ar sanna. Pa samma sétt vet vi, efter att ha anvént det 148 ganger, att vart och ett
av P(1),P(2),...,P(149) ar sant. Det dr inte nagot speciellt med talet 149, och vi inser att
resonemanget fungerar lika bra for att visa P(4387), eller P(p) for vilket positivt heltal p som
helst.

Nu aterkommer vi till de tva punkterna (bassteget och induktionssteget) som hela vart in-
duktionsresonemang bygger pa. Vi maste forstas bevisa bada tva for att resonemanget ska vara
giltigt.

e Bassteget: Vi behover visa att P(1) stdmmer. Pastaendet star utskrivet pa forsta sidan,
och det ar inte nadgon tvekan om att det &ar riktigt.

e Induktionssteget: Vi behover visa, for alla positiva heltal p, att P(p+ 1) ar en konsekvens
av P(p), eller med andra ord, att om P(p) ar sant sa ar d&ven P(p + 1) sant. Ytterligare
ett sitt att sdga samma sak ar att vi behover visa att P(p + 1) &r sant utgaende fran att
P(p) ér sant. Konkret betyder det att vi ska bevisa P(p 4+ 1) och under bevisets gang far
vi, nér helst vi vill, anvinda att P(p) ar sant. Ursékta om jag tjatar.

Nu skriver vi ut i detalj vad vi vill bevisa (P(p + 1)), och vad vi far anta (halla for
sant), namligen P(p). I det som foljer ar p ett positivt heltal, vilket som helst.

P(p) lyder:
11 1 P
§+175+...+4p271 - 2p+1.
P(p+1) lyder: (se definitionen av P(p) i borjan av den forsta sidan om du inte &r vertygad)
1 1 1 1 p+1
3T T T 1T 21 2t )AL

En algebraisk omskrivning visar att P(p + 1) &ven kan skrivas

1+1+ N 1 N 1 _p+1
315 77 4p2—1  4p2+8p+3 2p+3°

Det ar naturligtvis mycket viktigt att halla isdr vad vi ska bevisa och vad vi far anta.
Annars ar det latt hant att vi gor ett cirkelbevis, alltsa att vi antar nagot och sedan for



ett resonemang som leder tillbaka till det vi antog.

Nu startar vi med beviset av P(p + 1), och vi far omedelbart nytta av att vi antagit
att P(p) ar sant. Véansterledet i den likhet som vi vill visa &r

LI R S R —
315 777 4p2—1 4p?+8p+3  2p+1  4p2+8p+3

=p/(2p+1) enligt P(p)

Vi behover alltsa visa foljande:

P n 1 _ptl
2p+1  4p2+8p+3 2p+3

Det kan man gora pa manga olika siatt. Ett av dem ar att sitta braken i vansterledet pa
gemensamt brakstreck och addera dem:

D 1 P 1 P 1
+ 5 = —+ 5 3 = + 3 =
2p+1 4p°+8p+3 2p+1  A(p®+2p+3) 2p+1 4Alp+3)p+3)
_ P 1 _
o 2p+1 0 (2p+3)(2p+1)
p(2p + 3) 1 _ p(2p+3)+1

2p+1)(2p+3) (2p+3)2p+1) (2p+1)(2p+3)

20 +3p+3) _ 20+ D+3) _ (p+DHE2p+1) _

 @2p+D)(2p+3) 2p+1)(2p+3) (2p+1)(2p+3)
p+1

2p+3

Vi ser att vi har kommit fram till precis det vi ville, och vi &r klara med induktionssteget.
Induktionsbeviset ar darmed klart.

I sista delen av vart induktionsbevis, da vi visar att P(p + 1) ar sant med hjalp av antagandet
att P(p) &r sant, omformar vi vénsterledet i P(p + 1) till hogerledet i P(p + 1) och visar pa
sa sitt att de dr lika. Ett annat bra sitt att bevisa P(p + 1) i de fall da P(p + 1) séger att
tva algebraiska uttryck &r lika med varandra (som i denna uppgift till exempel) &ar att skriva
upp differensen mellan vanster och hoger led i pastaendet, och sedan forsoka att forenkla den
sa mycket som mojligt med hjélp av antagandet att P(p) &r sant. Om man lyckas forenkla
differensen till 0, sa har man forstas bevisat P(p+1). Fordelen &r att de tva leden i P(p+1) da
kan "motas pa mitten”, istallet for att det ena maste 6verforas till det andra. I nésta uppgift
raknar vi pa de tva olika sitten for att se vad skillnaden blir.

Nasta uppgift ar: Visa att
= 1
Z kE(k+1) = gn(n + 1)(n + 2) for varje heltal n > 1.
k=1

P(p), dar p &r ett positivt heltal, far i denna uppgift beteckna pastaendet
P 1

> k(k+1) = P+ 1P +2).
k=1

Vi behover visa: (bassteget och induktionssteget)



1
1.2=2-.1-2-3
* 3

e For alla heltal p > 1 géller foljande implikation:

1-2+42-34+...+pp+1) = iplp+1)(p+2)

1-242-34+...+pp+ 1)+ (@+Dp+1+1) = p+Dp+1+1)(p+1+2)

eller, efter omskrivning,

1
1-242-34+...+p(p+1) gp(p+1)(P+2)

Lo+ D+ +3)

Ett annat séatt att formulera induktionssteget ar: Bevisa att

1-242-34+...+p(p+1)+(+1)(p+2)

1-2+2-3+...+p(p+1)+(p+1)(p+2)=é(p+1)(p+2)(p+3),

och anvand dig fritt av att

1
1-2+2~3+...+p(p+1):§p(p+1)(l?+2)

narhelst det kan komma till nytta under bevisets gang.

Bassteget vallar inga problem. For att utfora induktionssteget skriver vi

124234 4plpt Yt +Dp+2) = Spp+1)p+2)+ 0+ 1)(p+2) =
=1p(p+1)(p+2) enligt antagande
Bryt ut (p+ Dp+2)] = (p+ Dp+2)(Gp+1) =
= ()25 +3) =
= S DE 20 +3).

Vi ar nu klara med bassteget och induktionssteget, och har darmed genomfort ett induk-
tionsbevis for att

. 1
Z E(k+1)= gn(n + 1)(n + 2) for varje heltal n > 1.
k=1

Om vi istéllet hade berdknat differensen mellan vénster och hoger led i P(p + 1) hade vi fatt
foljande rakningar istéllet for de som avslutade induktionssteget ovan:

1
Vipp —HLpsr = 1:242:3+.. +pp+1)+@+ 1D +2) -+ D) +2)(p+3) =

%p(p+1)(p+2) enligt antagande

1 1
= gple+Dp+2)+ @+ Hp+2) - 5@+ +2)p+3)=
1 1
[efter utveckling] = g(p3+3p2+2p)+p2+3p+2—g(p3+6p2+11p+6):

1 11 1
= §p3+2p2+§p—|—2—g(p3—|—6p2+11p+6):0.



Det kan vara intressant att notera att vi pa detta sétt lyckades bevisa P(p+ 1) utan att behova
bryta ut (p+ 1)(p + 2), som vi gjorde i den foregaende metoden. Istéllet fick vi utveckla nagra
parenteser, men i allmadnnhet &r det ju det en enklare sak att gora an att faktorisera ett uttryck.
Dessutom minskar féormodligen risken for att gora cirkelbevis nar man berdknar differensen,
eftersom man da aldrig skriver upp pastaendet P(p+1) (och ddrmed inte blir frestad att antaga
att det ar sant), utan man berdknar bara en differens och hoppas pa att komma fram till 0 forr
eller senare.

Induktionsbevis kan dven anvéndas for att bevisa pastdenden som inte har med summor att
gora. Vi tittar pa ytterligare en uppgift:

En talfoljd (a,)ye definieras av

{an = \/2an-1

ayg = 1
Visa att a, <2 forn=20,1,2,3,...

Hér later vi P(p) vara pastaendet ap, < 2. Vi vill visa att P(0), P(1), P(2),... &r sanna
pastaenden, sa vi genomfor ett induktionsbevis. Denna uppgift har en viktig skillnad jamfort
med de tva forsta. Vi vill bevisa att ett pastaende géller for n = 0,1,2,3,..., alltsa fran n = 0
och uppat istéllet for fran n = 1 och uppat. Vi maste ta hansyn till detta och modifiera bassteget
en aning. Vi maste namligen visa att P(0) &r sant, istéllet for att P(1) &r sant. Efter att ha
utfort detta (det vill siga konstaterat att ag < 2) fortsétter vi och ger oss pa induktionssteget.
Vi behover visa att implikationen P(p) = P(p + 1) géller for alla p > 0. Med andra ord: Vi
behover bevisa att apy1 < 2, och under bevisets gang far vi fritt anvanda att a, < 2 sa mycket

apr1 = /2ap < V2-2=2.

Den forsta likheten kommer fran den rekursiva definitionen av a,, och den féljande olikheten far
vi pa grund av att a, < 2. Vi har alltsa bevisat P(p + 1), och dérmed &r induktionsbeviset for
att ap, <2 forn=0,1,2,3,... fardigt.

som det behovs. Vi skriver



