Kombinatorik

Kombinatorik handlar oftast om att rakna hur manga arrangemang det
finns av en viss typ. Sadana kalkyler underlattas om man kan hitta
relevanta representationer av de inblandade arrangemangen - nagot som
illustreras nedanfor.

Cartesisk produkt

Ett ordnat par (z, y) ar ett enkelt exempel pa ett arrangemang. Hur
manga sadana par det finns, givet att man vet hur manga x respektive y
det finns att valja mellan? Svaret kommer snart. Forst en definition ...

Med den Cartesiska produkten Aqx A9 mellan tva mangder A, Ag
avses mangden {(ay, a9) | a) € Ay, ag € Ag}.

Pa motsvarande satt definieras en Cartesisk produkt mellan godtyckligt
manga mangder: Ay x...xAy ={(ay, ..., ap) | a1 € Ay, ..., ap € Ap}.

Det kanske mest kanda exemplet pa en Cartesisk produkt ar R xR
(kortnotation [RQ). Elementen i denna produkt anvands som bekant for
att beskriva planets punkter med Cartesiska koordinater. Exemplet ger
oss en forklaring till den forsta delen i namnet Cartesisk produkt. Vi
aterkommer snart till en forklaring av den andra delen.

Betrakta forst en enkel illustration med tva dndliga mangder. De tolv
spelkorten av typen knekt, dam eller kung i "fargerna” hjarter, klover,
ruter eller spader representeras av {10, 11, 12} X {#, &, & &} dvs av

{10, &), (10, &), (10, ®), (10, &), (11, #), (11, &), (11, @), (11, &),
(12, &), (12, &), (12, @), (12, )}

som i sin tur representeras grafiskt i tva olika bilder nedanfor.
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{10, 11, 12} x {#, &, @, &}:s element dyker upp som punktbeskrivningar
i det rektangulara punktmonstret och som wvdagbeskrivningar i tradet.
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Multiplikationsprincipen

Punktbeskrivningen fungerar som en forklaringsmodell for den andra delen
i namnet Cartesisk produkt: Antalet punkter i det rektangulara
punktmonstret beraknas ju genom att multiplicera antalet punkter i
rektangelns ena sida med motsvarande antal i den andra sidan, nagot som
torde Gvertyga varje lasare om sanningshalten i formeln

|A1 XA2| = |A1| . |A2|
Motsvarande resultat galler aven for langre Cartesiska produkter:
[Apx...xApl=[A1] - ... |4yl (1)

Den teoretiskt intresserade ombedes fundera 6ver hur (1) kan bevisas for
ett godtyckligt heltal n > 2.

(1) formuleras ofta pa foljande mindre kompakta sétt:

Multiplikationsprincipen Om elementen aq, ..., a, kan valjas pa
ki, ..., ky satt, sa kan (aq, ..., ap) valjas pa k- ... - ky satt.

Multiplikationsprincipen ar emellertid inte enbart en omformulering av
(1). Medan (1) uttalar sig enbart om Cartesiska produkter, sa &r namligen
namnda princip tillamplig pa alla arrangemang som kan representeras av
vagbeskrivningar i trad dar forgreningar pa samma niva ar lika stora. Som
exempel pa arrangemang av namnda slag som inte kan representeras av
en Cartesisk produkt, betrakta s.k. teckenstringar av langd 4, som likt
bacl och acb0, slutar pa 0 eller 1 och dar de tre inledande positionerna
upptas av olika tecken ur {a, b, c}.
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De tolv vagarna i ovanstaende trad representerar dessa strangar, sa
antalet strangar ifraga ar lika med 12. Med multiplikationsprincipen som
tillhygge, kan vi forstas aven berdkna antalet strangar: Forsta tecknet kan
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véljas pa tre sitt, det andra pa tva sitt (Vi maste undvika det tecken som
valdes nyss.), det tredje tecknet pa exakt ett sitt, och det avslutande
tecknet pa tva satt. Antalet strangar blir darfor lika med 3-2-1-2, dvs 12.

Lat oss avsluta forsta avsnittet med nagra enkla tillimpningar.

EXEMPEL 1 Hur manga tresiffriga tal finns det i tio-systemet,

som inte ar delbara med 57 Anm. Vi tillater inte tresiffriga tal att borja

med 0.
LOSNING De tresiffriga talen ifraga kan representeras av A; xAgx Ag
dar A1 =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, 49=1{0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9} och
A3=1{1,2,3,4,6,7,8,9}. Det foljer av (1) att det sokta antalet &r lika
med |Aq] -]4g|-|A3| =9-10-8 = 720.

EXEMPEL 2 Betrakta alla teckenstrangar av langd &k som saknar
forekomst av tva lika tecken i foljd. (T.ex. &r abba forbjuden.) Hur manga
tillatna strangar finns det om varje tecken valjs fran ett alfabet med n
olika tecken?

LOSNING Det forsta tecknet kan véljas pa n sitt, det andra pa n— 1
satt. (Det géller ju bara att undvika det tecken som valdes pa foregaende
position.) Samma sak géller for de aterstaende positionerna. Det sokta

antalet strangar blir darfor n-(n — l)k_l.

EXEMPEL 3 Betrakta alla teckenstrangar av langd k som saknar
forekomst av tva lika tecken. (T.ex. ar abca forbjuden.) Hur manga
tillatna strangar finns det om tecknen tas (pa samma satt som i forra
exemplet) fran ett alfabet med n olika tecken?

LOSNING Det forsta tecknet kan véljas pa n satt. Och det andra pa

n—1 sitt. (Det galler ju bara att undvika det tecken som valdes pa

foregaende position.)

Det tredje kan véljas pa n — 2 satt. (Vi maste undvika de tva tecken som

valdes pa de forsta tva platserna.)
Osv ... Det k:te tecknet kan valjas pa n— (k— 1) satt. Sokta antalet blir

n-n-1-(n—-2)-...-(n—(k-1)).

Fallande potens och fakultet

Notera att n-(n—1)-(n—2)-...-(n—(k—1)) ar en produkt av k stycken
faktorer dar varje faktor till hoger om den inledande faktorn n ar en enhet
lagre dn narmast foregaende faktor. Man brukar kalla produkten ifraga for
en fallande potens och beteckna den nk. T.ex. ar 83 =8-7-6.

Den fallande potensen nt = n-(n—1)-...-1 har fatt den egna
beteckningen n! som uttalas n-fakultet.

Permutationer

En permutation av en andlig mangd ar en upprdkning av mangdens

element i en viss ordningsfoljd.

EXEMPEL 4 Har ér alla (sex) permutationer av {1, 2, 3}:
1,2,3), 1,3,2), 2,1,3), (2,3, 1), 3,1,2), 3,2, 1)

Antalet permutationer

SATS Om |X]| = n,

sa ar antalet permutationer av X lika med n!.

BEVIS: Varje permutation av X ar en n-tupel (z, 29, ..., ) dar
elementen z, 29, ..., 7 € X.

z; kan véljas pa n satt. Ty har har vi alla n element att valja bland.
r9 kan viljas pa n— 1 satt. Nu finns det namligen bara n — 1 element

kvar att vélja bland. Osv ...
Néar z, star pa tur finns det bara 1 element kvar att vélja. Antalet

permutationer ar darfor n-(n—1)-...-1. O

EXEMPEL 5 HULK
Hur manga teckenstrangar kan man bilda genom att kasta om
bokstaverna i HULK?
LOSNING Varje teckenstriing av omnamnt slag &r en permutation av
de fyra bokstaverna i HULK. Det foljer att sokta antalet ar
4! =4.3-2-1 = 24.
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EXEMPEL 6 HULL
Hur manga teckenstrangar kan man bilda genom att kasta om
bokstaverna i HULL?
LOSNING Betrakta forst bokstiverna i HUL1L, . De kan permuteras pa
4! satt. Varje sadan permutation har en “tvillingpermutation” som skiljer
sig fran den forra enbart genom att de tva L:en ar omkastade. Harav

foljer att svaret pa den givna fragan ar % =12.

EXEMPEL 7 MAHNAHMAHNA

Hur manga teckenstrangar kan man bilda genom att kasta om
bokstaverna i MAHNAHMAHNA? T.ex. ar MAHNAHMAHNA och
MANNHAHAHAM tva sadana strangar.

LOSNING Notera forst att detta exempel ar av samma typ som det
forra. Rimligtvis finns det darfor nagot enkelt samband mellan antalet
strangar som kan bildas ur MAHNAHMAHNA och antalet strangar som
kan bildas ur MyAjH{NyA9HyMyA3H3NoAy.

Antalet strangar av det senare slaget ar forstas lika med 11!.

Men vi ska se att det ocksa ar lika med z-2!-4!-3!-2! om z antas
beteckna antalet strangar av det forstnamnda slaget. Detta forklaras
kanske enklast med hjéilp av tradet nedanfor vars vagar representerar
stréngarna som kan bildas ur M1A1H1N1A2H2M2A3H3N2A4. De oversta
vagstumparna representerar de x strangar w som det enligt antagandet
gar att bilda ur MAHNAHMAHNA. De efterfoljande forgreningarna
representerar for varje w permutationer av de tva M:en, de fyra A:na, de

tre H:na. och de tva N:en.

Det foljer att z -21-41-31-21 = 11!. Hirav, = ng',z' = 69 300.

Permutera de tva M:en
Permutera de fyra A:na

Permutera de tre H:na

Permutera de tva N:en

Binomialtal

Nér en potens (z + 1)" av ett binom expanderas (utvecklas) far man

(z+1)0 1

(z+ 1)L Zz+1

(2 +1)2 2+22+1

(z+1)3 PB+32+32+1

(z+ 14 Ara3+62+442+41
(z+1)° P+54+410341022+52+1

(z+1)8 B+659+154+4203+1522+62+1
+1)7 2T+704212°43524+3523 4212247241

De resulterande s.k. binomialutvecklingarna har koefficienter - kallas
binomialtal - som innehaller kombinatorisk information. Avsnitten
nedanfor kommer att avsloja en del av detta.

Pascals triangel
Om man i presentationen av de expanderade binomen ovanfor skalar bort

allt utom binomialtalen framtrader ett triangulart monster som kallas
Pascals triangel (efter Blaise Pascal 1623 - 1662).

Manga intressanta tal och monster dyker upp i Pascals triangel ...
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Triangeltalen

1 1111
1 0 1
110011
1010101
1 11
10000 0O0O0O71
10 0 1
100000
11 1 00 1 11
1 00 1 00 1 0 1
1 0 1100 11 0 1
10 1010101 1
11 1111111111 1
100 00000 000 1
1 0 000
101 0000OO0OOOOOOOOOT1O0'1
11 1 0000 1 11
1 00 1 000000 100 1
110 11 000000 11 01 1
1 101 000000 101 1
11 11111 000000 11111 11
100 0 1 0000001 0 00 1
110 00 1100000011 0 01 1
1 0 000 1 1
11110000111 10000111100001111
10001 01 100 1 1 1 00 1
11001 100 11 1100 1 1 11 1100 1 1
1 1 010 0 1 1

tT1111111111111111111111111111111

Kombinationer

Inom kombinatoriken anvands ordet kombination synonymt med
ordet delmangd. Och att kombinera k element ur en mangd med n
element betyder "att bilda en k-delméngd (en delméngd av storlek
k) med hjalp av element fran en méngd av storlek n” - man brukar
ocksa sdga "att valja k element av n element”. Har far du nat att
fundera 6ver: Hur manga satt finns det att valja tre av fem
element? Svaret finns nagra stycken nedanfor.

Ser du dem inte? Summera elementen langs varje pildiagonal! Summeras
istallet elementen langs varje rad far man tvapotenserna.

n valj k
—1>
n
— Lat ( k) beteckna antalet satt att valja k element av n.
—2—1—>
1 3 3 1> Uttalas “n valj k" eller “n over k7.
t 4 6 %4 >
+—5 1—16 51 » Anmarkning Eftersom £ stycken element valda ur X ={1, 2, ..., n}
bildar en k-delmdngd av X, sa ar (n) lika med antalet k-delmangder av X.
—7—21—35—3h—21+—7F—1» k
Om varje jamnt binomialtal bytes ut mot 0 och varje udda mot 1, trader EXEMPEL 8 Har ar samtliga 3-delmangder av {1, 2, 3, 4, 5}:
ett intressant monster fram ... {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5},

{1, 4, 5}, {2, 3, 4}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}

De ar 10 st. Saledes ar (g) = 10.
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Nagra enkla identiteter

(6)=()-

0) \n)~

BEVIS Det finns exakt en 0-delmangd av X = {1, 2, ..., n}, namligen
den tomma mangden, och exakt en n-delmangd, namligen X sjalv. O

(1)-(.4)
k) \n-k
BEVIS Det finns lika manga k-delméangder av X ={1, 2, ..., n} som det

finns (n — k)-delméangder. Varfor? Jo, till varje delmangd (av X) hor
exakt en komplementmangd. Sa enkelt ar det! O

Ilustration: Lat X = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Till delméangden {2, 5} hor
komplementmangden {1, 3, 4, 6}.

Tva formler

Forst den klassiska kvotformeln

(”) ok _ pk _ n(n-D) (-2 . (n—(k-1)
KK k(k=1) (k=2)-...-1

L= -

Anmarkning Lagg marke till hur enkelt det ar att memorera kvoten,
eftersom den har lika langa fallande potenser i taljaren och i ndmnaren.
Langden ar k, och i taljaren borjar man falla fran n, i namnren fran k.

BEVIS
Formeln f6ljer (eller hur!) om vi kan visa att
nn-1)Mm-2)-...-(n—(k-1)). (2)
beskriver samma sak som
n
(k)-k(k—1)(k—2)-...-1 (3)

Men varfor beskriver (2) och (3) samma sak da? Jo, darfor att bada
uttrycken beskriver antalet permutationer av k element valda ur
{1,2,3, ..., n).

Att (2) beskriver det namnda antalet ar en direkt konsekvens av
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multiplikationsprincipen eftersom forsta elementet i en sadan permutation
kan valjas pa n satt, nasta element pa n— 1satt, osv...

Att (3) beskriver samma sak foljer ocksa av multiplikationsprincipen.

Ty varje permutation av namnt slag kan skapas genom att man
(i) forst tager en k-delméngd av {1, 2, 3, ..., n},

(ii) och sedan permuterar elementen i den tagna k-delméngden.

Tag en k-delmangd

Permutera elementen i
k-delmangden

n
Eftersom (i) kan utféras pa (k) satt och (ii) pa k! sétt, sa foljer resten av
multiplikationsprincipen. O

N _ 765 _
EXEMPEL 9 (3) =152 =35

Sedan rekursionsformeln

n+1 n n
( b )z(k—1)+(k)
BEVIS
Da man skall komponera en k-delmangd A av {1, 2, ..., n, n+ 1} maste
man ta stallning till huruvida elementet n + 1 skall vara med i A eller inte.
Fall 1. n+1 € A. Har behover vi bara komplettera singelmangden {n + 1}
med ytterligare k — 1 stycken element for att A skall bli en k-delméangd.

Eftersom de kompletterande elementen maste valjas ur {1, 2, ..., n} kan
n

man vilja dem pa (k 1) satt.

Fall 2. n+1¢ A. Nu maste A:s samtliga k element tas ur {1, 2, ..., n},
n

vilket kan goras pa ( k) satt.

De tva fallen ssammantagna bevisar rekursionsformeln. O
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Med hjdlp av (g

0 (s (51T (01

Gor man detta for det ena n-vardet efter det andra aterskapas den ena

) = (Z) =1 och rekursionsformeln kan man fran

raden efter den andra i Pascals triangel.

Binomialsatsen

n
k
Med andra ord, vad har "antalet satt att vélja k element bland n element”
med binomialtalen att gora?

Svar: Vid expansionen av (z+ 1)" =(z+1)-(z+1)-...-(z+ 1) skall n
stycken parentesuttryck multipliceras ihop. Varje term som uppstar vid
denna multiplikation &r en produkt av n stycken faktorer - en faktor fran

varje parentesuttryck. Termen K=z 2 uppstar da z valjs ur exakt
kst
k stycken av de n parentesuttrycken (och 1 véljs ur de resterande

Hur kan det nu komma sig att att ( ) dyker upp i Pascals triangel?

n
parentesuttrycken). Dérfor kommer multiplikationen att generera just ( k)
k

stycken z"-termer. O

Vi har just bevisat
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BINOMIALSATSEN (2 + 1) = (g) 04 (") P (Z) 24+ (”) e

EXEMPEL 10 Expandera (a+ b)"
LOSNING

R R R HERH

n).n n) n—1 (n) 2 1n—2
(O)b +(1 ab + 9 a“ b + ...+

— <2
S 3
N—
Q
3

EXEMPEL 11 MAHNAHMAHNA igen

Hur manga teckenstrangar kan man bilda genom att kasta om
bokstaverna i ordet MAHNAHMAHNA?

LOSNING Det galler att vélja positioner &t tva M, fyra A, tre H och

11
tva Nien strang av lingd 11. Eftersom det finns ( 5 ) satt att placera

9
tva M, sedan (

5
4) satt att placera fyra A, och ( 3) satt att placera tre H,

(5
sam 9

it ()(2)(3)(2) = o000

EXEMPEL 12 poker LR Y )

Hur manga pokerhander finns det dar inga av de fem korten har samma
valor (t.ex. inte tva ettor eller tre attor)?

) satt att placera tva N. Det foljer att sokta antalet strangar ar

Anm. En pokerhand &r en kombination av fem kort tagna ur en vanlig
kortlek med 52 kort.

LOSNING Ett enskilt kort har en valor (av tretton méjliga), samt en
"farg” av fyra mojliga: ®, €@, &, &,

Sa varje pokerhand &r bestamd efter att man (i) har bestamt valorer pa
korten, och (ii) har satt farg pa dem.
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Bestam de fem
kortens valorer

Bestam de fem
kortens farger

13
Eftersom det finns 13 valorer, finns det ( 5 ) satt att valja 5 olika

valorer. (Notera att vi maste vélja olika valorer for att forhindra att tva
kort far samma valor!) Vidare finns det 4-4-4-4-4 = 4° satt att farga de
fem korten eftersom varje kort kan fargas i vilken som helst av 4 farger.

13
Av multiplikationsprincipen foljer svaret ( 5 )-45 =1317888.

EXEMPEL 13 Mera poker

Hur manga pokerhénder finns det av typen “tva par” (t.ex. tva ettor och
tva attor)?

LOSNING
N g e e o 13Y .
(i) V&lj valor at de tva paren ( 9 ) satt
N e qe e . . 11y .
(ii) Valj valor at det aterstaende kortet ( 1 ) satt
o\ s g . . 4\(4y\ .
(iii) Valj farger at de tva paren ( 5 ) ( 2) satt
(iv) Valj farger at det aterstaende kortet 4 sétt
.. (13 (11 (4\(4
Det sokta svaret blir ( 9 )( 1 ) (2)(2)4 =123 552.
OVNINGAR
1. Visa de tva slosaktiga fomlerna n® = oy respektive ( k) = Woh!

och forklara pa vilket satt de ar slosaktiga.
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2. Hur manga strangar av langd 13 med samtliga tecken valda ur {1, X, 2}
finns det (a) totalt, (b) som innehaller exakt tva 1:or, (c¢) som innehaller
minst tva 1:or.

3. Hur manga strangar av langd 2 n + 1 komponerade med bokstaver ur
{a, b, ¢} ar (i) palindromer, (ii) palindromer dar a forekommer pa exakt
fem av de 2 n + 1 platserna.

Anmarkning Med palindrom menas en strang som inte andras om man
vander pa den, ex.vis accbcbeca.

4. Hur manga ord med fyra bokstaver kan man bilda med anvandande av
bokstéverna i ordet SAMOVAR?

5. Pa hur manga satt kan man vélja sex varma korvar om det finns tre
olika sorter?

6. En kortlek (52 kort) dr uppdelad i tva buntar med 20 respektive 32 kort.
P& hur manga satt kan slutresultatet se ut nar de tva buntarna skjutits in
i varandra?

7. Hur manga olika tarningar finns det om man slapper pa kravet att
summan av antalet prickar pa motstaende sidor skall vara sju?

8. Pa hur manga satt kan man fylla en lada med tolv dpplen om man har
fem olika sorter och vill ha minst ett av varje sort?

9. Bestam koefficienten framfor 2291 efter att (23 + 3)100 har expanderats.
10. Visa med kombinatoriskt resonemang:
3n n n
— 3
( ; )—n +6(2)n+3(3)

11. Forenkla uttrycket
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12. Bevisa likheten

20 =)
P k n
13. Pa hur manga sétt kan man vélja tio bollar fran en hég med roda, bla

och gula bollar om man maste valja minst fem roda? Om man inte far ha
fler an fem roda?

14. Pa hur manga séatt kan man stalla tolv personer i rad sa att personerna
A, B, C och D alltid har samma inbérdes ordning?

15. Hur manga av talen mellan 1000 och 9999 innehaller exakt tva ettor?

16. En brevbarare har femton brev, adresserade till femton olika
adressater. Pa hur manga satt kan han lamna breven sa att exakt tre av
dem kommer fel?

17. En samling pa tolv personer skall delas upp i tva grupper om vardera
sex personer. Pa hur manga satt kan det ske? Samma fraga om man
istallet skall dela upp de tolv i fyra grupper med tre personer i varje?

18. Atta identiska foremal laggs i tre tomma skalar. Ingen skal blir tom
efterat. Hur manga sadana arrangemang finns det?

19. Man markerar fodelsedagarna for 23 personer i sin almanacka. Lat oss
kalla almanackans utseende efterat for en fodelsedagsalmanacka.

(a) Hur manga fodelsedagsalmanackor ar mojliga (for de 23 personerna)?

(b) T hur manga av dessa dr nagon dag markerad minst tva ganger?

(c) Hur stor ar sannolikheten att minst tva personer av 23 har samma
fodelsedag, om vi antar att alla fodelsedagar ar lika sannolika?

20. Fyra kast gors med en tarning. (a) Hur manga kastserier &r mojliga?
(b) Hur manga av dessa innehaller minst en sexa?
(c) Ar det fordelaktigt att i ett vad halla pa att minst en sexa kommer
upp?



