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Sammanfattning av féreldsningarna 8 - 12.

Foreldsningarna 8-12, 27/9-5/10 2012: Har handlar det om om vektorer, plan och réta linjer.
Denna del av kursen brukar, tillsammans med ekvationssystem innehallande en eller flera pa-
rametrar, av studenterna uppfattas som den svdraste. For att forstdelsen ska infinna sig dr det
nodvandigt att du uppovar din forméga att rita figurer.

e Vektorer. En vektor (i planet eller rummet) ser vi som en p11 (langd och riktning). Vektorn

fran punkten A till punkten B anges som AB Vektorerna AB och C D ér lika, vilket skrivs

— T —

AB=CD, om och endast om ABDC (i den ordningen) dr en parallellogram.

B

C

En vektor kan alltsa parallellforflyttas sa att den startar (eller slutar) i vilken punkt som
helst. Vektorer adderas enligt regeln

— —  —

— —
AB + BD=AD=AC + CD

Om ABDC ér en parallellogram sa géller AB CD och B D= AC vilket visar att vektorad-

dition &r kommutativ; u + v = v + u. Nollvektorn ar 0 AA dér A ar vilken punkt som
helst. Nollvektorn uppfyller ut+0=0 + u = u, for en godtycklig vektor u. Den motsatta

vektorn till vektorn v —AB ar —v —BA och uppfyller —v + v = 0. Vektorer kan dven
multipliceras med skaldrer (tal). Lds i laroboken om rdknereglerna for vektorrdkning.
Kortfattat kan man sdga att de dr identiska med reglerna for matrisaddition kombine-
rat med multiplikation av en matris med en skalar.

e Koordinater och komponenter. For att effektivt kunna rdkna med punkter och vektorer
infor vi ett Cartesiskt koordinatsystem Oxy (i planet) eller Oxyz (i rummet). Varje punkt P
har d4 entydiga koordinater (x, y) (i planet) eller (x,y, z) (i rummet). Vi skriver P = (x,y)
och P = (x,y, z) for att ange att P &r punkten med koordinaterna (x, y) respektive (x,y, z).



—
Exempelvis har vi O = (0,0) (i planet) eller O = (0,0, 0) (i rummet). Vektorn r =OP kallas
for lagesvektorn for punkten P och vi skriver

X
=0P= ( ; > = (x,y)" eller r=0P=[ y | =(xy2)"
z

och sdger att vektorn r har komponenterna x, y respektive x,y,z. Komponenterna for
lagesvektorn till en punkt dr alltsd identiska med koordinaterna for punkten.

o x

Varje vektor v kan ses som ldgesvektorn for en unik punkt och har alltsd unika kompo-
nenter v1,v; (i planet) eller v, v5,v3 (i rummet). Riknandet med komponenter fungerar
pa basta sétt: Om u = (11, up, u3)T, v = (v1, 0, U3)T och A dr en skaldr sa géller

Uq U1 U1+ 0 U1 Ay
ut+v=| u |+ v =1 ur+vp och Au=A| up =1 Aup
us U3 Uz + U3 Us Als

e Punkt minus punkt. Mellan tva punkter P, = (x1,y1,z1) och P, = (x2,12,22) gar den
unika vektorn

. X2 — X1
v=PP=| y2—y
2 — 2

Vi anger detta genom att skriva v = P, — P;. Exempelvis

~1
(1,2,3) = (2,-1,1)= | 3
2

e Punkt plus vektor. Om man startar i P; och forflyttar sig langs vektorn v ovan s hamnar
man i P,. Vi anger detta genom att skriva

Pi+v="D

Exempelvis
1
(1,2,3)+ [ —2 | =(2,0,-1)
—4



e Lingden (normen) av en vektor. Denna definieras som

01
v = \/©}+03 da v= ( o ) IVl = o2+ o3+ da v=| v
U3
Normen uppfyller regeln ||[Av|| = |A|||v]|. Avstdndet mellan tvd punkter P och Q ges av
e

Il PQ || (avstandsformeln).

e Skaldrprodukten. Skaldrprodukten u-v, av tva vektorer u och v, definieras genom

u v
uv= 1. 1 = U101 + U207
Up 02

i planet (R?) och
U 01
wv= /| u |- 02 = U101 + U0y + U3V3
Us (%}

i rummet (R%). Observera de enkla men viktiga sambanden

uv=ulv och uu=|ul?
Med hjélp av cosinussatsen for trianglar och avstdndsformeln visar man att

u-v = [[ul[[|v]| cos «

dar « dr vinkeln mellan u och v (0 < & < 7).

Skaldrprodukten generaliseras till R"” (rummet av kolonnmatriser med n komponenter)
genom

uq 01
uv=| : |-| | =wmor+wmor+- +uo, =ulv

Skaldrprodukten &r

Symmetrisk: uv=vu

Additiv: u(v+w)=uv+uw

Homogen: (Au)-v =u-(Av) = A(u-v)

Positiv: uu>0 <= u#0
Normen (lingden) av en vektor definieras genom ||u|| = y/u-u. Positiviteten hos skalar-

produkten innebér att bara nollvektorn har langden 0.

e Cauchy-Schwarz olikhet. Av ovanstdende fyra egenskaper hos skaldrprodukten foljer att
for tvd godtyckliga vektorer u och v giller olikheten

(uv) < (wu)(vv) = [uv] < ullllv]

Vi har likhet i denna olikhet , [u-v| = |lul|||v||, om och endast om vektorerna u och v &r
parallella (en av vektorerna dr en multipel av den andra).



Bevis. Om u = 0 eller v = 0 4r bada leden i olikheten noll (och 0 < 0 &r ju sant). Alltsa
kan vi anta att bada vektorerna dr nollskilda. Vi sitter

A=uu>0, B=uv, C=vv>0
Av skaldrproduktens fyra egenskaper foljer att for varje t € R géller
0< (ut—v)-(ut—v)

= (uu) > —2(uv)t+vv
= At* —2Bt+C

Andragradspolynomet p(t) = At* — 2Bt + C har minimum da 0 = p/(t) = 2At — 2B,
alltsa da t = to = B/ A. Polynomets minimivérde &r

B? B? B> AC-PB?
— A2 —__ _ 92— =C—-_—_=_-_=-
p(to) = Ato 2Bty + C A 2A +C=C A A

Polynomet antar, enligt ovan, inga negativa vérden. Alltsa har vi AC — B> > 0 och AC —
B? = 0 om och endast om

0= P(to) = (uto — V)-(uto — V) = Huto — VH2 <~ Vv =1{u,
alltsd om och endast om u och v &r parallella. O

Cauchy-Schwarz olikhet gor det majligt for oss att definiera vinkeln & mellan tva noll-
skilda vektorer u och v som
[[ull{[v]

Det géller alltid att 0 < a < 7r. Dessutom har vi

T
zx<§ <~ uv>0
T
n=— <— uv=_0
2
T
0c>§ <~ uv<0

e Exempel. Visa att vektorn n = (4,3) ar vinkelrit mot linjen med ekvationen 4x + 3y = c.

Losning. Lat Py = (x1,y1) och P> = (x,y2) vara tva punkter pa linjen.

)

P,




For punkterna giller 4x1 + 3y; = ¢ och 4x, + 3y, = c. Subtraherar vi den vénstra ekva-
tionen fran den hogra far vi

4 _ —
0:4(XZ—X1)+3(]/2—y1> = ( 3 > . ( ;i_;ci ) =n- PP

Varje vektor parallell med linjen &r alltsa vinkelrdt mot n. Alltsd dr linjen vinkelrdt mot
n. [

P4 samma sitt géller att en linje ar vinkelrdt mot n = (a,b)” om och endast om den har
en ekvation pd formen ax + by = c.

Exempel. Bestim en ekvation for linjen genom (—1,8) som &r vinkelrdt mot n = (4,1)T.

Losning. Linjen har en ekvation pa formen 4x + y = c. Eftersom (—1, 8) ligger pa linjen
far vic = —4 4 8 = 4. En ekvation for linjen &r darfor 4x + y = 4. O

Projektionen av en vektor lings en vektor. Hir har vi en given vektor n # 0 (i planet
eller rummet) och problemet &r att skriva en godtycklig vektor w som en summa w =
u + v, ddr vektorn u ska vara parallell med n och vektorn v ska vara vinkelrdt mot n:

n

SV«

Eftersom u &r parallell med n finns ett tal A sddant att u = An. Det foljer att v = w — An
och da v ska vara vinkelrdt mot n far vi

0O=nv=n(w—An) =nw—An'n.

Alltsa géller

. 1
A=— = u=—n=—n(n"w)=—(nn")w
n-n n-n n-n n-n
Vektorn u sdgs vara projektionen av vektorn w ldngs (eller pd) n och vi betecknar den
med wy. Det sista uttrycket for u = wy

1 1
whpn=u=—(nn")w=Aw dir A= —(nnT)
n-n n-n
ar intressant. For varje vektor w ges projektionen av w langs n av w, = Aw. Den kvadra-
tiska matrisen A beror bara pa n och uppfyller



A% = (n:n)2(nn?)(nn’) = (n-n) ?n(n'n)n? = (n-n) " 'nnT = A

A dr symmetrisk (AT = A) och idempotent (AA = A). En sddan matris kallas for en
projektionsmatris.

I planet har vin = (a, b)T, vilket ger n-n = a> + b* och

1 a 1 a* ab
A=orp < b)(ab)_a2+b2<ab b2>

I rummet har vin = (a, b, c)T, vilket ger n-n = a® + b + % och

1 a 1 a®> ab ac
A=——— | b R — 2
N Who) =oimra| @ b b

ac bc ¢

Exempel. Latn = (1, —1,1)T. Bestdam projektionerna ldngs n av vektorerna w = (1,2,3)”
ochr= (2,3, 1)T

Losning. Vi bestammer forst matrisen A for projektionen langs n:

. 1 L[ 1 -1
A=—— | -1 |, -1, )= -1 1 -1
T+1+1{ s\ 1 1 1

Projektionen avw = (1,2, 3)T ar

1 1 -1 1 1 1
Whn=Aw=-| -1 1 -1 2 ==
3 1 -1 1 3 3

Projektionen av r = (2,3, 1)T ar

L[ 11 2 . 0
h=Ar==-| -1 1 -1 3 ==10 = 0
3\ 1 -1 1 1 3\ o 0

Att projektionen av r = (2,3,1)T ar nollvektorn innebér att r &r vinkelrat mot n. O

Exempel. For vektorerna a, b, ¢ géller att ||a|| = 2, ||b|| = 3, ||c|| =4ocha+b+c=0.
Bestim a-b, a- ¢, b - ¢ samt vinklarna mellan vektorerna.

Losning. Att vektorsumman &r noll betyder att nér vi lagger vektorerna svans vid spets,
som i den vénstra figuren, bildas en triangel. Lat y vara vinkeln mellan a och b. Lat
vara vinkeln mellan a och ¢ och lat slutligen a vara vinkeln mellan b och c. Se pa den
hogra figuren, dér vektorerna lagts med svansarna i samma punkt.



Genom att ta skaldrprodukten av bada leden, i likhetena +b + ¢ = 0, med a,b respektive

c far vi
0O=a-a+a-b+a-¢c = 4+6cosy+8cosp
O=b-a+b-b+b-¢c = 6cosy+9+12cosa
O=c-a+c-b+c-c = 8cosp+12cosa+16

vilket ju dr ett linjart ekvationssystem med cosy, cosp, cosa som obekanta. Loser vi
detta (gor det!) sa far vi

1
cosy = 7 cos B = T cosx = ~3

Alltsé galler
= arccos — = arccos - n a = arccos | —=
= b= 16) “° 8
och
2@ 3 @@ 1 _B@(E=7) 21
ab=" =g e =gy b= =y

e Exempel. Lat a och ¢ vara som i foregdende exempel. Bestdim projektionen av a lings ¢

och projektionen av ¢ langs a.

Losning. Enligt ovan har vi

2, =2 € ——% ——Ec c ——C'aa——_%a——ga
¢ c-c 16 327 * a.a” 4 % 8



e Plan. En standardekvation (eller normalekvation) for ett plan &r ax + by +cz+d = 0.

Vektorn
a
n— b :ﬂi+bj+ck,
c

i= (1,0, O)T, j=1(0,1, O)T, k = (0,0, 1)T, ar en normal till planet. Ekvationen kan ocksa
skrivassom n-r+d = 0, dir r = (x,y,z)7 ar lagesvektorn for en godtycklig punkt pa
planet.

Planet delar rummet i tva “halvor”, sa kallade halvrum. Punkterna som ligger i halv-
rummet som n pekar in i (det positiva halvrummet) ges av olikhetenn-r+d > 0, d.v.s
ax + by +cz +d > 0. Punkterna i det andra halvrummet (det negativa halvrummet) ges
av olikhetenn-r+d < 0,d.vsax + by +cz+d < 0.

e Exempel. Avgor om punkterna (1, —1,1) och (5,5,2) ligger pd samma sida av planet
x—2y+3z—4=0.

Losning. Vihar
(1) —2(-1)+3(1) —4=2>0 och (5)—2(5)+3(2)—4=-3<0

Den forsta punkten ligger darfor pa den positiva sidan av planet, medan den andra punk-
ten ligger pa den negativa sidan av planet. Punkterna ligger alltsa inte pd samma sida. [

Ekvationen —ax — by — cz — d = 0 beskriver samma plan som ekvationen ax + by + cz +
d = 0. Vilken sida som é&r positiv beror pa vilken ekvation vi viljer. Om vi i exemplet
hade valt ekvationen —x + 2y — 3z + 4 = 0 for planet hade den forsta punkten legat pa
den negativa sidan medan den andra punkten hade legat pa den positiva sidan.

e Rita linjer. En ekvation pé vektorform for den réta linjen genom punkten (x, o, zo) som
ar parallell med vektorn v = (vy, vy, 03)T =v1i+vj+uvzkgesav

X X0 01 Xo + U1t
y|=1| v |+t v2 | =| yotot |, —0o < t < o0,
4 20 U3 zo + U3t

Mer kompakt: r = 1y + ¢t v, 00 < t < c0. Man kallar v for en riktningsvektor for linjen.

e Skidrning linje-plan. Om v ej dr vinkelrdt mot n sd skér linjen r = ry 4t v planet n-r +
d = 01 en unik punkt. Lagesvektorn r = rg + TV, for skdrningspunkten, uppfyller dven
ekvationen

O=d+n-r=d+n-(rp+7V).
Alltsa
d+n-ry d+n-xg

O=d+nry+tnv = 7T=-— , rT—=19—
n-v n-v

V.
Avstadndet 6, fran ry till skdrningspunkten r, &r darfor

|4+ n-rol[|v]]

o= Hl‘o—l‘” = ]n-v[



Avstandet punkt-plan. Om vi ldter v = n sd gar linjen vinkelrdtt mot planet och skar
planet i den punkt som ligger ndrmast rg. Det betyder att skdrningspunkten &r

d+1’1'1‘0
—n
n-n

r=1y)—
och avstandet §, fran ry till planet, ar

_ld+nx|n| _|d+nx| |axo+byo+czo+d

5
In-n| ]| Va2 £ b2 + 2

Exempel. Bestdm avstandet ¢ fran punkten (3, —2,1) till planet 2x + 3y — 4z = 1.

Losning. Vi far
2(3) +3(—2)—4(1)-1 5

|
S =
VA+9+16 V29

O]

Exempel. Bestam, for varje reellt vdarde pd konstanten k, avstdndet J fran punkten ry =
(5,5,2) till planet x — 2y + 2z = k. Ange dven den punkt pd planet som ligger namast r.

Losning. Enligt ovanstaende formel for avstandet punkt - plan far vi

5o |(5) —2(5) +2(2) — k| _ | —1—k| _ \k+1]‘
1+4+4 3 3
Speciellt ser vi att om k = —1 sa &r avstandet noll, d.v.s punkten ry = (5,5, 2) ligger pa

planet.

Punkten pd planet som ligger ndrmast ry dr

 k-n-rg o k+1 r (46+k 432k 20+2k\"
r—ro—l—ﬁn— (5,5,2) +T(1, 2,2) — < 9 7 9 7 9 ) .

O]

Avstandet punkt-linje. P4 samma sédtt som ovan far vi att avstdndet J fran punkten
(x0,yo) till linjen ax + by + ¢ = 0 ges av

_laxo+byo+c|

Va? + b?

Exempel. Bestam avstandet ¢ fran punkten (4, 1) till linjen 3x + 4y = 7.

6

Losning. Vi far
3(4)+4(M) -7 _ 9 _ 18

|
0=
VI +16 5




e Kryssprodukten. Kryssprodukten (eller vektorprodukten) u x v, av tva vektorer u =
(u1, up, u3)T och v = (v1, 0y, 03)T, definieras genom

i v
uxyv= ] Uy 0y | = i
k us 03

Uz 02
Uz 03

up 7
Uz 03

U 0N
Uz 03

Kryssprodukten u x v &r en vektor som dr vinkelrdt mot bade u och v. Dessutom ar
vektorprodukten

Antisymmetrisk: uxXv=-vxu

Additiv: ux (V+w)=uxv+uxw

Homogen: (Au) x v=ux (Av) = A(u x v)

Hogerorienterad: u, v, u x v dr ett hogersystem, d.v.s det(u,v,u x v) > 0.
Narmare bestamt géller att det(u, v, u x v) = ||u x v||2. Tva vektorer, u och v, 4r parallella

om och endastom u x v = 0.

e Exempel. Bestam alla vektorer som ar vinkelrita mot u = (1, —2,3)T och v = (1,1,1)7.

Losning. En vektor som &r vinkelrdt mot bade u och v &r

i 11 =5
k 31 3

Varje vektor som &r vinkelrdt mot bade u och v ar parallell med u x v. De sokta vektorerna
4r alltsé alla reella multiplar av vektorn (—5,2,3)7. O

e Exempel. Ett plan gar genom punkten (—1,0, 1) och dr parallellt med de bada vektorerna
u=(1,-2, 3) ochv = (1,1, 1)T. Bestdm en ekvation for planet.

Losning. En normalvektor till planetarn = u x v = (—5,2,3)7 (se ovan). En ekvation for
planet ges darfor av

-5 x+1
0=n-(r—r) = 2 |- y—-0 | =-5x+2y+3z—-8.
3 z—1

O

e Arean av en parallellogram. Tva vektorer u = (11, up, u3)T, v = (v1, 0, vg)T spanner upp
en parallellogram:

10



Arean av parallellogrammen ar
A= [lullh = Ju]flv][sina

Med hjdlp av Lagranges identitet

lw x v[* = [[u]?[[v]* - (uv)?

och den tidigare visade likheten u-v = ||u|| ||v|| cos a far vi
lux v||* = [[u?[[v]* - (u-v)?
= [[u|?[[vI[*(1 — cos?a) = [[u]]?|Iv|[* sin «

= A?
Det foljer att A = [ju x v||.

Exempel. Bestdm arean A av parallellogrammen som spénns upp av u = (2,3,0)7 och
v=(-1,2-2)T.

Losning. Vihar har

i 2 -1 -
uxv=|j 3 2|=| 4
k 0 —2 7

Det foljer att

A =+V36+16+49 = Vv101.
O

Exempel. Bestim arean A av triangeln med horn i punkterna P = (1, —-1,2), Q = (0,3,4),
R = (6,1,8).

Losning. Lat

— -1 — 5
u=PQ= 4 och v=PR=1| 2
2 6
Vi har
i -1 5 20 10
uxv=/|j 4 2 | = 16 | =2 8
k 2 6 —-22 —11

Triangelarean utgor hélften av arean av parallellogrammen som spanns upp av u och v.

Det ger oss
A = ||3u x v|]| = V100 + 64 + 121 = /285.
O

Arean av en parallellogram i planet. Tva vektorer, u = (uy, )7, v = (v1,v2)7, i planet
spanner ocksd upp en parallellogram. For att berdkna arean A av denna identifierar vi

11



de bada vektorerna med rumsvektorerna u = (11, uy, O)T,v = (v, Uz,O)T och anvinder
ovanstdende formel. Vi far

1 U O U v
uxv=|j u v |=k ul 01’
k 0 0 2
vilket ger
A= |luxv| :abs( hoo D
Uy 0Up
dér “abs’ star for absolutbeloppet. Alltsd
A= det< Hon )‘:\det(u,vﬂ
Uy 0y

Exempel. Bestdm arean A av triangeln med horn i punkterna P = (1,2), Q = (4,0),
R = (3,4).
Losning. Vi féar

+2A = det(PQ, PR) = ‘ ‘

-2 2
vilket ger A = 5. O

Trippelprodukten. Analogt med ovanstadende géller att volymen V av parallellepipeden
som spdnns upp av vektorerna u = (u1, up, u3)t, v = (v1,00,03)T, W = (wy, wo, w3)T ges

av
up 01 W
V=|det| uy v wy = |det(u, v, w)]

uz vz w3
Trippelprodukten [u, v, w] av tre vektorer i rummet definieras genom
[u,v,w| = (uxv)w
Man verifierar litt att

[u,v,w| =det(u,v,w) = (uxv)w=mu(vxw)

Fyra punkter i ett plan. Av ovanstadende foljer att fyra punkter A, B, C, P ligger i ett plan
om och endast om

— — —
0 = det(AP, AB, AC)

Exempel. Utnyttja ovanstdende for att bestimma en ekvation for planet genom de tre
punkterna A = (1,—-1,2), B=(3,2,1),C = (0,2, -1).

Losning. Punkten P = (x,y,z) ligger i samma plan som punkterna A, B, C om och endast
om
o x—1 2 -1
0 =det(AP,AB,AC)=|y+1 3 3 |=(-6)(x—1)4+7(y+1)+9(z—2)
z—2 -1 -3

12



e Avstiandet mellan parallella plan. Avstandet 6 mellan tva parallella plan
ax+by+cz+d; =0 och ax+by+cz+d, =0

ges av
5— dy — di| %)
Va*+ b2+ c?
Om vi tar en godtycklig punkt P; = (x1,¥1,21) i det forsta planet s& géller att § &r lika
med avstandet fran P, till det andra planet. Alltsa har vi

_ ]axl +by; +cz1 + d2|

)
Vva?+b% +c?
Eftersom ax; + by, + cz1 = —dp foljer (x). Tar vi dven en punkt P, = (x,12,22) i det
andra planet sd géller ax, + by, + czo = —d och (*) kan skrivas

_|axy +byy + cz1 — axy — byz — czo
N V2t 12132
_Ja(xr —x2) +b(y1 — y2) +c(z1 — 22)
N VZ+ 2132
_In(ri—r)| _ [n(r2— 1)

] [n]]

o

dirn = (a,b,c)%, 1, = (x1,y1,zl)T och r; = (x2,12, z)T.
e Avstandet mellan skeva linjer. Avstdndet § mellan tva linjer
r=r;+tvy och r=r,+tvy,
som ej dr parallella, dr lika med avstandet mellan de tva parallella planen
ax+by+cz+dy =0 och ax+by+cz+dy=0,

dirn = (a, b,c)T = v; X vy, som innehdller punkterna P; = (x1,y1,21) respektive P, =
(x2,Y2,22). Det innebdr, enligt ovan, att

[(r2 —11) - (v1 X v2)|

5=
[v1 x va|
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