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Losningar till kryssproblemen.

Uppgifter till lektion 1:

Dessa bada problem kan férekomma pé en baskurstenta, sa det &r fraga om en repetition.

1. (a) Bestdm en ekvation for linjen som gar genom punkterna (—1,2) och (3,4).

(b) Bestdm en ekvation for linjen som gar genom punkten (—1,2) och ar vinkelrdt mot
linjen 3x + 4y = 5.

Losning. (a) Linjens riktningskoefficient ges av

k:yz—yl :4—2:1
Xy — X1 3+1 2

Av enpunktsformeln, y = y; + k(x — x1), f6ljer att en ekvation for linjen ar

y=2+3(x+1) = 3(x+5)

/3/ 4)

(_ 1/ 2)
(b) Linjen 3x + 4y = 5 har riktningskoefficienten k; = —3. Eftersom riktningskoeffi-
cienterna for vinkelrdta linjer uppfyller kiko = —1 foljer att den sokta linjen har

riktningskoefficienten k, = 3. Enpunktsformeln ger ekvationen

y=2+3(x+1) = (4x+10)/3.

2. Bestdm, med hjilp av avstandsformeln (Pythagoras sats), en ekvation for en av linjerna
som gar genom punkten (—5,0) och tangerar cirkeln x* + y* = 16.

Losning. Vi soker en punkt (a,b) pé cirkeln sddan att linjen genom (—5,0) och (a,b) tan-

gerar cirkeln x> + y* = 16 i (a,b). Triangeln i nedanstiende figur ar da ratvinklig vid
(a,b), med hypotenusan 5 och en katet lika med 4 (cirkelradien).
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Av Pythagoras sats foljer att avstandet mellan (—5,0) och (a,b) dr lika med 3. For (a,b)
géller alltsd bade att a* + b* = 16 (punkten ligger pa cirkeln) och att (a + 5) + b* = 9.

Det foljer att
2 _ g2 2 2 16
16—a"=b"=9—-(a+5)°"=-16—-10a—a~ = 10a=-32 = a=-—=
16> (16)(9) 122 12
=16 — = == b=4+—=
5~ 25 52 5
och tangentlinjen har riktningskoefficienten —7 = j:%. En ekvation for tangentlinjen ar
darfor
y==t3(x+5).
O
Uppgifter till lektion 2:
1. Lat
-1 1 -5 0 2 0
3 0 61 — = 0
A=l 2 21 72 1| oM 0=
2 =7 255 1 0

Los det homogena ekvationssystemet vars matrisform r (A | 0). Bestam den reducerade
trappmatrisen som &r radekvivalent med matrisen (A | 0). Vilka kolonner i denna ar
pivotkolonner? Vilka dr pivotelementen?

Losning. Med ndgra radoperationer far vi

10 2 0 —-110
= = 01 -3 0 110
00 00 010

Av (C | 0) framgér att pivotkolonnerna i (A | 0) &r a;, a; och a4. Pivotelementen i (C | 0)
ar ettorna langst till vanster i forsta-, andra- och tredje raden.



Av (C | 0) framgér dven att Iosningarna till det homogena systemet (A | 0) ges av
X1 = —2x3+x5, X2 =23x3—x5 x3=—2x5 dir x3,x5 dargodtyckliga.

Alltsd har det homogena systemet 16sningarna

X1 —2x3 + X5 -2 1
X2 3X3 — X5 3 -1
X = X3 = X3 = X3 1 + X5 0
X4 —ZX5 0 -2
X5 X5 0 1
]
2. Lat
a+3
2a
b= —a—1
—9a -5

dér a dr en reell konstant, och 14t A vara som i féregdende problem. Avgor for vilka varden
pa a som ekvationssystemet, med matrisformen (A | b), &r losbart och 16s systemet i
saddana fall.

Losning. Systemet med matrisformen (A | b) &r 16sbart om och endast om (a; a; a4 | b)
ar losbart. Ndgra radoperationer ger

-1'1 0 a+3
01 2|a+5
(a1azas | b) ~ 0 0 =5|2a—6
00 O0|a+2
Av den sista raden i denna trappmatris ser vi att (a; ap a4 | b) &r losbart om och endast
om a = —2. Vi sétter in detta virde pd a och far
11 0 1 10 0]-2
01 2 3 01 0|-1
(razas|b)~| o 5 5 90 |~|00 1] 2
00 O 0 0 00| O

En 16sning till (A b) ges dérfor av
= = x3=0, x4=2, x5=0.

Den allménna 1sningen till (A | b) kan skrivas som summan av denna 16sning och den
allminna l6sningen till (A | 0), alltsa (se losningen till problem 1)

-2 1

3 -1

0 + X3 1 + X5 0
2 0 -2
0 0 1



Man kan alternativt 16sa bdde problem 2 och problem 1 i ett svep. Med ndgra radopera-
tioner fas

1 -1 50 —-2| —a-3
0 1 -3 2 5| a+5
(AlB)~1 0 0 05 10| -20+6
0 0 00 0] a+2
Av den hogra matrisen framgar att (A | b) &r 1gsbart om och endast om a = —2. Vi sétter
in a = —2 i den hogra matrisen. Efter ytterligare nadgra radoperationer far vi
10 20 -1|-2
01 -30 1|-1
Alb)~1 90 01 2|2
00 00 0O
Vi ser att x3, x5 dr de fria obekanta och att 16sningarna till (A | b), i fallet dd a = —2, ges
av
-2 -2 1
-1 3 -1
X = 0 | +x3 1 | +x5 0
2 0 -2
0 0 1
Av detta foljer ocksa att den allménna Iosningen till (A | 0) ér
-2 1
3 -1
X = X3 1 | +x5 0
0 -2
0 1

Uppgifter till lektion 3:

1. Los, for alla varden pd den reella konstanten a, ekvationssystemet

x + 2y = a
X + ay + z = 2
2x + 4y + az = 4

Losning. Vi skriver systemet som en totalmatris och gor radoperationer:

120 1 2 0 a
1 a1 2]-[1] ~|0a-2 1| 2-a
2 4 a _2 0 0 a|4—2a

Om a = 0 sa svarar den tredje raden mot den orimliga ekvationen 0 = 4, vilket innebér
att systemet saknar losningar. Vi antar i fortsattningen att a # 0 och far:

1 2 0 a 1 2 0 a
0 a—2 1| 2—a (a) ~ | 0 a(a—2) ala(2—a) — ~
0 0 a|4—2a 0 0 a| 4-—2a

=N R
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1 2
~ | 0 ala—2)
0 0

Om vi sétter a = 211 (%) sa far vi matrisen

(nono)efra oy

Ekvationssystemet har alltsa i det fallet oandligt manga l6sningar

(1)) () )

I fortsdttningen antar vi att a # 2 och far:

Q OO
—~
[
|
X/
AQ
N
|
[
~—

v
—~
*
~

oo nN
N O O
S oON

1 2 0 a 1 20| a [1](a)
(0 a(a—2) 0 (a2)(2a)) 12]/(a—2) ~(0 a 0| 2—a ) ~
0 0 a 4—2a 0 0 al|4—2a
a 22 0| a° —2 a 0 0|a*+2a—4
(0a02—a> N(an 2—-a )
0 0 al4—2a 0 0 a 4 —2a

Om 0 # a # 2 har systemet ddrfor den entydiga 16sningen

X 1 a>+2a—4
y | = 2—a
z a 4 —2a

O
2. Lat
011
A=(11 2
11 a
— Bestdm alla varden pa den reella konstanten a for vilka matrisen A &r inverterbar
och bestiam, i sddana fall, A:s invers.
- Sdtt a = 4 i ovanstdende matris A och skriv sedan A som en produkt av hogst sex
elementdra matriser.
Losning. - Enradoperation ger
011|100 01 1 |1 00
AlH)=1112010]~(11 2 |0 10
11 a(0 01 0 0 a—-2|0 -1 1



Av den tredje raden i den hogra matrisen framgar att A inte dr inverterbar da a = 2.
Vi antar darfor att a # 2. Efter ytterligare ndgra radoperationer, diar vi undviker
division, far vi

a—?2 0 0 2—a a—1 -1
(A|I)~ 0 a—2 0 a—2 1 -1
0 0 a—2 0 -1 1

Vi ser att A ar inverterbar for alla a # 2 och

1 2—a a—1 -1
Al = 5 a—2 1 -1
a- 0 1 1

— Vi gor en radoperation i taget och far

A~ Al ~ Ay~ Az~ Ay~ As ~ 1

I varje steg gor vi samma radoperation pa enhetsmatrisen och noterar de elementéra
matriser Ey, ..., Eg som uppkommer:

01 1Y\ [1] 100 1 00
A(112)2 010]|~(o0 10)151
1 1 4 T_ 001 0 —1 1
01 1Y\ [1] 100 10 0
A1<112)2 010 |~ 011)E2
002/ (3 001 00 1
01 1\ [1] 100 100
A2<110) 010 |~ 010)153
002/ 3] 00 1 00 }
01 1\ [1]-[3] 100 10 -1
A3<110)2 010]~[01 0)—154
00 1) [3] 001 00 1
01 0\ [1] 100 100
A4<110)2: 010 |~ 110)155
001/ 3 001 001
010\ [2] 100 010
A5_(100) 010 |~ 100>—E6
001/ [3] 001 001
100
1(010)
001



Av ovanstaende foljer att EgEsE4E3E2E1 A = 1. Alltsa har vi

A=E'E'Ej ' E; T ESTES?

1 00 1 00 1 00
= 010 011 010
011 0 01 00 2
1 01 1 00 010
010 1 10 1 00
001 0 01 0 01
]
Uppgifter till lektion 4:
1. Lat
12 2 a1 4 413
A= 110 = az1 dppy a3
-2 0 2 as) dz2 4as3

(a) Berdkna det(A).

(b) Berdkna kofaktormatrisen C, till A.

(c) Ange den adjungerade matrisen adj(A).
(d) Bestim A~

(e) Los matrisekvationen AXA™! = B, dir

10 10 11

2 2 1 2 1 2
My =|4 ,|=4% M2=| _, 2‘26, My = _, 0’24

2 2 1 2 1 2

Kofaktormatrisen C fds genom att man tar matrisen med alla minorer och byter tecken pd
alla element M;; sddana att i + j &r udda (schackbrddet). Om A dr som ovan fér vi

Ci Ci2 Cy3 My —Mip  Mys 2 -2 2
C=|Cy Cxp Cyx |=| —-Myy My —My |=| -4 6 —4
C31 C32 C33 M31 —M32 M33 -2 2 -1

Utveckling efter forsta raden ger

det A = a11C11 + a12Ci2 + a13Cy3
(1)(2) +(2)(=2) +(2)(2) =2 -4 +4
=2.



Vi fér sedan

2 —4 -2
adj(A)=CT=| -2 6 2

2 -4 -1
och
1 1 2 —4 -2
Al = adj(A)==| -2 6 2
det A 2 o 4 1

Genom multiplikation till vanster med A1 och till hoger med A far vi slutligen

X=ATAXA 1A= A"1BA

1 2 -3 1 2 2

= A1 4 -5 6 110

-7 8 9 -2 0 2
, 2 —4 -2 9 4 —4
== -2 6 2 -13 3 20
2\ 2 4 1 17 -6 4

1 104 8 —-96
=35 —130 -2 136

87 2 -92
O
2. Los ekvationen
2 1 20
X x x 1
0 -5 011
2x =1 x O
Losning. Vi far successivt
2 1 20 0 1 20 0 1 2 0
0— x x x 1] 0 x x 1| 6 x x—1 0
| =5 01 1| | —6 01 1| | —6 0 1 1
2x —1 x O x =1 x O x —1 X 0
0 1 2 0 1 0 6 —x_1
=—|6 x x—-1|=—|6 x —x—-1|= x x42
x —1 X x -1 x+2
=6x+12+ x> +x=x"+7x+12 = (x+3)(x +4)
Ekvationen har déarfor rotterna x = —3 och x = —4. O

Uppgifter till lektion 5:

1. Punkterna A = (0,3,4) och B = (—2,1,6) &r varandras spegelbilder i planet IT. Bestim
en ekvation for I'I. Bestim dven avstandet fran origo till IT och den punkt pa I'T som ligger
nédrmast origo.



Losning. Mittpunkten M pa strackan AB har koordinaterna

M= (5% 355 58) = (-1,2,5).

H
M maste ligga pa IT. Normalen n, till T, &r parallell med AB= (—2,—2,2)". Vi kan, till
exempel, tan = (1,1, —1)T. En ekvation for I1 ges dédrfor av

1 x+1
0= ( 1 ) : ( yz) =x+1)+Wy—-2)—(z=-5) =x+y—z+4.
-1 z—5

Formeln for avstandet punkt-plan ger

— 4
Avst(O,IT) = 1910 -0+4 _ 4 43

V14141 V3 3

—
Lat N vara punkten pa IT som ligger ndrmast origo. Vektorn ON dr da parallell med n.
H

Det finns ddrfor ett tal  sddant att ON= tn, vilket betyder att N = (¢, t, —t). Eftersom N
ligger pd planet far vi

—4=t+t+t = t=-3 = N=(-3-3-

(SIS

).

O
. Lat A = (0,3,4) och B = (4, —1,6). Linjen L gér genom origo och dr parallell med vektorn
v= (11, 1)T. Bestdm alla punkter C pa linjen L, sddana att triangeln ABC blir ratvinklig.

Losning. Vihar C = (t,t,t) for nagot t € R. Den rita vinkeln kan vara vid A, B eller C.

Rét vinkel vid A géller om och endast om

—  — 4 t
0=AB-AC=| —4 |- | t=3 | =2(t4+2) = t=-2, C=(-2,-2-2).
2 4

Rét vinkel vid B géller om och endast om

L 4 t—4
0=AB-BC=| —4 |-| t+1 | =2(t—16) = t=16, C=(16,16,16).
2 t—6

Rét vinkel vid C galler om och endast om

ot t—4
0=AC-BC= | t—3 |-| t+1 | =2(3t=7)(t-3)
t—4 t—6

= t=12%, C=(%1%%) eller t=3 C=(333).



Uppgifter till lektion 6:

1. Lat L; vara linjen genom punkterna (1,0,3) och (2,4,0). Lat L, vara skdrningslinjen mel-
lan planen x + 2y — 2z = 4 och 3x + 4y = 2. Bestdm avstdndet § mellan linjerna L; och
L,. Bestdm en ekvation for planet IT som innehdller L och dr parallellt med L,. Bestam

H
alla punkter P € L1, Q € Ly sadana att || PQ || = 4.

Losning. En ekvation pa vektorform for L, ar

X 1 1 1+t
y :r:r1+tv1:f(t): 0 +t 4 = 4t
2) (1) (1) (%)

Kryssprodukten av normalerna for planen, vars skdarning ar Ly, ges av

) (0)-(2)-= )

En riktningsvektor for L, dr déarfor vo = (—4,3,1)7. Varje punkt (2, —1, z) uppfyller ekva-
tionen 3x + 4y = 2. Sétter vi in koordinaterna i ekvationen x + 2y — 2z = 4 far vi —2z = 4.
En punkt pé L, dr alltsa (2, —1, —2). En ekvation pé vektorform for L, &r

X 2 —4 2—4s
y | =r=n+sva=g(s)=| -1 | +s 3 =1 —1+3s
z -2 1 —2+s

Vektorn mellan en godtycklig punkt pa L1 och en godtycklig punkt pa L, ges av
—1+t+4s
w=1f(t)—g(s)=| 1+4t—3s
5—-3t—s
Minsta virdet 6 pa ||w|| fas da w &r vinkelrdt mot bada linjerna. Det ger oss ekvationerna
0=viw=—-12426t—5s och 0=vyw=12+45t—26s

Ekvationssystemet har den unika losningen t = s = 2, vilket ger

113 %3
19

H
Punkterna P € Lj, Q € Ly sddana att | PQ || = 6 ges av

P = (%I %/%) och Q = (_%’ g,_g)

En vektor som ar vinkelrdt mot bada linjerna dr n = 7w = (13,11,19)”. En ekvation for
planet I'T som innehdller L; och &r parallellt med L, ges av

13 x—1
0= 11 |- yv—=0 = 13x + 11y + 19z — 70.
19 z—3
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2. Lat OABC vara tetraedern med O i origo och A = (4,0,3), B = (—2,1,1),C = (0,7,2).
Bestdm arean av sidoytan OAB. Bestdm ldngden h av hojden fran C mot sidoytan OAB.

H
Bestdm alla punkter N pa sidoytan OAB sadana att || CN || = h. Bestdim volymen av

tetraedern OABC.
N N 4 -2 -3
OA x OB= 0 X 1 = —-10
3 1 4

Planet genom O, A, B har darfor normalen n = (3,10, —4)” och en ekvation 3x + 10y —
4z = 0. Matrisen for projektionen lings n ges av

P 3 . 9 30 —12
Q= 7-=1m | 10 |B10-4=5z| 30 100 —40

—4 —-12 —40 16

Losning. Vihar

— —
Hojdvektorn CN ér projektionen av — OC ldngs n:
. . 1 9 30 -12 0 62 -3
CN=Q(-0C) = o5 30 100 —40 -7 | = o5 -10
—-12 —40 16

Hojden ges av

h=||CN | = 22 \/5F 100116 =
B - 125 55

Arean « av triangeln OAB éar

— —
a= 3| OA x OB || = 1v/9+100+16 = 5‘2@

Volymen V av tetraedern ges darfor av

Slutligen ges hojdens fotpunkt N av

o 186 51 498

Uppgifter till lektion 7:

1. Lat W vara det linjdra holjet av vektorerna (—1,3, 2,2)T, (1,0,—-1, —7)T, (=5,6,7, 25)T,
0,1,2, 5)T och (2,-1,1, 1)T. Bestdm en bas i W bland dessa vektorer. Utvidga den funna
basen till en bas b i R*, med hjalp av standardbasvektorer. Bestim komponenterna i basen
b for de fem givna vektorerna och de fyra standardbasvektorerna i R*.
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Losning. Vibildar matrisen A, med vektorerna som kolonner (se lektion 2) och gor rado-
perationer:

-1 1 -5 0 2 1 0 2 0 -1
3 0 6 1 -1 01 -3 0 1
A= 2 21 72 1|7 |oo0 o1 2
2 =7 25 5 1 0 0 0 0 0
Av C framgar att
-1 1 0
a=(ajapay) = 3 01
2 -7 5

utgor en bas i W och av tredje- och femte kolonnen i C ser vi att
az = 2a; — 3ap + Oay, as = —a; +ap +2ay

Komponentvektorerna (koordinatvektorerna) for ay, ..., a5 i basen a ges alltsd av

1 0 2 0 —1
(a1), = ( 0 ) (a2), = ( 1 ) (a3), = ( -3 ) (ag), = ( 0 ) (as5), = ( 1 )
0 0 0 1 2

For att f4 en bas i R* ska vi komplettera a med en av standardbasvektorerna. Vi bildar
darfor matrisen (a1, ap, a4 | e1, ez, e3,e4) och gor radoperationer tills vi far en trappmatris:

-1 10/t 000 500[-1 2 -1 0
3 01/0100 050/ 4 2 -10
2 -12/0010| {005 3 -1 30
2 -7 500 0 1 000 3 3 —41

Av den hogra matrisen ser vi att alla fyra standardbasvektorerna duger som komplette-
ring till 4, men att det uppenbarligen ar enklast att vilja e4. Da far vi basen

b= (aj,ap a4, €4).

Komponentvektorerna for aj, ..., as, e1,..., ey, ibasen b ges av

1 0 2 0 —1
0 1 -3 0 1
(a1)p = 0 (a2)p = 0 (a3)p = 0 (=] | | (@)= >
0 0 0 0 0
1 2 1
—% 5 —5 0
1 3 1 0
(e1)y = 3 | (e2)p = 1| (es)y = 3 | (eq)y =
5 ~5 5 0
3 3 —4 1

12



2. Ett delrum L till R® ges av L = {x € R® | Ax = 0}, dér

-1 1 -5 0 2
3 0 61 -1
A 2 -1 7 2 1

2 =7 255 1

Bestdm en bas i L och utvidga den funna basen, med hjilp av standardbasvektorer, till en
bas ¢ i R®. Bestim komponenterna i basen ¢ for alla de fem standardbasvektorerna i R>.

Lasning. Ekvationssystemen Ax = 0 och Cx = 0 (C som i uppgift 1) har samma lésningar,
alltsa

X1 = —2x3 + X5
Xp = 3X3 — X5

X4 = —2Xs,

dér x3, x5 kan viljas godtyckligt. Losningsvektorn till Ax = 0 ges darfor av

X1 -2 1
X2 3 -1
X = X3 = X3 1 + x5 0 = X3V3 + X5V5.
X4 0 -2
X5 0 1

Av detta foljer att v = (v3,Vs) dr en bas i L. En lamplig bas i R® dr¢ = (e1,€2v3,€4,V5).
Att ¢ dr en bas framgar direkt av att matrisen

1 0 -2 0 1
01 3 0 -1
U= (ejeyvse,vs) =1 00 1 0 0
00 01 -2
00 0 0 1

ar inverterbar, eftersom den dr uppat trianguldr med determinant 1.

For att f4 komponentvektorerna for e, ..., es loser vi matrisekvationen (U | I5). Vi far
(U|Is) ~ (Is | V), dar

1 0 2 0 -1
01 -3 0 1
V=100 10 0
00 01 2
00 0 0 1
Kolonnerna i V dr koordinatvektorerna (e1)., ..., (es). for standardbasen i basen c. O

Uppgifter till lektion 8:

1. Bestim matrisen for den linjara avbildningen f : R* — R? som geometriskt ar en rotation
150° medurs. Berdkna f(v)om (a)v = (1,1)T, (b)v = (1,v3).
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Losning. Eftersom 150° medurs dr detsamma som o = — 5

] = ( cosa —sina )

(matt i radianer) far vi

sin o cos

Det foljer att

1 1(-v3 1 1\ 1 0 _( 0

V3 2 -1 -3 J\v3) 2\ -1-3) \ -2
O
2. Lait n = (—2,1)T och 1at L vara den rita linjen genom origo som &r vinkelrit mot n.
Bestam matriserna P, Q, S for de linjdra avbildningarna f, g, h, pa R?, som geometriskt
innebéar den ortogonala projektionen pé L, den ortogonala projektionen lings n respekti-

ve den ortogonala speglingen i L. Skriv vektorn w = (4,3)” som en summa w = u +v,
dér u dr parallell med L och v &r vinkelrdt mot L. Bestdm dven f(w), g(w) och h(w).

Losning. Viborjar med g, den ortogonala projektionen lings n: Matrisen Q, for [g] ges av

nn’ 1/ -2 1 4 -2
Q:nTn:5< 1>(_2'1>:5(—2 1)

For matrisen P = [f] géller d4 att

1/50\ 1/ 4 -2 1/1 2
PZI_Q:S(O 5>_5<—2 1>:5<2 4)

For S = [h] har vi

1750 1 8 —4 1/ -3 4
S_I_ZQ_5<0 5)‘5(—4 2)‘5( 4 3>
I summan w = u + v géller att u &r projektionen av w pa L och v &r projektionen av w
langs n. Alltsa har vi

“:PW:.};(; i)(;L):;(;jfz):(i):f(w)
orenere(1)-(3)- ()

Slutligen géller att

R ONEIN ]
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Uppgifter till lektion 9:

1. Latn = (—2,1,1)7 och 14t IT vara planet genom origo som &r vinkelratt mot n. Bestam

matriserna P, Q, S for de linjéra avbildningarna f, g, 1, pa R?, som geometriskt innebéar
den ortogonala projektionen pa I1, den ortogonala projektionen lings n respektive den
ortogonala speglingen i IT. Skriv vektorn w = (3,4,5)" som en summa w = u + v, dér u
ar parallell med IT och v &r vinkelrdt mot I'l. Bestdm &ven f(w), g(w) och h(w).

Losning. Hér kan 16sningen av foregdende uppgift ndstan kopieras ordagrant: Vi borjar
med g, den ortogonala projektionen ldngs n: Matrisen Q, for g, ges av

. 2 4 -2 -2
n'n 1 2 1 1

For matrisen P = [f] géller da att

6 00 4 —2 -2
1 1 1
P=1-Q=— —— |l 2 1 1]==
Q6(882) 6(2 1 1) 6(

For S = [h] har vi

L (300 . 4 —2 -2 L1 2 2
S=1-20=7|030 |-2| -2 1 1|=g 2 2 -1
00 3 2 1 1 2 -1 2

I summan w = u + v géller att u dr projektionen av w pa Il och v &r projektionen av w
langs n. Alltsa har vi

1 2 2 2 3 1 24 1 8
u=Pw=—-|(2 5 -1 4 |=-|(21 | =57 |=f(w)
(3 () )

1 (6 1 (8 1 [ 72
vawu2<lg)2(g)2( 1)8(W)

Slutligen géller att

a1

2. For den linjdra avbildningen f : R® - R3 galler att

2 1 1 0 1 ~1

flr1]=15 fl121=\(7 och f|[ 1 |= 8

(1)) (1)) = (1) ()
Bestdm f:s standardmatris.

15



Losning. Visoker [f] = A. Av ovanstaende f6ljer att AB = C dér

211 1 0 -1
B = 1 2 1 och C= 5 7 8 |.
1 1 2 9 7 8

En metod &r att berdkna B~! och hogermultiplicera bdda leden i AB = C med B~!. Man
far

A=ABB'=CB"!
Alternativt kan vi transponera bada leden i AB = C. Det ger BTAT = CT, vilket ar
en matrisekvation med AT som obekant. Vi skriver ekvationen pa matrisform och gor

radoperationer:
21 1] 1509 100/ 103
BT|ch)=| 121 077 ]|~|l010] 021]=(]A"
112/-188 00 1[-13 2

Det betyder att

Uppgifter till lektion 10:

1. En flaggstang, representerad av vektorn n = (2,2,1)7, star (med svansen) i origo, vin-
kelrétt mot den plana marken. Solstralarna faller in i riktningen av vektorn v = (1,1, —3)7.
Berikna lingden av flaggstdngens skugga. Ar skuggan langre &n flaggstdngen?

Losning. Den plana marken svarar mot planet Il genom origo med normalen n. IT har
ekvationen 2x + 2y + z = 0. Linjen L genom flaggstangens topp i N = (2,2, 1), parallell
med v, har vektorekvationen (parameterekvationen)

1

(x,y,2) = (2,2,1) +t ( 1 ) =(2+4+1t2+1t1-3t)
-3

L skidr ITi en punkt T med koordinaterna (x,y,z) = (2+t,2 +t,1 — 3t). Koordinaterna
for T uppfyller I1:s ekvation, vilket ger

0=202+8)+22+H)+(1-3) =9+t = t=-9 = T=(-7,-7,28).
H
Skuggan av flaggstangen ges av vektorn OT= (-7, —7,28)" = 7(—1,—1,4)" Eftersom

—_
In||=v4+4+1=3 och ||OT| =7vV1+1+16=(3)(7)V2

ser vi att skuggan, med langden 21v/2, 4r 7v/2 ganger s& lang som flaggstangen. O
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2. Latn = 1(1,—2,2)". Tre linjira operatorer f, g, h pa R® ges av
f(v)=(n-v)n, g(v)=v—(nv)n, h(v)=nxv, veR>

Visa att for alla v € R® ar f(v), g(v) och h(v) vinkelrita mot varandra. Bestam standard-
matrisen [h] for h. Bestim alla vektorer v for vilka ||k (v)|| = ||v||.

Losning. Observera att n dr en enhetsvektor, d.v.s ||n|| = 1. Vi ser att f &dr projektionen
langs n, medan g &r projektionen pd planet I'l, som gédr genom origo och har normalen n.
Alltsd dr f(v) vinkelrdt mot g(v). Eftersom n x v dr vinkelrdt mot bade n och v sa &r den
vinkelrdt mot alla linjarkombinationer av n och v. Det medfor att h(v) &dr vinkelrdt mot
bade f(v) och g(v). Matrisen f6r h fas ur kalkylen

1 1 U1
hiv)=nxv==| =2 | x| m
3
2 U3
1 — 20y — 203 0 -2 -2 U1
= g ZZJ] — U3 = 2 0 -1 (%]
201+ v 2 1 0 U3

For varje vektor v géller alltsd att 1(v) = Av, dér

1 0 -2 -2
A= 3 2 0 -1
2 1 0

Om 0 dr vinkeln mellan n och v géller att

W =

Det innebir att A = [h].

I1(v)[| = [ln > v = [[n[|[[v]sing = |[v] sin6

Av detta foljer att ||(v)|| = ||v|| om och endast om v dr vinkelrdt mot n. O
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