Svar till tentamen i linjér algebra och geometri I, 2012-08-22

1. Avgor om vektorn v = (1,3, 5)T kan skrivas som en linjarkombination av vektorerna

0 -1 1
u = 1], uw= -1 och wuz = 1 |.
2 0 1

Svar. Ekvationssystemet med totalmatrisen (u; upuz | v) har den entydiga losningen
x1 = 2,xp = 0, x3 = 1. Det betyder att v = 2u; + u3 (vilket ar l4tt att kontrollera). ]

2. Lat A = (1,1), B = (3,4) och C = (—2,3) vara tre punkter i planet. Bestim arean av
triangeln med horn i dessa tre punkter.

— —
Svar. Vihar AB= (2,3)T och AC= (—3,2)". Eftersom

2 =3

— —
det(AB, AC) _’ s

Rt

— —
har parallellogrammen som spanns upp av AB och AC arean 13. Triangeln ABC har
darfor arean 13/2. O

o, (12
3.La’cA—<3 4>.

(a) Finn elementarmatriser E;, E,, E3 sddana att E3E,E1 A = 1.
(b) Skriv A som en produkt av elementarmatriser.

Svar. Genom att gora en radoperation i taget far vi
A~Ap~ Ay~

I varje steg gor vi samma radoperation pd enhetsmatrisen och noterar de elementidra ma-
triser E;, E;, E3 som uppkommer:
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Det foljer att E3E;E1 A = I. Av detta foljer i sin tur att A~ = E3E5E; och
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1 -1
(a) Ange adj(A).
(b) Berdkna det(A).
(c) Avgor for vilka x som A dr inverterbar och bestdm A~'isadana fall.

X 1 -1
4. Lat A = -1 X 1 |,darx e R.

Svar. (a) Vihar adj(A) = CT, dar C = ((—1)i+jMi]-), dar Mj;; &r minorerna till A. Vi far
1+x> 1—-x 1+4x
adj(A)=| 14+x 1+2* 1-—x
I—x 1+x 1+
(b) Vivetatt Aadj(A) = det(A) Is. Av detta foljer
det(A) = x(1+x*) + (1+x) — (1 —x) =3x + x> = x(3 + 7).

(c) Dd det(A) = 0 bara for x = 0 foljer att A dr inverterbar for alla x # 0. For dessa x ges
inversen av

1+x> 1—x 1+« )

1 1
Al = adj(A) = —— | 1+x 142> 1-x
det(A) 3x+x 1—x 14 x 1+X2
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5. Lat L vara linjen som ges av (x,y,z) = (—1+t,2,2t). Vilken punkt P pd L &r ndrmast
origo? Bestdm dven avstandet ¢ fran P till origo.

Svar. L har en riktningsvektor v = (1,0,2)”. Eftersom P ligger pa L finns ett tal p s4 att
P = (—1+p,2,2p). Att P ligger ndrmast origo ar ekvivalent med att

7 1
0=v-OP= (—1+p)+0+2(2p):5p—1:>p:g

Alltsd har vi P = (—%,2, 2) och avstandet till origo ges av

— 16 16
§=|OP| =1/ +4+--=3V33

6. Linjerna L; och L, ges av
Ly:(x,y,z) = (0,—t1) och Ly: (x,y,2z) = (—1+2tt1+3t).

Bestdm avstandet § mellan L1 och L,.



Svar. Ly, Ly har riktningsvektorer vi = (0, —1,1)T respektive v, = (2,1,3)T. Vektorn
vi X vy = (—4, 2,2)T =2(-2,1, 1)T ar darfor vinkelrdt mot bada linjerna. En punkt pa
L, & P, = (0,0,0) och en punkt pa L, & P» = (—1,0,1). Planet IT genom origo med
normalvektorn n = (-2,1, 1)T innehédller darfor L; och &r parallellt med L,. Avstandet
mellan L, och IT dr lika med §. Det betyder att ¢ dr lika med avstandet mellan IT och P».
Eftersom IT har en standardekvation —2x 4y +z = 0 har vi
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. Lat K vara planet x + y +z = 2 och 14t L vara linjen (x,y,z) = (=2 +t,1, =3 + t). Bestdm
punkten P dédr K skér L. Bestdim ocksa vinkeln mellan K och L. Vinkeln mellan ett plan
och en linje definieras som den minsta vinkeln mellan tva vektorer, ddr den ena ligger i
linjen och den andra i planet.

Svar. Punkten P = (x,y,z) = (=2 +1t,1, -3 +t) dédr K skér L ges av
2=(24+t)+(1)+(-3+t)=2t—4 < 2t=6 <=t=3.

Alltsd har vi P = (1,1,0). Planets normal 4&r n = (1,1,1)T. En vektor lings L 4r v =
(1,0,1)T. Vinkeln 6 mellan n och v ges av

cosf = v 2 —\/E — 0 = arccos \/E
[nfl{v]l  v3v2 3 3

Vinkeln mellan L och IT dr /2 — 6. O

. Den linjira avbildningen f : R?> — R® uppfyller
f(ul) = Vi, f(uZ) = vy, och f(U3) =v3,

dér uy, up, uz dr vektorerna i forsta problemet och

Bestdm f:s standardmatris och avgor om f dr inverterbar.

Svar. Visoker [f] = A. Av ovanstdende foljer att AB = C dar

0 -1 1 1 1 2
B = 1 -1 1 och C= —4 2 1
2 01 -1 0

En metod ér att berikna B~! och hégermultiplicera bada leden i AB = C med B™!. Man
far
A=ABB ' =CB"!



Alternativt kan vi transponera bada leden i AB = C. Det ger BTAT = CT, vilket 4r
en matrisekvation med AT som obekant. Vi skriver ekvationen pa matrisform och gor

radoperationer:

0 121 -4 3 100 4 8 —4
BT ch)=| -1 -1 0{1 2 -1 |~ 0105 —-10 5 |=(I|A")
1 112 00 1

1 0 3 3 -1

Det betyder att
4 -5 3
A= 8§ —-10 3
—4 5 -1



