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Linjär algebra och geometri I

Problemen i lösta problem

1. Lös ekvationssystemet
x + y + 2z = 1
x + ay + 3z = 2

ax + y + (a + 1)z = 1
2x + (a + 2)y + (2a + 2)z = 4

för alla värden p̊a den reella konstanten a.

2. Betrakta följande fem vektorer i R4: a1 = (2, 1, 1, 1), a2 = (1, 1, 0, 0),
a3 = (3, 1, 2, 2), a4 = (1, 1, 1, 0), a5 = (1, 0,−2, 1) .

(i) Avgör, för k = 1, 2, 3, 4, 5, om ak kan skrivas som en linjärkombination av vektorerna
aj , j < k, och bestäm i s̊a fall en s̊adan linjärkombination. L̊at K vara mängden av alla
k s̊adana att ak INTE kan skrivas som en linjärkombination av vektorerna aj , j < k.
Bestäm K.

(ii) Visa att varje linjärkombination av a1, . . . , a5 kan skrivas som en linjärkombination
av vektorerna ak, k ∈ K.

(iii) För vilka värden p̊a den reella konstanten a kan vektorn v = (3 + a, 3, 3 + a, 2 +
2a) skrivas som en linjärkombination av a1, . . . , a5? Skriv i s̊adana fall v som en
linjärkombination av vektorerna ak, k ∈ K.

3. Betrakta följande fem vektorer i R4: a1 = (1,−1, 0, 1), a2 = (2, 1, 1,−1), a3 = (0, 3, 1,−3),
a4 = (1, 2, 3, 1), a5 = (1,−1, 2, 4) .

(i) Avgör, för k = 1, 2, 3, 4, 5, om ak kan skrivas som en linjärkombination av vektorerna
aj , j < k, och bestäm i s̊a fall en s̊adan linjärkombination. L̊at K vara mängden av alla
k s̊adana att ak INTE kan skrivas som en linjärkombination av vektorerna aj , j < k.
Bestäm K.

(ii) Visa att varje linjärkombination av a1, . . . , a5 kan skrivas som en linjärkombination
av vektorerna ak, k ∈ K.

(iii) För vilka värden p̊a den reella konstanten a kan vektorn v = (4, a+ 3, 5, a− 4) skrivas
som en linjärkombination av a1, . . . , a5? Skriv i s̊adana fall v som en linjärkombination
av vektorerna ak, k ∈ K.
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4. För vilka värden p̊a den reella konstanten a är matrisen

A =


a 1 1 1
1 a 1 1
1 1 a 1
1 1 1 a


inverterbar? Bestäm inversen för dessa a.

5. Lös matrisekvationen 2 1 0
1 2 1
0 1 2

 ·X =

 1 1 0 1
0 −1 1 −1
−1 0 −1 4

 .

6. Skriv matrisen

A =

 1 2 0 3
4 0 8 −1
3 1 5 1


som en produkt av elementära matriser och en reducerad trappmatris.

7. Finn a1, a2, a3, ej alla 0, s̊adana att a1b1+a2b2+a3b3 = 0 under förutsättning att systemet
x + 2y − z = b1

2x − y + 2z = b2
x + 7y − 5z = b3

är lösbart.

8. a) Finn alla matriser som kommuterar med matrisen

A =

(
2 1
−1 2

)
.

b) Finn alla matriser som kommuterar med matrisen

B =

(
0 1
−1 0

)
.

c) Kunde man förutse att resultaten i a) och b) blir samma utan att lösa dessa uppgifter?
Bevisa ditt p̊ast̊aende.

9. Lös ekvationen ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 3 x
−1 2 x 3

3 x 2 −1
x 3 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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10. Visa att ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 1 . . . 1 1
−1 x 1 . . . 1 1
−1 −1 x . . . 1 1
. . . . .
. . . . .
. . . . .
−1 −1 −1 . . . x 1
−1 −1 −1 . . . −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(x + 1)n + (x− 1)n
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där ovanst̊aende determinant är av ordning n .

11. L̊at Π vara planet med ekvationen x + 2y − 2z = 5. Skriv vektorn ~u = (−1, 2, 3) som en
summa ~u = ~p + ~q, där ~p är paralell med Π och ~q är vinkelrät mot Π.

12. D̊a punkterna A1(2,−1, 1), B1(3, 1, 1), C1(3, 0, 0) projiceras ortogonalt p̊a planet Π i
föreg̊aende uppgift f̊ar man punkterna A, B respektive C. Bestäm arean av triangeln ABC.

13. Bestäm en ekvation för planet genom punkterna P0(−2, 3, 1), P1(1,−1, 1), P2(−1, 4, 2).
Visa att planet inte g̊ar genom origo och bestäm avst̊andet fr̊an punkten P3(−7, 2, 4) till
planet.
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