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Genomgds pa sammandragningarna.

Héar sammanfattar vi det som gas igenom under sammandragningarna. Det innebér dels att en
hel del som tas upp uteldimnas, men ocksa att sddant som borde ha tas upp (om tiden hade
rackt eller formen varit béttre) tillkommer.

Sammandragning 1: Denna kurs handlar om linjira ekvationssystem, matriser, determinan-
ter, vektorer (med skaldrprodukt och kryssprodukt), linjer och plan samt linjdra operatorer.

Dagens dmnen ér linjdra ekvationssystem och matriser. I detta dokument tar vi i stort sett
bara upp belysande exempel. For den allmdnna teorin hdnvisar vi till ldsanvisningarna och
laroboken.

e Matrisrdkning fungerar ungefdr som rikning med tal (se TH 1.4.1) med f6ljande undan-
tag: AB = O (O betecknar alltid en nollmatris) kan gélla dveni fall dir A # O och B # O.
I allménhet géller att AB # BA. Exempelvis:

11 1 1 00 2 2
p=(ia)om=(aa) (o) (2 )

e En kolonnmatris kallas ofta for en kolonnvektor (eller helt enkelt vektor). Pa samma sétt
brukar en radmatris kallas for en radvektor (eller helt enkelt vektor).

Ett linjart ekvationssystem kan skrivas Ax = b, ddr A ar koefficientmatrisen, x dr kolonn-
vektorn med de obekanta och b &r kolonnvektorn innehdllande hogerledet. Exempelvis
kan ekvationssystemet

x + y + 2z = 1

x + ay + 3z = 2
ax + y + (a+1)z 1
2x + (a+2)y + (2a+2)z = 4

skrivas som

1 1 2 1

1 a 3 Y (2

a1 a+1 Y17

2 a+2 2a+2 z 4

Man kan &dven skriva ekvationssystemet som

x1a1 + xpap + - - - + x4a, = b,



dar ay, a», ..., a, dr kolonnerna i koefficientmatrisen, x1, x», ..., x, dr de obekanta och
b dr hogerledet. Skrivet pa denna form blir, till exempel, ovanstdende ekvationssystem

1 1 2 1
1 . 3 2
oYl 1 | TE| s+ | T2
2 a+2 242 4

Av denna form framgér det att ekvationssystemet &r 16sbart om och endast om b kan
skrivas som en linjirkombination av kolonnerna i A.

Vid 16sandet av ett ekvationssystem skrivs det forst p4 matrisformen (A |b). Med ele-
mentdra radoperationer transformeras ddrefter matrisen (A | b) till en (helst reducerad)
trappmatris (C|h).

Matriserna (A |b) och (C|h) &r radekvivalenta, vilket skrivs som (A |b) ~ (C|h) och
innebér att den ena matrisen kan transformeras till den andra matrisen genom ett antal
radoperationer.

En fundamental sats &r hér att (A|b) ~ (C|h) om och endast om ekvationssystemen
Ax = b och Cx = h har samma losningar. Speciellt galler att A ~ C om och endast om
de homogena ekvationssystemen Ax = 0 och Cx = 0 har samma lésningar.

Av trappmatrisen (C | h) kan du utldsa om systemet Ax = b &r 16sbart och, i sa fall, vilka
av de obekanta (variables som de kallas i laroboken) som ér fria (allsd som du kan ge god-
tyckliga varden) respektive bundna (alltsa vars vdarden &r helt bestimda av vardena pa
de fria obekanta). Losningen kan skrivas som x = x, +t;vq + - - - + {yvy, dér ty, to, ..., t;
dr virdena pa de fria obekanta (som ju kan véljas godtyckligt). Hér géller att x, (som &r
det x som erhalls dd man véljer t; = t, = - - - = t; = 0) dr en 16sning till Ax = b, medan
Xy = tyvi+ oo v dr den allmédnna 1sningen till det homogena ekvationssystemet
Ax = 0.

Exempel. Los ekvationssystemet

x + y + 2z =1

x + ay + 3z 2
ax + y + (@+1)z =1 (TH)
2x + (a+2)y + (2a+2)z = 4

for alla varden pa den reella konstanten a.

Losning. (Se losta problem 1. Vi hoppar 6ver en del detaljer hir.) P4 matrisform blir sy-
stemet

1 1 2 1
1 a 3 2
a 1 a+1 |1
2 a+2 2a+2 |4

Genom ndgra radoperationer transformeras detta till

1 1 2 1
0 a—1 1 1
0 1-a 1—a |1—a |’ ()
0 a 2a —2 2



Om a = 1 sa blir (%)

11 2|1 100]|-3
00 1|1 010]| 2
00o0flo| oo 1] 1
0102 00 0| 0

Av det hogra systemet framgar att dd @ = 1 har (det ursprungliga) ekvationssystemet den
entydiga 16sningen (x,y,z) = (—3,2,1).

Om a # 1 kan den tredje raden i (x) divideras med 1 — 4, varvid vi far

1 1 2 1 1 0 1 0

0 a-1 1 1 N 01 1 1 *)
0 1 1 1 0 0 2—a|2—a

0 a 2a-2)|2 00 0 |2—a

I (#) ser vi att da a # 2 kan vi dividera den fjarde raden med 2 — a varvid vi erhaller
(000 | 1). Denna rad svarar mot den orimliga ekvationen 0 = 1. Alltsa saknar systemet
l6sningar da a ¢ {1,2}.

Om a = 2 blir den hogra matrisen i (¥#)

1 0 10
01 11
00 01l0 _(C‘h)' (@)
0 0 0|0

(C|h) édr en reducerad trappmatris. Forsta- och andra kolonnen &r pivotkolonner, vilket
betyder att x, y &r bundna obekanta. Den tredje kolonnen &r ej ndgon pivotkolonn, vilket
innebér att z &r en fri obekant. Den forsta raden i () svarar mot ekvationen x +z = 0.
Den andra raden i () svarar mot ekvationen y + z = 1. Sétter vi z = t far vi ddrfor
x = —tochy =1 —t, vilket ger oss l6sningarna (x,y,z) = (—t,1 —t,t), t € R. Skriver vi
denna l6sning pa kolonnform, vilket dr bast, sa far vi

() () (3 (4

Har géller att r = r, &r en 16sning till (IH), medan r = ¢ v &r den allménna l6sningen till
motsvarande homogena system (systemet med samma koefficientmatris och hogerledet
0).

Svar. Da a ¢ {1,2} saknar systemet losningar. D4 @ = 1 har systemet den entydiga
losningen (x,y,z) = (—3,2,1). D4 a = 2 har systemet ett odndligt antal 13sningar, vilka
gesav (x,y,z) = (—t,1—tt)=(0,1,0) —£(1,1,-1), t e R. O

e Exempel. Lat

1 —2 -4 =5 3 23 —2 2

2 1 -3 10 -2 -12 1 8

a_| -1 2 4 5 2 7 1 7
1 -1 -3 -1 0 3 1 2

1 —2 -4 =5 1 11 -1 -1

-1 5 7 17 1 -5 1 14



Bestdm den unika reducerade trappmatrisen C, som &r radekvivalent med A. Los det
homogena ekvationssystemet Ax = 0. Anvand l6sningen for att bestimma sambanden
mellan kolonnerna i A.

Losning. Genom att gora en foljd radoperationer, som vi hoppar 6ver men som du bor
gora, far vi

10 -230 10 4
01 140 -2 0 3
00 001 60 2
A~C=100 000 011
00 000 000
00 000 00O

Ekvationssystemet Cx = 6, som har samma l6sningar som Ax = 6, ar alltsa

X1 — 2x3 + 3x4 + X + 4xg = 0
Xy + X3 + 4xy — 2xg + 3xg = 0

x5 + 6Xx¢ + 2x3 = 0

x7 + xg = 0

dér vi underlatit att skriva upp tva triviala ekvationer (av typ 0 = 0). Hér ser vi att de
obekanta x1, x3, x5 och x7 (de bundna obekanta) kan uttryckas i de obekanta x3, x4, x5 och
xg (de fria obekanta) enligt

X1 = 2x3 — 3x4 — X — 4xg

Xy = —Xx3 — 4xy4 + 2x¢ — 3xg
X5 = —6x6 — 2x8
X7 = —X§

Losningarna till det homogena ekvationssystemet Ax = 0 kan déarfor skrivas

X1 2x3 — 3x4 — X — 4xg
X7 —x3 —4x4 + 2x¢ — 33
X3 1x3 + 0x4 + Ox6 + Oxg
. — X4 _ 0x3 + x4 + 0xg + Oxg _
X5 0x3 4+ Oxg — 6x¢ — 2x8
X6 0x3 + Oxq + x¢ + Oxg
X7 0x3 4 0x4 + Oxg — x3
Xg Ox3 4 Ox4 + Oxg + x3
2 -3 -1 —4
-1 —4 2 -3
1 0 0 0
= X3 8 + X4 (1) + X¢ _2 + X3 _g
0 0 1 0
0 0 0 -1
0 0 0 1

dar x3, x4, x6, xg kan vdljas fritt (det ar darfor de kallas for fria).
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Vi gor nu om detta, fast pa ett lite annorlunda satt. Kolonnerna i den reducerade trapp-
matrisen C dr

1 0 -2 3
0 1 1 4
= 0 C 0 3= 0 C 0
1 — 0 ’ 2 — 0 ’ 3 — 0 ’ 4 — 0 ’
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 4
0 -2 0 3
11 6 10 2
0 0 0 0
0 0 0 0
Ekvationssystemen Ax = 0 och Cx = 0 kan skrivas som
X1a1 + Xpaz + x3a3 + xga4 + Xsas + Xgae + Xyay + Xgag = 0. (#)
respektive
x1€1 + X202 + X3€3 4 X4€4 + X5¢5 + X6 + X7€7 4 xg¢g = 0. (%)

Pivotkolonnerna i C dr de som har en etta pa en plats och nollor pa 6vriga platser. Alltsd
1, ¢2, ¢5 och cy. De bundna obekanta i ekvationssystemet Cx = 0 ar darfor xq, X3, X5
och x7. Ovriga kolonner, alltsa c3, ¢4, ¢ och cg, dr inga pivotkolonner. De fria obekanta
i ekvationssystemet Cx = 0 ar darfor x3, x4, xe och xg. For kolonnerna c3, ¢4, cg och cg
gdller att var och en av dem kan skrivas som en linjarkombination av de pivotkolonner
som ligger till vanster om kolonnen i fraga. Narmare bestimt géller att

3= —2c1+C

¢y = 3c1 +4c

g = €1 — 2¢2 + 6¢5

cg =4c; +3c2 +2¢5 +¢7

Kontrollera detta! Dessa likheter kan skrivas som

0=(—2)c;+1ca+(-1)ec3+0cs+0c5+0cs+0cy+0cg
0=3c;+4c+0c3+ (—1)cs+0c5+0c6+0c7+0cg
0= lai+(—2)c2+0c3+0cs+6c5+(—1)cg+0c7+0cg
0=4c;+3c+0c3+0cs+2c5+0c6+1c7+(—1)cg

Alltsa ar kolonnvektorerna

2 3 1 4
1 4 2 3
1 0 0 0
0 1 0 0
K K 6 och 2
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1




16sningar till Cx = 0. Som vi har sett 4r de d& ocksa losningar till Ax = 0, vilket betyder
att vi har likheterna

=(—2)aj+1lay+(—1)az+0as+0as+0as+0ay+0ag
3a;+4ar+0a3+ (—1)as+0as5+0ag +0ay +0ag

=laj+(—2)ap+0az3+0as+6as+(—1)ag+0ay+0ag
4a;+3ay+0a3+0as+2a5+0ag+Tay+ (—1)ag

ol Ol ol Ol

vilka kan omskrivas som

a3 = —2a; +a»

a; = 3a; +4ay

ag = a1 — 2a, + bas

ag = 4a; + 3ap + 2as5 + ay

Det rader alltsd exakt samma samband mellan kolonnerna i A som mellan kolonnernaiC,
vilket du bor kontrollera! Av den anledningen sdgs aj, a2, a5 och ay vara pivotkolonnerna
imatrisen A. Ovriga kolonner, alltsa a3, a4, ag och ag, kan skrivas som linjarkombinationer
av pivotkolonnerna. Eftersom pivotkolonnerna sjdlva givetvis (hur da?) kan skrivas som
linjarkombinationer av pivotkolonnerna kan alltsé varje kolonn i matrisen A uttryckas
som en linjirkombination av pivotkolonnerna i A.

Med ledning av ovanstdende kan vi definiera pivotkolonnerna i en godtycklig matris A
som de kolonner i A som inte kan skrivas som en linjarkombination av kolonnerna i A,
som ligger till vinster om kolonnen i fraga.

Genom att resonera som vi gjort i detta exempel dr det enkelt att bevisa den viktiga satsen
att varje matris dr radekvivalent med en unik reducerad trappmatris. O

Pa samma sdtt som ovan kan man dven 16sa matrisekvationer. En matrisekvation har
utseendet AX = B, ddr A dr en given m x n-matris (koefficientmatrisen), B &r en given
m X p-matris (hogerledet) och X &r en obekant n x p-matris. Losningen gar till sa att
man forst bildar totalmatrisen (A | B). P4 denna gors sedan en {oljd radoperationer tills
man fér en (helst reducerad) trappmatris (C | H). Matrisekvationen &r l3sbar om och
endast om matrisen (C | H) inte innehéller en rad med useendet (0---0 | hy---hp),
dér minst ett av talen hy, ..., I, dr skilt fran noll. Alternativt kan detta uttryckas som att
matrisekvationen ar 1gsbar om och endast om alla pivotkolonnerna i (C | H) ligger i C
(ingen pivotkolonn i hogerledet alltsd).

Lat xy, ..., X, vara kolonnerna i den obekanta matrisen X (X = (xq «-- xp) alltsa) och lat
by, ..., b, vara kolonnerna i hogerledsmatrisen B (B = (b; - - - b,) alltsa). Matrisekvatio-
nen AX = Bér délosbar om och endast alla ekvationssystemen Ax; = by, ..., Ax, = by,
ar losbara (kolonnerna i X utgors av 16sningsvektorerna till dessa system).

Antag att AX = Boch AX; = B. Vihar da att A(X — X;) = B— B = O. Matrisen X;, =
X — X, dr alltsa en 16sning till den homogena matrisekvationen AX = O. Omvint géller
att om Xj, dr en 16sning till AX = O och X; dr en 16sning till AX = Bsd ar X = X; + X,
en 16sning till AX = B. Det betyder att om X; &r en 16sning till AX = B och X, dr den
allmdnna 16sningen till AX = O sa ges den allmdnna 16sningen (d.v.s samtliga 16sningar)
till AX = Bsom X = X, + X},.



e Exempel. Lat

5 -8 —-18 —-17 5 51 2 4
0 5 5 20 -1 -16 2 9
A=|1 -3 -5 -9 3|, B = 25 5 0
0o -2 -2 -8 1 10 1 -3
3 4 -2 25 -1 =11 -2 16

Los matrisekvationerna AX = B och AX = O. Analysera sambanden mellan l6sningarna.

Losning. Vihar

5 -8 —18 —17 5| 51 2 4
0 5 5 20 —-1/-16 2 9
(AlBy=|1 -3 -5 —9 3| 25 5 0
0 -2 -2 -8 1| 10 1 -3
3 4 -2 25 —1|-11 -2 16

Via ett antal radoperationer (6verhoppas!) far vi

10 -230] 1 -13
01 140-2 12
(A|IB)~(C|H)=| 00 001 6 31
00 0O0O] 0O 00O
00 00O O 00O
For den homogena matrisekvationen far vi pa samma sétt
10 -230(000
01 140[(000
(A|]O)~(C|O)=[ 00 00 1|0 0O
00 0O0O0O|0O0O
00 0O0O0|0O0O

I bada fallen dr samtliga pivotkolonner (¢, ¢ och ¢5) i vdnsterledet sd matrisekvationerna
ar 1osbara. Observera for ovrigt att en homogen matrisekvation AX = O alltid 4r 16sbar,
ty X = O ér ju en 16sning. Den obekanta matrisen har tre kolonner; X = (xq,x2,X3).
Matrisekvationen AX = B &r ekvivalent med de tre ekvationssystemen Ax; = by, Axy =
b,, Ax3 = bs, dir by, by, b3 dr kolonnerna i B.

Lat oss titta ndrmare pa ekvationssystemet Ax = by (x = (x1, X2, X3, x4, X5)), vilket har
samma losningar som Cx = h;, dédr h; ar forsta kolonnen i H: De bundna obekanta dr
X1, X2, X5, medan x3 och x4 &r fria. Viljer vixs = x4 = 0sdfas(se (C | H)) x1 =1, x, = =2
och x5 = 6. En 16sning till Ax = by dr dérfor x; = (1, —2,0,0,6). Motsvarande homogena
system dr Ax = 0, vilket har samma 16sningar som Cx = 0. Sétter vi x3 = 1, X4 = 1 &
far vi

X1 = 2x3 — 3x4 = 21 — 3t
Xo = —x3 —4x4 = —1t1 —4ip
X5 = 0



Den allmédnna losningen till det homogena systemet dr darfor

2t1 — 3ty 2 -3
—t — 4t —1 —4
X, = t = 1 t + 0 tr
tr 0 1
0 0 0
2 -3
t -1 t
= V1t1 +V2t2 = (Vl Vz) < i’l > == 1 0 < tl ) .
2 0 1 2
0 0

Av detta foljer att den allménna 16sningen till Ax = by ges av

1 2 =3
-2 -1 -4 ;
X=Xs+ X, =Xs+t1v] + trvy = 0 |+ 1 0 (tl)
0 0 1 2
6 0 0

Forsta kolonnen i den allménna 16sningen till matrisekvationen AX = B har alltsd detta
utseende. Genom att géra motsvarande for andra- och tredje kolonnen i X kan vi (detal-
jerna lamnas at dig som ldser detta) dra slutsatsen att matrisekvationen AX = B har den
allménna losningen

1 -1 3 2 -3
-2 12 -1 —4 A
X=X+ X, =Xs+ (vivo)t = 0 00 |+ 1 0 (t“ tlz t“),
0 0 0 0 1 21 22 23
6 31 0 0

ddr t = (t;) dr en godtycklig 2 x 3-matris. For skojs skull kontrollerar vi att X = X, + X,
verkligen dr en 16sning till ekvationen AX = B. Vi har

AX = AXS + AXh =B+ A(Vl Vz)t
= B+ (Avq Avp)t
=B+ (00)t = B.

O

e Om A &r en m x n-matris, dir m < n, s& maste ekvationssystemet Ax = 0 ha oandligt
manga losningar. Anledningen dr att antalet pivotkolonner dr hogst m sa det maste finnas
fria obekanta (minst n — m stycken). Om A dr en m x n-matris och ekvationssystemet
Ax = 0 bara har 16sningen x = 0 s& maste alltsé m > n.

e Om A dr en m X n-matris och A ~ C dér C &dr en trappmatris med r nollskilda rader sigs
A ha rangen r. Eftersom antalet nollskilda rader i C dr lika med antalet pivotkolonner s&
foljer att rangen dr hogst lika med det minsta av talen m och n. En m x n-matris med rang
lika med det minsta av talen m och n sdgs ha full rang (storre rang kan den inte ha). En
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m x n-matris som innehaller en nollrad mdste ha rang mindre d&n m. En m x n-matris som
innehdller en nollkolonn maste ha rang mindre &n n. En n x n-matris (kvadratisk matris)
har full rang om och endast om den &r radekvivalent med I,.

Enhetsmatriserna I = I, ar ju reducerade trappmatriser fran start sa rangen av I, ar m.
Av definitionen f6ljer att rangen av en matris ej dndras vid en radoperation.

Vad vi forut sagt om l9sbarheten hos ekvationssystem och matrisekvationer kan nu ut-
tryckas mer precist: Matrisekvationen AX = B &r losbar om och endast om matriserna
A (koefficientmatrisen) och (A | B) (totalmatrisen) har samma rang. Om ekvationen &r
l6sbar sd har vi odndligt manga lésningar om och endast om rangen dr mindre dn antalet
kolonner i A, men entydig l6sning om och endast om rangen ar lika med antalet kolonner
i A (varje kolonn i A &r da en pivotkolonn).

En hogerinvers till m x n-matrisen A dr en n X m-matris X sddan AX = I,,. Denna matri-
sekvation dr, som vi sett, ldsbar om och endast om matriserna A och (A | I,;) har samma
rang. Eftersom I, och ddrmed (A | I,;) har rangen m sd betyder det att A har hogerinvers
om och endast om A har rang m. En foljd av detta &r att m < n. Hogerinversen ar unik
om och endast om m = n.

Exempel. Bestdm alla hogerinverser till matrisen A = ( i g ;l > .

Losning. Vi ska alltsd bestimma samtliga l6sningar till matrisekvationen AX = I,. Med
nagra radoperationer far vi

35410 10 -2 2 =5
(A|I)_<1 2 2/0 1>N<0 1 2|-1 3)
De bada forsta kolonnerna i A &r pivotkolonner sa x3 &r fri obekant. Genom att sitta
x31 = x32 = 0 far vi hogerinversen

X111 X12 2 =5
Xs=| x21 x20 | = -1 3
X31 X32 0 0

Om X &r en godtycklig hogerinvers och vi sdtter X, = X — X, sa géller
AXy = AX - AX;=1-1=0.

X, ar alltsd en 10sning till den homogena matrisekvationen AX = O. Losningarna till

denna ges av
35400 10 =200
(A’O>_(1220 o)”<01 2(0 0>

Genom att sdtta x3; = t1, x3 = o far vi den allmédnna 16sningen X}, till den homogena
ekvationen AX = O:

X1 X12 2t1  2b 2
Xh = X21 X22 = —2t1 —2t2 = -2 (tl tz).
X31 X3 2] tr 1



Den allmédnna losningen till AX = I, alltsa samtliga hogerinverser till A, ges darfor av

2 -5 2 2421 =542t
X=X+Xp=| -1 3|+ 2| tht)=| -1-2t 3-2t, |,
0 0 1 t ty
dér t1, t; dr godtyckliga reella tal. O

En vinsterinvers till m x n-matrisen A dr en n X m-matris Y sidan YA = I, vilket ar
ekvivalent med att A'Y' = I, (Y' &r en hogerinvers till Ab. Enligt ovan har dédrfér A en
vansterinvers om och endast om A har rang n, vilket medfor att n < m. Véansterinversen
ar unik om och endast om m = n.

31
Exempel. Bestdm alla vénsterinverser till matrisen A = [ 5 2

4 2

Losning. Véansterinverserna Y, till A, fis som transponaten av hogerinverserna till A’.
Enligt foregdende exempel géller darfor

242t1 —5+2h

Yi=| -1-2t; 3-2t
t t
Alltsa har vi
y — 2421 —1-2H H
S\ =542, 3-2t t, )’
dér t1, t, dr godtyckliga reella tal. O

Av de foregdende punkterna foljer direkt att en m x n-matris A har bade en vansterinvers
och en hogerinvers om och endast om A &r kvadratisk (d.v.s m = n) med full rang. I s&
fall finns det alltsd unika kvadratiska matriser X och Y sddana att AX = I, och YA = I,,.
Av detta foljer emellertid att

Y =YI, = Y(AX) = (YA)X = ,X = X,

sa vénster- och hogerinversen maste vara lika. Vi sdger att X &dr inversen till A. Inversen
till A brukar betecknas A~'. For A~! giller alltsa att

ATA=AATT=1,

Det effektiva sittet att bestimma A~! dr att 16sa matrisekvationen AX = I,. Still upp
(A | I,) och gor radoperationer tills du far (I, | A™1).
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Sammandragning 2:

Har géller det vektorrdkning, avstand, skaldrpodukt, vinklar och framfér allt projektionen av
en vektor pd en annan vektor. Jag tar med en del om plan och rata linjer ocksa (och till och med
sfarer, men det kan du ignorera) trots att vi inte hinner med detta.

e Ortonormerade koordinatsystem i planet (R?) och rummet (R®) (dér det kan vara ett
hogersystem eller ett vinstersystem). Varje punkt P i rummet har entydiga koordinater
(x,v,z). Exempelvis har origo O koordinaterna (0,0, 0).

Vektorn r fran O till P kallas for lagesvektorn for punkten P och vi skriver r :(ﬁ?:
(x,vy,z). Lagesvektorn betecknas alltsa pa exakt samma sétt som punkten P = (x,y,z)
(nér de uttrycks med koordinaterna). Vi uttrycker oss ofta slarvigt och skriver t.ex. saker
som “vektorn frén punkten ryp = (1, —2,3) till punkten r; = (2, —1,2) fas genom att...”,
trots att det dr frdga om lagesvektorer snarare dn punkter.

For lagesvektorn, som for dvrigt dr en helt godtycklig vektor i rummet, har vi
r=(x,y,z) =x(1,0,0) +y(0,1,0) +2(0,0,1) = xi + yj + zk.

Uttrycket xi 4 yj 4 zk visar tydligt att det dr frdga om en vektor och &r, av just detta skal,
att foredra framfor uttrycket (x,y, z).

Langden av vektorn r betecknas |r| och definieras som |r| = {/x? + y? + z2. Denna lingd
ar lika med avstandet frdn punkten P till origo.

H
Vektorn fran en punkt A = (ay,a,a3) till en punkt B = (b, by, b3) betecknas AB och vi
har

H
AB= (b1 — Ell)i + (172 — az)j + (b3 — [13)1(
och

_)
| AB| = \/(b1 — @) + (b2 — a2)? + (b — a3 )2,
vilket ar lika med avstandet mellan A och B.

e Skaldrprodukten av tva vektorer u = (u1, uz, uz) och v = (v, v, v3):
u -V =uj0] + vy + uzvz = |ul|v|cosb,

dar 0 ar vinkeln mellan u och v.

Exempel. For de tre vektorerna a, b, ¢ giller att [a| = 2, [b| = 3, |c| =40ocha+b +¢ = 0.
Bestim a- b, a- ¢, b - ¢ samt vinklarna mellan vektorerna.

Losning. Att vektorsumman &r noll betyder att nér vi lagger vektorerna svans vid spets,
som i den vénstra figuren, bildas en triangel. Lat 7y vara vinkeln mellan a och b. Lat
vara vinkeln mellan a och ¢ och 1at slutligen « vara vinkeln mellan b och c. Se pa den
hogra figuren, dér vektorerna lagts med svansarna i samma punkt.
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Genom att ta skaldrprodukten av bdda leden, i likheten a + b + ¢ = 0, med a, b respektive
c far vi

0=a-a+a-b+a-c = 4+6cosy+8cosp
0O=b-a+b-b+b-¢c = 6cosy+9+12cosua
O=c-a+c-b+c-c = 8cosp+12cosa+16

vilket ju dr ett linjart ekvationssystem med cosy, cos B, cosa som obekanta. Loser vi
detta (gor det!) sa far vi

1
cosy=—, CosPp=— cosa = —

4’ 16’ 8

Alltsa géller

= arccosl ,B — arccos —E X = arccos —Z
= ¢ P 6) “° 8

och

Projektionen uy av vektorn u ldngs vektorn v, som ges av

u-v
Uy = —— V.
V-V

Exempel. Lat a och c vara som i foregdende exempel. Bestdim projektionen av a liangs ¢
och projektionen av ¢ ldngs a.

Losning. Enligt ovan har vi

a—ﬂc——_%c——gc C ——C.aa——_% 11
" ¢cc 16 3277 " a-a’ 4 8
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e En normalekvation for ett plan har utseendet ax + by + cz = d. Vektorn n = (a,b,¢) =
ai+bj+ ck dr en normal till planet. Ekvationen kan ocksd skrivas som n - r = d, ddr
r = (x,y,z) dr ldgesvektorn for en godtycklig punkt pa planet.

Planet delar rummet i tva “halvor”, sa kallade halvrum. Punkterna som ligger i halv-
rummet som n pekar in i (det positiva halvrummet) ges av olikheten n-r > d, d.v.s
ax + by + cz > d. Punkterna i det andra halvrummet (det negativa halvrummet) ges av
olikhetenn - r < d, d.v.sax + by + cz < d.

Exempel. Avgér om punkterna (1,—1,1) och (5,5,2) ligger pa samma sida av planet
x—2y+3z=4

Losning. Vihar
(1) =2(-1)+3(1)=6>4 och (5)-2(5)+3(22)=1<4

Den forsta punkten ligger darfor pa den positiva sidan av planet, medan den andra punk-
ten ligger pa den negativa sidan av planet. Punkterna ligger alltsa inte pd samma sida. [

Ekvationen —ax — by — cz = —d beskriver samma plan som ekvationen ax + by +cz = d.
Vilken sida som éar positiv beror pa vilken ekvation vi véljer. Om vi i exemplet hade valt
ekvationen —x 4 2y — 3z = —4 for planet hade den forsta punkten legat pa den negativa

sidan medan den andra punkten hade legat pd den positiva sidan.

e En ekvation pé vektorform for den rita linjen som gar genom punkten (xo, yo,zo) paral-
lellt med vektorn v = (v1,vp,v3) = v1i+ v2j + vz k dr

(x,y,2) = (x0,Y0,20) + t (v1,v2,v3) = (X0 + v1t, Yo + V2t, 20 + v3t), —oo < f < oo,
Mer kompakt: r = 1g +tv, 00 < t < c0.

e Om v ej dr vinkelrdt mot n sd skér linjen r = rg +tv planet n-r = d i en unik punkt.
Lagesvektorn r = rg + 7 v, for skdrningspunkten, uppfyller 4ven ekvationen

d=n-r=n-(rp+ 1V).

Alltsa
d—n-1g d—n-1g
d=n-rp+T™Tn-v = T=—""HH—, r=10+——V
n-v n-v
Avstdndet fran ry till skdrningspunkten r dr déarfor
_ In-ro—djjv|
[ro — 1| = = ———
vl
Om vi hér later v = n sa gar linjen vinkelrédtt mot planet och skdrningspunkten dr den
punkt pa planet som ligger ndrmast ry. Det betyder att skdrningspunkten &r

d—n-r1
————n
n-n

r=r19+

och avstandet J, fran ry till planet, ar

_Imrg—d|ln|  |n-rg—d| |axo+byo+czo—d|
on) n] N

Exempel. Bestam, for varje reellt vdarde pa konstanten d, avstdndet J fran punkten ryg =
(5,5,2) till planet x — 2y + 2z = d. Ange dven den punkt pa planet som ligger ndmast ro.
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Losning. Enligt ovanstaende formel {6r avstandet punkt - plan far vi

5= |(5) —2(5) +2(2) —d| _ | —1—d| _ |d+1|.
V1+4+4 3 3
Speciellt ser vi att om d = —1 s4 &r avstandet noll, d.v.s punkten ry = (5,5,2) ligger pa

planet. Punkten pa planet som ligger ndrmast ry dr

d—n-r d+1 46 +d 43 —2d 20+ 2d
— = 2 — — = .
r=r+———n=(552)+ 5 (1,-2,2) ( o 9 ' 9 )

e En ekvation for sfaren med centrum i rg = (xo, Yo, z0) och radien R &r
R? = (x —x0)? + (y = y0)* + (2 = 20)* = [t — 10> = (r — 10) - (r — 10).
Antag nu att avstandet fran planet ax + by 4 cz = d till punkten o dr 6, d.v.s

_ |axo+byo+czo—d|
Va2 + 242

Nar det gdller avstdndet mellan planet och sfaren har vi tre fall:

o

— Om J > R &r avstdndet mellan planet och sfiren § — R.
- Om é = R dr avstandet mellan planet och sfaren noll och planet tangerar sfaren.

- Om < Rér avstandet mellan planet och sfdaren fortfarande noll, men nu skér planet
sfdaren langs en cirkel som har centrum i punkten dér linjen r = rg + t n skir planet
(se ovan) och radien p = v/ R? — 4.

Exempel.

(a) For vilka vérden pa d tangerar planet x — 2y + 2z = d sfaren (x —5)% + (y —
5)% + (z — 2)? = 9? Bestam i férekommande fall &ven tangeringspunkten.

(b) For vilka vdrden pa d skér planet x — 2y + 2z = d sfaren (x — 5)2 + (y — 5)2 +
(z —2)* = 9i en cirkel? Bestam i forekommande fall &ven cirkelns medelpunkt
och radie.

Losning. Vi utnyttjar ovanstdende utrdkningar och far:

(a) Sfaren har centrum i (5,5,2) och radien 3. Planet kommer dérfor att tangera
sfaren omm avstandet ¢, fran planet till (5,5,2), ocksa dr lika med 3. Detta ger
oss ekvationen

[d+1] _

3 3, |d+1/=9, d+1=149, d=—-14+09.

Alltsa har vi tangering dd d = 8 eller d = —10. Tangeringspunkten dr den punkt
pa planet som ligger ndrmast (5,5,2). Dd d = 8 &r alltsd tangeringspunkten
(8,—1,8) och d& d = —10 &r tangeringspunkten (2,11, —4).
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(b) Skdrningen dr en cirkel da

_|d+1]
T3
vilket ger —10 < d < 8. Skdrningscirkeln har radien

0 < 3,

po P = \/80—32d—d2 _ \/(10+§)(8—d)

och centrum i punkten

46 +d 43 —2d 20+ 2d
9 7 9 7 9 '

O

e - Mingden av alla punkter som ligger ovanfér planet z = 1 och under, eller pa, planet
z = 3 beskrivs av den dubbla olikheten 1 < z < 3.

— Punkterna (x,y,z) som uppfyller bada olikheterna x* + 1> + z> < 4, x —y +2z > 0
bildar ett (6ppet) halvklot, ndrmare bestimt den klothalva som ligger pa den positi-
va sidan av planet.

e Kryssprodukten av tvad vektorer och dess berdknande med hjélp av en determinant.

Sammandragning 3. Hir forbereder vi tentan genom att besvara kvarvarande fragor och ga
igenom gamla tentor. Speciellt viktigt dr det att inga oklarheter finns gillande 6vningstentan.
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