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Rekommenderade problem m.m.

Du bor 16sa de flesta av problemen som anges nedan. Speciellt bér du innan tentan klara
problemen som givits pa tidigare tentor/duggor, sa dgna dem sérskild uppmérksamhet. Ga
igenom relevanta lsta exempel (pdf-fil pa kurshemsidan, gamla tentor m.m.) i samband med
problemlésningen. Glom inte att skriva upp och fraga om allt du kor fast pa.

Kapitel 1

Handlar om linjara ekvationssystem och matriser. Foljande ar viktigt:

e Gausselimination: Att till en ekvation addera en multipel av en annan ekvation (for att
eliminera en av de obekanta). Att multiplicera en ekvation med ett nollskilt tal (for att
fa koefficienten 1 fér en av de obekanta eller kanske av nagot annat skél). Att kasta om
ordningen mellan ekvationerna (betydelseldst, forutom att man kan se saker tydligare).

e Metoden att skriva ett ekvationssystem péa matrisform ((A|b), dér A &r koefficientma-
trisen och b hogerledet i ekvationssystemet) och 16sa systemet genom att med elementéra
radoperationer transformera matrisen till en trappmatris. Att av denna trappmatris
kunna utldsa om systemet &r losbart och i sa fall vilka av de obekanta (variables som
de kallas pa engelska) som ar fria (allsa som du kan ge godtyckliga vérden) respektive
bundna (alltsd vars virden &r helt bestimda av virdena pa de fria obekanta). (A|b)
kallas for den utvidgade (augmented pa engelska) matrisen.

e Hur man fran en trappmatris avlaser 16sningarna till motsvarande ekvationssystem. Se
exempel 3 i avsnitt 1.2. Observera att systemet som svarar mot trappmatrisen har exakt
samma losningar som systemet som svarar mot (A | b) (alltsa det ekvationssystem du fick
i uppgift att 16sa).

e Gauss/Jordan-elimination: Att fortsatta med radoperationerna dnda tills man far en re-
ducerad trappmatris och att avlisa systemets 16sningar ur denna. Se exemplen 4 och
7 i avsnitt 1.2.

o Atersubstitution (back-substitution pa engelska): Att avsluta radopererandet nir man
kommer fram till en trappmatris (troligtvis inte reducerad), uttrycka de bundna obekanta
i termer av de fria och sedan sétta in dessa uttryck ”nerifran och upp”. Se exempel 5 i
avsnitt 1.2.

e Hur man avgor om ett ekvationssystem ar homogent eller inhomogent och varfor ett
homogent ekvationssystem med fler obekanta &n ekvationer har odndligt manga 16sningar.
Se THEOREM 1.2.1, avsnitt 1.2.

e Begreppen m x n-matris, radmatris (=radvektor), kolonnmatris (=kolonnvektor) (utan att
forglomma trappmatrisernal). Se avsnitt 1.3.

e Hur man avgdr om tva matriser ar lika (A = B). Hur man adderar tva matriser (A + B).
Hur man multiplicerar en matris med ett tal (cA). Hur man avgér om tva matriser A, B
gar att multiplicera och hur produkten AB da ser ut. Se exemplen 3 - 7 i avsnitt 1.3.



Att en matrisprodukt Ax, av en m x n-matris A och en kolonnvektor x € R", kan ses som
en linjarkombination av kolonnvektorerna i A, alltsa

a1k
. a2k
AX = ajx1 + - +a,r,, dir ai= . k=1,...,n.
Amk
Detta betyder att ekvationssystemet med koefficientmatrisen A, obekanta x1,...,x, och
hogerleden by, ..., by, kan skrivas som matrisekvationen Ax = b (jamfér med (A[b)). Se

exemplen 8 och 9 i avsnitt 1.3.

Om A ar en given m X n-matris och y = Ax séger man att y € R &r en linjar funktion
av X € R". Se exempel 10, avsnitt 1.3.

Transponatet AT av en m x n-matris A ir n x m-matrisen vars rader (kolonner) r lika
med kolonnerna (raderna) i A. Se exempel 11, avsnitt 1.3 och d&ven THEOREM 1.4.9,
avsnitt 1.4 (dédr bland annat visas att (AB)T = BTAT).

Sparet av en kvadratisk matris A 4&r summan av talen i A:s huvuddiagonal. Se exempel
12, avsnitt 1.3.

Lagar for matrisrakning: Observera att normalt géller AB # BA och AB = 0 medfor inte
att A = 0 eller B = 0 (hdr betecknar 0 en nollmatris, vilket 4r en matris med enbart
nollor). Se THEOREM 1.4.1, exemplen 1 - 3 samt THEOREM 1.4.2 (om nollmatriser),
avsnitt 1.4. Daremot géller den associativa lagen A(BC) = (AB)C.

Enhetsmatriser: I = I,, &r nx n-matrisen (kvadratisk matris) med ettor i huvuddiagonalen
och nollor pa alla andra platser. For en godtycklig m x n-matris A géller I,,A = A = Al,.
Se exempel 4 och THEOREM 1.4.3, avsnitt 1.4.

Matrisinverser: En kvadratisk matris A ar inverterbar om det finns en matris B sadan
att AB = BA = 1. B ar da en invers till A. I THEOREM 1.4.4, avsnitt 1.4, visas att
inversen ar unik sa man kan skriva B = A~} (A/r1 —At'A=1T ) Du bor kunna formeln
for inversen av en 2 x 2-matris (THEOREM 1.4.5, avsnitt 1.4.)

a b\" 1 d —b 1 2\" 1/ -4 2
= —F t.ex. ==
c d ad—bec \ —c «a 3 4 2 3 -1
och lagarna (AB) ' =B~ 1A™!, (A™H) 1 =4, (ATt =@ HT.

Matrispotenser: A% = I, A" = A(A"_l), neN. A" = (A_l)n (bara om A~! existerar
forstas). Se ex. 8 - 9 i avsnitt 1.4. Vid potensberdkning ar det effektivast att gruppera
"binart”, t.ex.

A29 — AA4A8A16 — A(A2)2((A2)2)2<((A2)2)2)2.

Elementéra matriser (avsnitt 1.5): En sadan erhalls genom att man utfor en elementér
radoperation pa en enhetsmatris. Varje elementéir matris E &r inverterbar och E~! &r ocksa
elementdr (THEOREM 1.5.2). Se ex. 2 - 3, avsnitt 1.5. Resultatet av en radoperation
pa A kan skrivas FA, diar E ar den elementarmatris som svarar mot radoperationen



(THEOREM 1.5.1). Genom en f6ljd radoperationer kan varje matris A transformeras till
en reducerad trappmatris R, dvs det finns en f6ljd elementarmatriser Eq,..., Ej sadana
att B --- F1A = R. Alltsa géller A = Efl e EkflR. Varje matris kan alltsa skrivas som en
produkt av ett antal elementdrmatriser och (langst till hoger) en reducerad trappmatris R.
En reducerad trappmatris R ar inverterbar omm R = I. Detta ger omedelbart THEOREM
1.5.3. Speciellt viktigt i den satsen &r att A~! existerar om och endast om det homogena
ekvationssystemet Ax = 0 bara har den triviala 16sningen x = 0.

En konsekvens av ovanstaende &r standardmetoden for berikning av A~!: Bilda matrisen
(A ] I) (I ar enhetsmatrisen av samma ordning som A). Gor sedan radoperationer tills du
far en reducerad trappmatris (I | B). Da giller att A~' = B. Uppstar det nagon gang en
nollrad till vénster om ”|” sa &dr A inte inverterbar. Se ex. 4, 5, 6 i avsnitt 1.5.

For att 16sa ett ekvationssystem Ax = b kan vi skriva det pa matrisform (A | b) och gora
ett antal radoperationer tills vi erhaller en reducerad trappmatris (R | c). Ekvationssys-
temet Rx = c¢ har precis samma l6sningar som det ursprungliga systemet Ax = b, men &r
mycket enklare att analysera. Vi har foljande alternativ:

(i) Om (R | ¢) har en rad med utseendet 0 ... 0| 1 (maste vara den sista nollskilda
raden) sa svarar det mot att systemet Rx = ¢ har en orimlig ekvation 0 = 1. Alltsa
saknar ekvationssystemet Ax = b 16sningar i detta fall.

(ii) Om det ej finns nagon orimlig rad enligt ovan och antalet nollskilda rader i (R | c)
ar lika med antalet obekanta sa har systemet Ax = b precis en 16sning.

(ili) Om det ej finns nagon orimlig rad enligt ovan och antalet nollskilda rader i (R | c)
ar mindre dn antalet obekanta sa har systemet Ax = b odndligt manga I6sningar.

Se THEOREM 1.6.1. Man definierar rangen av en matris A som antalet nollskilda rader
i den reducerade trappmatrisen R som é&r radekvivalent med A. Ovanstaende kan da
uttryckas som att ekvationssystemet Ax = b &r losbart omm A har samma rang som
(A | b). Om systemet dr losbart sa &ar 10sningen unik om rangen ar lika med antalet
obekanta och man har odndligt manga lésningar om rangen dr mindre dn antalet obekanta.
Léas igenom alla exemplen i avsnitt 1.6.

Har vi ett antal ekvationssystem Ax = by, Ax = bg, ..., Ax = b, med samma koeffi-
cientmatris A (av typ m x n) men olika hogerled by, ba, ..., by, kan dessa l6sas samtidigt
genom losandet av matrisekvationen AX = B, dir kolonn & i den obekanta matrisen
X (av typ m X p) svarar mot de obekanta x i systemet Ax = by, vars hogerled by utgor
kolonn k i matrisen B (av typ m X p).

Matrisekvationen AX = B loser vi genom att sétta upp totalmatrisen (A | B) och gora
ett antal radoperationer tills vi erhaller en reducerad trappmatris (R | C). AX = B ar
16sbart om och endast om (R | C)) INTE har en rad med utseendet 0 ... 0| ¢1 ¢r2 -+ ¢p
dar ¢, # 0 for nagot k (svarar mot att Ax = by, saknar lsningar). Detta kan uttryckas
som att AX = B &r lésbart om och endast om rang(A | B) = rang(A).

THEOREM 1.6.3 ar ett specialfall av THEOREM 1.6.5: AB é&r inverterbar omm bade A
och B ir inverterbara (och (AB)™! = B~'A™!). THEOREM 1.6.5 bevisas lika litt som
THEOREM 1.6.3 pa foljande sétt: Antag att AB = C, dar C &r inverterbar. Vi har da att
Cl'AB=C"'C =1 Om Bx=0sa giller x=Ix = C 'ABx = C"'A0 = 0. Alltsa har



ckvationssystemet Bx = 0 bara den triviala losningen x = 0. Av THEOREM 1.5.3 foljer
att B ir inverterbar = A = ABB™!' = CB~! = A~! = BC™! (kontrollera!). Antag i
stillet att bade A och B #r inverterbara. Du verifierar litt att B~'A™! &r en invers till

AB.

e [ avsnitt 1.7: Uppat trianguldra-, nedat trianguléra- och symmetriska matriser. Diagonal-
matriser (som samtidigt dr uppat triangulira-, nedat trianguldra- och symmetriskal). Ga
igenom alla exemplen i avsnittet.
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Ytterligare ett par uppgifter:

1. Los ekvationssystemet:

A: avs.1.1, s.6-8: 1, 2, 3(b)(c), 4(c), 5(c), 6 - 9, 12 - 14,

A: avs.1.2, 5.19-23: 3, 4(c)(d), 5(c)(d), 8, 9, 12, 13(a)(b), 16 - 19, 22, 26, 31,
A: avs.1.3, 5.34-38: 1, 4(e)(f), 5(a)(b)(d)(e)(i), 8, 9, 10, 13, 14, 18, 21, 27, 31,
A: avs.1.4, s.48-51:  4(c), 7(d), 9(c), 11, 14, 17, 21,

A: avs.1.5, s.57-60: 1, 2, 3, 7(b)(d), 8(e), 10, 13, 14,

A: avs.1.6, 5.66-68: 8, 11, 15, 21, 25,

A: avs.1.7, s.73-76: 11, 18, 22.

—ar + y + 2z = 3
(a+2)y + =z = 2
(1—a)x + y + z = 2

for alla viarden pa konstanten a.



2. Lo6s ekvationssystemet:

z + 2y + bz = 1
br + y o+ z = 1+0b
br + 2y + b2z = 1+b—1b°
2o + (14+20)y + 2z = b
for alla virden pa konstanten b.
Facit:
1 1 2—a

a#=+1: (x,y,2)=(

)

l-a’ 1-d 1—a

a=-1: (x,y,2)=(t, 1-3t,1+1), teR,

b=-1: (x,y,2) = (3

a=1: inga losningar.
b#—1: inga losningar,
1

1
t, =, 1), teR.
g ths )

Kapitel 2

Handlar om determinanter. Foljande ar viktigt:

e Determinanten det A av en kvadratisk matris A &r ett tal, ingenting annat. For en 2 x 2-
matris har vi till exempel
a b
det =

De vertikala strecken har har ingenting att gora med absolutbelopp utan ar bara en gam-
mal beteckning for determinant (som inférdes av Leibniz). Determinanten av en godtycklig
kvadratisk matris definieras sedan induktivt, i avsnitt 2.1, genom sa kallad cofactor ex-
pansion along the first row. Pa svenska séger man algebraiskt komplement i stéallet
for ”cofactor”. Se definitionen av minor (samma ord pa bade svenska och engelska!) och
cofactor samt ex. 1 - 2, avsnitt 2.1. Det gar att visa att man kan utveckla determinanten
langs en godtycklig rad eller kolumn (THEOREM 2.1.1). Bést ar da att véalja en rad eller
kolumn med manga nollor. Se ex. 3 - 4, avsnitt 2.1. I boken hoppar man 6ver manga
bevis, speciellt i 2.1 och 2.2.

a b
c

d

‘:ad—bc

Adjunkten adj(A)till en kvadratisk matris A definieras som matrisen vars i:te rad bestar av
de algebraiska komplementen till den i:te kolumnen i A. Av egenskaperna hos utveckling
efter rad /kolumn foljer att
1
-1 .
= ———adj(4 *

T i) @
Om det(A) # 0 ar alltsa A inverterbar. Se ex. 5 - 7, avsnitt 2.1. Det bor papekas att
standardmetoden for berdkning av matrisinversen i allménhet &r mycket effektivare &n (*).
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Att anvénda utveckling efter rad/kolumn for att berdkna en determinant ar i allménhet
ineffektivt. Ett undantag &r om matrisen A ar triangulér (enbart nollor ovanfor eller under
huvuddiagonalen). Da &r determinanten lika med produkten av talen i huvuddiagonalen.
Alltsa det(A) = ajja2 - - any, (THEOREM 2.1.3). Se ex. 8, avsnitt 2.1.

Cramers regel (THEOREM 2.1.4) ar ocksa den, i allménhet, ett mycket ineffektivt sétt
att 16sa ett kvadratiskt linjart ekvationssystem Ax = b. Vardet ligger i stéllet pa det
teoretiska planet. Se ex. 9, avsnitt 2.1.

I avsnitt 2.2 visas hur man i praktiken gar till viga for att berikna en determinant.
Speciellt viktig dr regeln i THEOREM 2.2.3(c): Om B &r matrisen som uppstar da en
multipel av en rad (kolonn) i A adderas till en annan rad (kolumn) i A sa géller att
det(B) = det(A). Kombinerar man denna med THEOREM 2.2.3(b) (Om B &r matrisen
som uppstar da tva rader (eller tva kolumner) i A byter plats sa géller att det(B) =
—det(A)) sa kan man successivt transformera A till en trianguldr matris C' sadan att
det(A) = £det(C) = £cq1¢22 - - pp- Ga noga igenom alla exemplen i avsnittet.

I avsnitt 2.3 visas

(1) Om A ar en n x n-matris och k € R sa géller det(kA) = k" det(A).

(2) Det &r néstan alltid sant att det(A+B) # det(A)+det(B). (Forsok hitta tva exempel
da det(A + B) = det(A) + det(B))

(3) Om matriserna A, B, C &r lika férutom att tredje raden i C' ar lika med summan
av tredje raden i A och tredje raden i B sa géller att det(C') = det(A) + det(B) (det
behover inte vara just tredje raden!). Motsvarande géller for kolonner.

(4) Om B &r en n x n-matris och F &r en elementér n x n-matris sa géller det(EB) =
det(FE) det(B).
(5) Om A, B ar godtyckliga n x n-matriser sa géller det(AB) = det(A) det(B).

(6) En n x n-matris A &r inverterbar omm det(A) # 0.

1
det(A)

det(A™!) =

Seex. 1-61avsnitt 2.3.

I avsnitt 2.4 behandlas den klassiska metoden att definiera determinanten
det(A) =Y " Faij,az5, - ang,

av en n X n-matris A. Agna inte sa mycket uppmérksamhet at detta!

: avs.2.1, s.94-96:  3(a)(b), 4, 9, 12, 18, 22, 31,
. avs.2.2, 5.101-103: 2, 3, 9, 12, 13, 14,
: avs.2.3, s.109-111: 3, 4(a)(b), 7, 8, 10, 16,

: avs.2.4, s.117-118: 6 -9, 13.



Problem att 16sa i gamla tentor/duggor m.m:

Tentan 2009-01-08: | 3

Tentan 2008-10-24:

Tentan 2008-08-21:

Tentan 2008-03-27:
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Tentan 2008-01-09: | 3, 4
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Tentan 2007-10-22:

Duggan 2008-10-09: | 2(a)

Duggan 2008-02-18: | 4

Duggan 2007-11-26: | 3, 4

Duggan 2007-10-02: | 4

Determinanter: Extra 6vning

Ytterligare nagra uppgifter:

1. Berékna foljande determinant D av ordning n > 2:

Los aven ekvationen D = 01 de fall da a >0, b > 0.

2. Berikna foljande determinant D av ordning n + 1:

Dn+1

S O~ N

o O

S O R

0
b

1
1
1

O = N =

8

0
b

a
1
1

N = O

0
b

0
a
1

N = OO

o O O O

S = N

[an)

o

o O O O

o O O O

O = O e




ar en determinant av ordning n. Visa att det finns ett enkelt samband mellan D,,, D, _1 och
D,,_s och anvand detta for att berdkna D,,.

Facit:
1. D = 2" %(2? — ab), D = 0 har rétterna =v/ab och 0 (om n > 3).
9. Dpi1 = (1 —a)"

3. Sambandet D,, = 2D,,_1 — D,,_o. Determinanten D, = n + 1.

Kapitel 3

Handlar om vektorer, skalarprodukt, vektorprodukt, rata linjer och plan. Foljande ar viktigt:

e En (geometrisk) vektor « eller u &r en ”pil” fran en punkt A till en punkt B (i planet eller
rummet). Vi skriver @ = u =AB. Tva vektorer & = u =AB och ¥ = v =CD ér lika om
ABDC &r en parallellogram, sa en vektor &ndrar sig inte om man parallellférflyttar den.

e Summa, @ + ¥, multipel, A%, nollvektor, 0, motsatt vektor —@. Réknelagar for vektorer.

e Ortonormerade koordinatsystem i planet och rummet (Oxy respektive Ozyz). Avstands-
formeln. Koordinater for vektorer (4 = (uj,uz) respektive @ = (uj,ue,us)). Normen

||| = |@] = /u} + u3 + u3 av en vektor. Enhetsvektorer.

e Skalarprodukt: Geometriskt;

; U - U = |u]|v]cosf. Uttryckt i ON-koordinater; @ - ¥ =
w1 + ugvy + uzvs. |ul* =1 -

S Sy

e Ortogonala projektionen p’ av vektorn @ pa vektorn f som ges av

1
!

—

P = projsu =

f

y

f-
och har egenskapen att ¢ = # — p’ ar vinkelrat mot f

e Ortogonala projektionen p'av @ pa planet az+by+cz = 0, med normalvektorn 77 = (a, b, ¢),
som ges av
p=u—¢, dir §=projzu

Vi har har 4 = p+¢, dar p'ligger i planet och ¢ ar vinkelrat mot planet, d.v.s. ¢ ar parallell
med 77. Om vektorerna anges som en kolonnmatriser sa géller ¢ = Qu och p'= Pu dar

a’> ab ac b2 + 2 —ab —ac
Q= ; ab b be och P = ; —ab  a®+ —bc
2 2 2 2 2 2
af+ b2+ ac be a®+b*+c —ac —be a4+



Kryssprodukten av vektorerna u = (uq1, ug, u3) och v = (vy, va,v3) med formeln

i j k
UuXVvV=|u u U3
v V2 U3

Arean av parallellogrammen som spanns upp av u och v ar |u x v|.

Trippelprodukten
up Uz u3
(uxv)-w=u-(vxw)=| v v v3
wp w2 w3

har vardet &£V, dar V ar volymen av parallellepipeden som uppspanns av u, v och w.
Tecknet pa trippelprodukten visar om trippeln u, v, w utgor ett hoger- eller vanstersystem.

Ett plan har en ekvation ax + by + cz + d = 0 (pa normalform). Vektorn 7 = (a,b, c) ar
en normalvektor till planet.

For att hitta en ekvation (pa normalform) f6r planet genom tre givna punkter Py(xo, Yo, 20),
Py(z1,y1,21), Pa(x2,y2,22) kan man ga tillviga pa (atminstone) tre sitt:

(1) Anséatt planets ekvation az + by +cz+d = 0. Alla tre punkterna skall uppfylla denna
ekvation vilket ger oss ekvationssystemet

axg+byo+czo+d=0
ax1+by1 +cz1+d=0
axg +bys +czo+d=0

dar a, b, c,d ar de obekanta.

(2) De bada vektorerna u =PyPy= (x1 —x0, Y1 — Yo, 21 — 20) och v =Py Po= (29 — 0, y2 —
Yo, 22 — zp) ar parallella med planet, vilket medfor att u x v = (a, b, ¢) &r en normal
till planet. Planet har darfér ekvationen

a(x —x0) +b(y —yo) + c(z —20) =0
(ty for en godtycklig punkt P(x,y, z) i planet ar vektorn PyP= (x — zo,y — Yo, 2 — 20)
vinkelrdt mot (a, b, c)).

(3) For en godtycklig punkt P(x,y, z) i planet ar vektorerna w =PyP= (r—x0,y— Yo, 2 —
20), W =RyPi= (21 — %0, y1 — Yo, 21 — 20) och v =PyP= (z2 — T0,y2 — Yo, 22 — 20)
parallella med planet. Volymen av den parallellepiped som spanns upp av de tre
vektorerna ar darfor 0, vilket ger oss ekvationen

r— Ty X1 —Tyg T2 — X0 Tr — X Y — Yo Z— 20
O=w-(uxVv)=|y—% ¥y1—Y ¥Y2—Y |=|21—20 Yy1—Yo 21— 2
Z—20 21 TR0 22— X0 T2 —To Y2 —Yo <2 — %20

som vi kallar for planets ekvation pa determinantform.
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Avstandet D fran en punkt Py(xg,yo, z0) till planet ax + by + cz+d = 0 ar

_ ]axo + by + czp + d‘

D
Va2 + b2+ 2

Se THEOREM 3.5.2.

Avstandet D mellan tva parallella plan ax +by +cz+dy =0ochar +by+cz+dy =0
ges av
|d2 — d

VaZ+ 02+ 2

Se exempel 9, sid 162.

En rét linje genom punkten Py(xo, yo, 20) parallell med vektorn v = (a, b, ¢) har ekvationen

(z,y,2) = (z0, Y0, 20) + t(a,b,c), —o0o < t < oco. Sétter vi r =OP= (z,y, 2), ro =0FPy=
(xo,Y0, 20) (ortsvektorerna till punkterna) blir detta r = ro + ¢t v.

Avstandet D mellan tva linjer r = r; + t vy och r = ry + t vy, som ej ar parallella, ar lika
med avstandet mellan de tva parallella planen ax—+by+cz+d; = 0 och az+by+cz+ds = 0,
dar (a,b, c) = vi X vy, som innehaller punkterna P (x1,y1, 21) respektive Pa(x2,y2, 22). Det
innebar, enligt ovan, att

ro — r1) . (V1 X Vg)‘

bl
’Vl XVQ‘

Ibland anges en rat linje som skdrningen mellan tva plan a1z + b1y + c1z + di = 0 och
a2 + boy + coz + do = 0. Det kan ofta vara lampligt att uttrycka tva av variablerna i
den tredje och pa sa sétt fa fram en ekvation for linjen pa formen r = rg 4+ ¢t v. Anta, till
exempel, att planen har ekvationerna x+2y—2z = 15 och 2z +4+y+22z = 15. Om vi adderar
de bada ekvationerna erhalls 3z + 3y = 30 = = + y = 10, vilket ger 15 = x 4+ 2y — 2z =
r+y+y—2z2=10+y—2z=y=5+22, z=10—y =5 — 22. Sitter vi nu z = ¢ far vi
x=>5—2t,y=>5+2t. Alltsa (z,y,z) = (5,5,0) + t(—2,2,1).

: avs.3.1, s.130-131:  1(a)-(e), 2(d)(g), 3(e), 6(a)(b), 7, 8, 9, 11, 13,

: avs.3.2, s.134-135:  1(b)(e), 2(c), 4, 7, 9, 10,

: avs.3.4, s.153-155:  1(a)-(c), 2(b), 3(a), 4(a), 10(a), 11(a)(b), 13, 15-18, 19(a),

A
A
A: avs.3.3, s.142-144:  1-6, 8, 10-21, 24-26,
A
A

: avs.3.5, s.162-165:  2(a), 4(a), 5(a)(c), 6(a)-11(a), 19(b), 22, 24, 32, 35, 39(a),

Problem att 16sa i gamla tentor/duggor m.m:
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Tentan 2009-01-08: | 4,6, 7
Tentan 2008-10-24: | 4, 5, 7
Tentan 2008-08-21: | 1,4, 8
Tentan 2008-03-27: | 5,6, 7
Tentan 2008-01-09: | 5, 6
Tentan 2007-12-17: | 5, 6
Tentan 2007-10-22: | 5, 6
Duggan 2008-10-09: | 2, 3
Inlupp 2, 2008: 1,2,3,4

Kapitel 4

Handlar om det euklidiska rummet R™, linjart beroende och oberoende, baser, koordinater,
linjara avbildningar fran R" till R™, egenskaper hos linjara avbildningar, polynom (betraktade
som vektorer).

Foljande ar viktigt:

e R" dr rummet av alla n-tipplar & = (21, x2,...,z,). Ibland ar det lampligt att se vektor-
erna som kolonnmatriser, ibland som radmatriser.

e R" &r forsett med skaldrprodukten - § = x1y1 + xoy2 + - - - + Tpyn. Vi tolkar |Z| = VZ - &

som vektorns ldngd och
6 = arccos ( ai 3_/,>
2|9

e Om ay, ag, ..., a, ar vektorerer i R™ och x1, x2, ..., x, &r reella tal sa sigs summan

som vinkeln mellan vektorerna.

T1a] + T2 + - -+ + THa, € R™

vara en linjirkombination av a;, as, ..., a, med koefficienterna xi, xo, ..., z,.
Om vi bildar matrisen 4 € R(™™ med vektorerna

aii a12 Q1n

az1 a22 a2n

a] = as = . a, =

am1 am2 Amn,

som kolonner och kolonnvektorn x = (z1,...,x,) € R" sa géller
Ax = ajx1 +agwe + -+ + a,T, = 141 + T2a2 + - - + KAy,
Vektorn b € R™ &r alltsa en linjarkombination av ai, as, ..., a, om och endast om
ekvationssystemet Ax = b ar losbart (z1, ..., x, ar koefficienterna i de linjirkombinationer
av aj, ag, ..., a, som ar lika med b).
e Miéngden av alla linjairkombinationer av vektorerna a;, as, ..., a, (i R™) kallas for

linjara holjet av a;, ag, ..., a, och betecknas i laroboken med span{a;, as, ..., a,}.
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Om W = span{a;, as, ..., a,} och u,v € W, A € R sa giller att u+ v € W och
Au € W. Det betyder att W ar ett delrum till R”. Vektorerna aj, as, ..., a, ar linjart
oberoende om det homogena ckvationssystemet Ax = 0 bara har lésningen x = 0. For
att 16sa Ax = 0 skriver vi systemet pa matrisform (A | 0) och gor radoperationer tills vi

far en reducerad trappmatris (C' | 0). Kolonnerna i C' ar av tva slag: Forst har vi de sa

kallade pivotkolonnerna c;,, cj,, ..., ¢j, 1 <ji1 <jo <--- <j. <n,dar
1 0 0
1 0
cp=er=| | cr=e=|, cj.=e = | 4
0 0 0
Vektorerna ej, j = 1,...,m med en l:a pa j:te plats och resten nollor kallas for stan-

dardbasen i R™. Pivotkolonnerna utgérs av de r forsta av dessa vektorer. Det ar mojligt
att mer dn en kolonn i C' 6verensstimmer med e;, for nagot j. I sa fall dr det den av
dessa kolonner som ligger langst till vanster, som ar pivotkolonnen. For 6vriga kolonner
ck, k ¢ {j1,...,5-} 1 C géller att ci &r en linjirkombination av de pivotkolonner som
ligger till vanster om cj (cj, med j, < k, se losta exempel 2 och 3). Det finns alltsa tal
x1,...,2x—1 (dér z; = 0 om c; ej &r pivotkolonn) sadana att ¢, = c1@q + -+ + Cp_12p_1.
Satter vi nu z = —1, 2441 = -+ = x, = 0 sa géller alltsa att Cx = 0. Eftersom systemet
Ax = 0 har samma 16sningar som C'x = 0 foljer att ap = a1x1 + -+ ap_1Tp_1.

Pivotkolonnerna i A definieras som kolonnerna pa samma. platser som pivotkolonnerna i C'
(om c¢j,, €j,, ..., cj, &r pivotkolonnerna i C é&r alltsa a;, aj,, ..., aj;, pivotkolon-
nerna i A). Vart resonemang ovan visar att varje icke-pivotkolonn aj i A kan skri-
vas som en linjarkombination av pivotkolonnerna i A till vinster om a;. Koefficien-
terna i denna linjarkombination &r identiska med koefficienterna d& cj uttrycks som en
linjirkombination av pivotkolonnerna i C' till véinster om cj. A andra sidan kan ingen

av pivotkolonnerna a; , aj,, ..., aj, uttryckas som en linjarkombination av de Ovriga,
d.v.s. pivotkolonnerna i A &r linjart oberoende. Vi sager att A = {a;,, aj,, ..., a;,}
ar en bas i W = span{a;, as, ..., a,}. Varje vektor w € W kan skrivas som en unik
linjarkombination

W = )\1aj1 + )\gajz + -+ /\rajr
av basvektorerna. Koefficienterna A1, ..., A, definieras som w:s koordinater i basen A.

Speciellt ser vi att a;, as, ..., a, ar linjart oberoende om och endast om alla kolonner i
A ar pivotkolonner, vilket direkt framgar av att

~ I, |0
C 0) = " -
(@10) ( 010 )
dér O ar en nollmatris med m — n rader. For att a;, as, ..., a, skall kunna vara linjart

oberoende &r det alltsa nodvandigt (men inte tillrdckligt!) att m > n.

Det linjara holjet av raderna i en matris A kallas for matrisens radrum. N&r man gor ele-
mentéra radoperationer pa en matris dndras inte radrummet. Alltsa géller att radrummet
till den med A radekvivalenta reducerade trappmatrisen C' ar detsamma som A:s radrum.
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De nollskilda raderna i C' dr uppenbart linjart oberoende och utgér darfér en bas i A:s
radrum.

En linjar avbildning fran R™ till R™ &r en funktion 7' : R™ — R™ med egenskaperna (LL1)
T(u+v)=T(u)+T(v) och (L2) T(Au) = AT (u), for alla u,v € R" och alla A € R.

Standardmatrisen A € R(™™ for T ir matrisen med kolonnerna a; = T (e1), ag =
T(e2), ..., ap =T(e,), dér eq,...,e, ar standardbasen i R". Av (L1) och (L2) féljer att
y =T(x) = Ax, x € R", y € R™. Vi koncentrerar oss pa de laga dimensionerna (2 och
3) och de geometriska egenskaperna hos sadana avbildningar.

Rotation moturs vinkeln 6, av vektorerna i planet: Vi har da att T'(¢1) = (cos#,sin#) och
T(€2) = (—sinf,cosf) (€1 = (1,0), € = (0,1) ar standardbasvektorerna). For standard-
matrisen 4 € R®?) till T, galler alltsa att

1 0 cos —sinf
A:AI2:A<O 1>:<Sin9 cos@)

Projektion, av vektorerna i planet, pa vektorn n = (a,b): Fran kapitel 3 (se ovan) vet vi
att

n-v 1 T 1 a

1 a 1 a’ ab
A_a2+b2<b)(a b)_a2+b2<ab b2> (*)

Projektion, av vektorerna i planet, pa den rita linjen ax + by = 0. Vektorn (b, —a) &r
parallell med linjen sa vi far direkt av () att T'(v) = Av, déar

1 b 1 b2 —ab
A_62+a2(—a>(b _a)_a2+bz<—ab a2)

Spegling, av vektorerna i planet, i den rata linjen ax + by = 0: For en vektor u som &r
parallell med linjen géller att 7'(u) = u och for en vektor v som ar vinkelrdt mot linjen
galler att T'(v) = —v. Exempelvis har vi T'(b, —a) = (b, —a) och T'(a,b) = (—a, —b). For
standardmatrisen A € R®?) il T, galler darfor att

b a b —a
A( —a b > o ( —a —b >
vilket ger

A= 1 b —a b —a '\ _ 1 W —a®> —2ab
a2+ 2\ —a b a b ) a2+ b2 —2ab  a® —1?

Projektion, av vektorerna i rummet, pa vektorn n = (a,b,c): Som i (%) far vi T'(v) = Av,
dar

déar

2

1 a 1 a® ab ac
2
“arwre| bt ) mmrpra| @ b ok #)
ac bc ¢
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e Projektion, av vektorerna i rummet, pa planet ax + by + cz = 0: Vi har har att T'(v)

v—Qv = (I —Q)v, dir  ar matrisen for projektionen, av vektorerna i rummet, pa

vektorn n = (a, b, ¢) (som ges av (#)). Alltsa

1 a’ + b+ &2 0 0 a®> ab ac
= m 0 a2 + b2 + 02 0 — ab b2 bC
a®+ 0% yc 0 0 a’ + b+ 2 ac be
1 b + 2 —ab —ac
2 2
= S T3 . o —(Lb a“ +c —bC (**)
af+b*+c —ac —be a’ +v?

e Spegling, av vektorerna i rummet, i planet az + by + cz = 0: Hér géller att T'(v)

v —2Qv = (I — 2Q)v, dar @ ar matrisen for projektionen pa vektorn n = (a, b, ¢) (som

ges av (#)). Alltsa

1 b 4 —a? —2ab —2ac
A=T-2Q= ——— —2ab a2+ —b? —2bc
21 p2 1 2
@+ +c —2ac —2bc a2 +b? — 2
e Om @ ar matrisen (#) for projektionen pa vektorn n = (a,b,c), P &r matrisen ()

fér projektionen pa planet ax + by + cz = 0 och S ar matrisen for speglingen i planet

az + by + cz = 0 sa giller sambanden Q7 = Q = Q?, PT = P = P2, P+Q =
PQ = QP = 0 (nollmatris), ST = § =571 (dv.s. S2=1)samt S =2P — [ = I — 2Q.

A: avs.4.1, s.178-180: 3, 4, 6(a)-(c), 10, 14(e)(f), 15, 16, 17,(d), 19-23, 26,

A: avs.4.2, s.193-197:  1(b)(c)(d), 5, 6, 12(a)(b), 13(b), 16, 18, 20,

I,

A: avs.4.3, 5.206-209: 1, 2, 4, 5(a)(b), 6(a)(b), 7, 8, 13, 14(b)(c), 15, 16, 18, 20,

22, 23,
A: avs.4.4, s.217-219: 1-5, 8, 9, 12, 16.

Problem att 16sa i gamla tentor/duggor m.m:

Tentan 2009-01-08: 8
Tentan 2008-10-24: 8
Tentan 2008-08-21: 6,7
Tentan 2008-03-27: 7
Tentan 2008-01-09: 7,8
Tentan 2007-12-17: 7
Tentan 2007-10-22: 7,8
Valentinas uppggifter: | 1 - 34

Blandade 6vningar i Linjar Algebara: linjart oberoende, linjart holje, bas.
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1. Lat u; = (1,-1,0,2), iy = (2,1,-3,1), 43 = (—1,—-2,3,1), @4y = (—1,0,2,1) vara vektorer
i R

(a) Avgor om vektorerna iy, e, U3, iy ar linjart beroende eller oberoende.

(b) Avgér om vektorerna v = (1,3,—1,4) och @ = (2,—1,1,2) tillhor det linjdra holjet
span(uy, Ua, U3, Ug). Om vektorn ¥ resp. « tillhér det linjara holjet, framstéll den som
en linjirkombination av vektorerna i, s, U3, U4 .

2. For vilka viarden av konstanten a € R tillhor vektorn ¢ = (1,a,4,1 — a) det linjara holjet
av vektorerna iy = (1,—1,1,—1), iy = (2,1,-2,1) och i3 = (—1,3,1,1) i R*?

3. Avgor om vektorerna iy = (1,0,2), iy = (1,—1,1), i3 = (1,—2,0) i R?® &r linjért beroende
eller oberoende. 1 fall de inte ar det, finn bland ;, @s, U3 en uppsattning vektorer som ar
linjart oberoende och som spénner samma linjéra holje som w1, uo, Us .

4. Visa att vektorerna o = (1,0,2,1), v = (1,—-1,1,2), 75 = (1,-2,0,3), 04 = (2,1,1,3) &r
linjart beroende. Uttryck en av de som en linjar kombination av de ¢vriga. Finn bland dem
en uppsattning av linjart oberoende vektorer som har samma linjara holje som vektorerna
’1717 621 1735 ?-_;4 .

5. Lat i; = (1,2,1), @z = (—1,0,1) vara tva vektorer i R®. Finn en ekvation som komponen-
terna x1,x2,x3 maste uppfylla for att vektorn ¢ = (x1,x9,23) € R? skall tillhora det linjéra
holjet span(iy, ). Tolka resultatet geometriskt. For vektorer ¢ som uppfyller ekvationen
finn en framstéilning av ¥ som en linjarkombination av i och 5.

6. (a) Avgor om vektorerna 77 = (1,2), ¥ = (2,—1) utgér en bas i R?. Om sa &r fallet finn
koordinaterna i denna bas v for vektorn F' = (1,1) och for vektorn @ = (z1,x2).

(b) Anviéind resultaten i del (a) for att dela upp kraftvektorn F =(1,1) i R? i komposanter

parallella med vektorerna #; och ¥y (dvs. finn F1, Fg sadana att F' = F} —l—ﬁg med ]31 | o1
och F2 || 172 )

7. (a) Avgdr om vektorerna i = (1,—1,1), @y = (2,0,1), @3 = (1,—1,2) utgdr en bas i R?.
Om sa ar fallet finn koordinaterna i denna bas u for vektorn F' = (1,1,1) och for vektorn
117 - (Qfl,l'Q,ng) .

(b) Vektorerna @y = (2,0,1), us = (1,—1,2) spanner upp ett plan 7 genom origo i R3.
Anvind resultaten i del (a) av uppglften for att framstalla kraftvektorn F = (1,1,1) som
summa av tva komposanter ﬁl och FQ, F F1 + Fg, dar komposanten F1 ar parallell med
vektorn i3 = (1,—1,1) och komposanten F2 ar parallell med planet .

8. Avgor om vektorerna @y = (1,0,1,1), 4 = (1,1,—1,0), us = (1,-1,1,1), 44 = (2,—1,3,3)
utgor en bas i R, Om sa #r fallet finn koordinaterna i denna bas u for vektorn F = (1,1,2,1)
och for vektorn @ = (z1,x2,x3,24) .
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Facit:

1. (a) Vektorerna wy, s, i3, Uy &r linjart beroende.

2 7
(b) U € span(u, Ua, U3, U4), U= (—5)61 + gﬁg +0 - U3 + 3uy, (t.ex.)
w ¢ Span(alv ﬁ?) 1_/:37 ﬁ4) :
2. a=2.

3. Vektorerna i, Uz, @3 ar linjért beroende. Vidare ar t.ex. span(u, i, i3) = span(iy, U2)

och , Uy &r linjart oberoende.
4. T.ex. 173 = —171 + 2172 . Span(z_)'l, 172, 174) = span(Ul, 172, 173, 174)

5. Ekvationen ar x1 —xo4+x3 =0. Geometrisk tolkning: vektorerna i, @y spénner upp ett
plan 7 genom origoi R®. Planet 7 har ekvationen z; —xs + 3 = 0. Vektorn 7 = (1,29, 23)
tillhor det linjara holjet span(iy, W2) omm o ligger (= ar parallell) i detta plan.

S, . . . 1 1
Om U = (x1,x2,23) med x1 —z2+x3 =0 blir ¥ = ¢t +cotle med ¢ = 3% 2= —x1+§$2.

6. (a) Ja, v = (¥, %) utgdr en basi R?.

—» 3 1
- (5’ 5)&
5= (o1,22) = (o1 + 202, 21— £2)
w=((r1,xr2) = 5.%’1 551}2, 51’1 51’2 v -
_ 3 3 - 1 1
(b) Fl —5171 25(1,2) och F2256225(2,—1)
7. (a) Ja, u = (i, iy, i3) utgdr en basi R3.
F=(=21, 1)y.
ﬁ_(1 3 Lo Loy )
w = 2561 2562 €3, 21‘1 2902, 2iU1 2552 Z3)u -

(b) Fy = —2i; = (=2,2,—2) och F =iy + i3 = (3,—1,3).

8. Ja, u = (uy, i, U3, iy) utgor en bas i R*,
F=(5, -1, =1, —1)4,

W= (221 + x2 + 3x3 — 4wy, —x3 + X4, T1 — T2 — T4, —T] — T3+ 2T4)u -
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