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Svar till ovningstentan.
Del A

1. For vilka virden pa a dr ekvationssystemet

ax + y = a
x + ay =1

16sbart?

Svar. Koefficientmatrisen har determinanten
A [P By T Y |
1 a

Om a # £1 &r determinanten nollskild, vilket medfor att systemet dr entydigt 16sbart for
varje hogerled. Om a = 1 blir ekvationssystemet

x+y =1 _
{ x + y =1 ¥+y=1
I detta fall har vi alltsa odndligt ménga l6sningar. Om, slutligen, 2 = —1 blir systemet
-x + y = -1 o
{ r — y = 1 x—y=1
Aven hér har vi odndligt ménga 16sningar. Systemet dr darfor alltid losbart! O

2. Bestdm, nar den existerar, inversen till matrisen
a 1
A=

Svar. 1problem 1 sag vi att det(A) = a® — 1. Matrisen ar allts inverterbar om och endast
om a # +1. Enligt en bekant formel ges inversen av

A= 1 a —1 _ 1 —a 1
a2 -1\ —1 a 1—a2 1 —a

Alternativt far vi inversen genom att 16sa matrisekvationen AX = I:

a 1]1 0 0 1-a*][1 —a 0 1-a®> |1 —a \ _
1 al0 1 1 a [0 1 1—-a*> a(1—-a*) |0 1-—a?




0 1-4°
1— 42 0

Den sista matrisen ger

O
3. Los ekvationen
1 1 x
1 x 1|=0
x 1 1
Svar. Determinantrdknereglerna ger oss
11 «x x+2 1 x 11 «x
0=|1 x 1|=|x+2 x 1 |=x+2)|1 x 1 |=
x 1 1 x+2 1 1 1 11
1 0 x-1
=(x+2)|1 x=1 0 |=—(x+2)(x—1)
1 0 0
Ekvationen har darfor rotterna x1 = xp = 1, x3 = —2. O

4. Bestdm arean av triangeln med horn i punkterna (0,1), (3,2) och (2,3).

Svar. Vektorn fran (0,1) till (3,2) aru = (3,1)T. Vektorn fran (0,1) till (2,3) arv = (2,2)7.

(2,3)

Arean av triangeln ar hélften av arean av parallellogrammen som spdnns upp av u och
v. Vi har

3 2
det(u,v)—‘1 2|—6—2—4,
vilket ger oss arean 1| det(u,v)| = 2. O

5. Bestdm arean av triangeln med horn i punkterna (0,1,1), (1,3,2) och (1,2, 3).



Svar. Vektorn frén (0,1,1) till (1,3,2) dru = (1,2, 1)T. Vektorn frén (0,1,1) till (1,2,3) &r

v = (1,1,2)T. Arean av triangeln ar halften av arean av parallellogrammen som spanns
upp av u och v. Vi har

i

uxv=|1 2

11

=3i—j—k,

N~ &

vilket ger oss arean 1|u x v| = 1V/11. O

. Lat L vara linjen med ekvationen x +y = 0. Skriv vektorn w = 3i 4 j som en summa
W = u + v, dér u &r parallell med L och v ar vinkelrdt mot L.

Svar. En vektor parallell med L &ra =i —j. Vihar da

w-a 3—-1 ..
uz;a: 1_'_1:51:&1:1—]
och
v=w-—u=Bi+j)—(i—j) =2i+2j
En kontroll, som man bor gora, visar att v L u. O

. Lat L vara linjen i féregédende uppgift. Bestim avstandet fran punkten (3,1) till L.

Svar. Det sokta avstandet &r lika med |v| = 2v/2, dér v 4r vektorn i féregaende problem.
Alternativt ges avstandet av
2
@+ @ _,
VI+1

O
. Lat IT vara planet med ekvationen x 4 2y — 2z = 0. Bestdm avstdndet fran punkten
(1,2,1) till TT.
Svar. Avstandet ges av
) +20) -2 _ Bl _,
1+4+4 3
O

. IT &r planet i foregdende uppgift. Vilken punkt pa IT ligger ndrmast punkten (1,2,1)?

Svar. Réta linjen genom punkten (1,2,1) som gar vinkelrdtt mot planet x +2y —2z = 0
har ekvationen

(vy,z)=(1,2,1)+t(1,2,-2) = (1 +t,2+2t,1 - 2f)
Linjen skér planet i punkten som ges av
1

0=(1+0)+202+2)-2(1-2)=3+9% = t=—2

Den sokta punkten ges darfor av

(xyz)=(1-32-31+%) = (%



10. Bestdam elementira matriser Eq, E», E3 sddana att

11.

12.

EsEbEiA=1 dir A= < _2 _? > (%)

Svar. Vi paminner om att en elementédr matris erhalls genom att man gor en radoperation
pa enhetsmatrisen. Om matrisen A; fds genom en radoperation pa A sa géller A; = E{ A,
déar Eq dr en elementir matris. Vi har i detta fall

fa=(33)(33)=(3 )=

10 -1 0 -1 0
E2A1_<—2 1)(—2 1>_< 01)_‘42
-1 0 -1 0 10
E3A2_< 0 1>< 0 1)“(0 1)“1
dar
1 5 10 -1 0
a=(o7) 2=(21) #=(T01)
Av (x) foljer att A~ = E3E,E;, vilket litt kontrolleras. ]

Tvé linjer gesav Ly : (x,y,z) = (3—2t,5—t,t), Ly: (x,y,z) = (t,2—1t2). Visa att
linjerna skar varandra och bestim skdrningspunkten.

Svar. Linjerna skdr varandra om och endast om det finns tal 1, f; sddana att

3—-2h1 =1t
5-t1=2—-1t
t =2

Satter viin f; = 2 i den forsta ekvationen far vi —1 = t,. Sétter visedanin t; = 2 och t, =
—1idenandra ekvationen sa far vi 3 = 3, vilket uppenbarligen dr sant. Skarningspunkten
ar (tz,2—t2,2) = (—1,3,2). ]

Lat L1, L, vara linjerna i foregdende uppgift. Bestim en ekvation foér planet som innehaller
bada linjerna.

Svar. En punkt pa Ly dr (3,5,0). En punkt péd L, &r (0,2,2). Vektorn fran (—1,3,2) till
(3,5,0) &r v; = (4,2, —2)T. Vektorn fran (—1,3,2) till (0,2,2) 4r vo = (1,—1,0)T. Det
sokta planet gér genom punkten (—1,3,2) och &r parallellt med v; och v,. En ekvation
for planet ar déarfor

x+1 1 4
0=|y—3 -1 2 |=2(x+y+3z-38)
z—2 0 =2

En lite enklare ekvation dr x +y + 3z = 8. Alla tre punkterna, (3,5,0), (0,2,2) och
(—1,3,2), ska uppfylla denna ekvation, vilket l4tt kontrolleras. O



Del B

13.

14.

Bestdm alla hogerinverser till matrisen A, dar

1 2 1
A= < 1 2 2 )
Du ska alltsd 10sa matrisekvationen
1 2 1 X11 X12 B
1 2 2 X21 X2 =
X31 X32
Svar. Matrisekvationen kan skrivas som
1 2 1|1 O 1 2 0 2 -1
1 2 2|01 0 0 1|-1 1

Den hogra matrisen svarar mot de bada ekvationssystemen

x11 + 2x; = 2 och X12 + 2x2 = -1
X317 = —1 X3 = 1

I det forsta systemet kan xp; ges ett godtyckligt varde, sdg xp; = t, vilket ger x1; =
2 —2t1, x31 = —1. I det andra systemet kan pd samma sétt xo, ges ett godtyckligt varde,
sdg xp = ty, vilket ger x;p = —1 — 215, x3, = 1. Hogerinverserna till A har alltsd formen

2-24 —-1-2t
t ty
-1 1

dar t1, t, ar godtyckliga reella tal. O

Lat L, vara skdrningslinjen mellan planen x +y = 1 och y — z = 2. Lat L, vara skdrnings-
linjen mellan planen x —y = 3 och y + z = —1. Bestdim avstdndet mellan L; och L,.

Svar. L beskrivs av ekvationerna 1 —x = y = 2 + z. En punkt pa L; &r (1,0, —2) och
en vektor parallell med L; dr vq; = (—1,1,1). L beskrivs av ekvationerna x —3 = y =
—z — 1. En punkt pa L, &r (3,0, —1) och en vektor parallell med L, dr v, = (1,1, —1). En
vektor som dr vinkelrdt mot bada linjerna ar

ij k
Vo X V] = 1 1 -1 |=2i+2k
-1 1 1

En annan vektor som &r vinkelrdt mot bdda linjerna dr n = i + k. Vektorn fran (1,0, —2)
till (3,0, —1) &r w = 2i + k. Avstdndet mellan Ly och L, ges av

|lw-n| (3] 3

n V2 V2




H
15. IT &r planet med ekvationen x +y —z = 1 och w =AB, diar A = (1,1,3), B = (2,1,0).

16.

Skriv vektorn w som en summa w = u + v, dér u &r parallell med IT och v dr vinkelrat
mot I1.

Svar. En normal till planet 4r n = i +j — k och w = i — 3k. Det &r klart att v ar projek-
tionen av w langs n, alltsd

Vi far sedan
u=w-v=1(3i-9k)+1(—4i—4j+4k) = I (-i—4j - 5k).
Aven denna géng bor vi kontrollera att u L v. Vi har
uv=3(-1-4+5)=0.
O

Bestdm standardmatrisen for den linjdra avbildning T som geometriskt kan beskrivas
som den ortogonala projektionen pa planet x + vy — 2z = 0. Bestdm alla vektorer v sddana
att T(v) = 0.

Svar. En normalvektor till planet érn = (1,1, —Z)t. Standardmatrisen for den ortogonala
projektionen langs n dr darfor

1 1 . 1 1 -2
Q=_—=2 1 (1,1,—2):8 1 1 -2
n-n -2 2 2 4

Standardmatrisen P, for T, fds nu som

L [600 1 -1 2 .
P=1-Q=-[060 |42 -1 -1 2]=2|( -
6\ o 0 6 2 2 -4 6

For sikerhets skull kontrollerar vi att P> = P:

, 5 -1 2 5 —1
P2:% -1 5 2 -1 5
2 22 2 2

1 30 —6 12
=—1| —6 30 12 | =P
36

N =

2
2
2

12 12 12

T(v) = 0, dvs v projiceras pa nollvektorn, om och endast om v &r vinkelrit mot planet.
Vektorn v dr vinkelrdt mot planet om och endast om den dr parallell med n, alltsd om och
endast om v = #(1,1, —2)" for nagot tal ¢. O



