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1. L̊at e1, e2, e3 vara en bas i det linjära rummet L. Visa att

f1 = e1 + e2 − e3

f2 = e1 + e2

f3 = e1 + 2e2 − 2e3

är en ny bas i L. Ange koordinaterna för u = e1 +e2 +e3− f1− f2− f3 i den nya basen.

Lösning. Vi har

u = e1 + e2 + e3 − e1 − e2 + e3 − e1 − e2 − e1 − 2e2 + 2e3 = −2e1 − 3e2 + 4e3

För att finna koordinaterna för u i basen F = (f1, f2, f3) löser vi ekvationssystemet
λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 = u. P̊a matrisform: 1 1 1 −2

1 1 2 −3
−1 0 −2 4

 ∼

 1 0 0 −2
0 1 0 1
0 0 1 −1


Allts̊a gäller u = (−2, 1,−1)F

2. M är delrummet till E4 som definieras genom

M = {(x1, x2, x3, x4) ∈ E4 | x1 + x2 + x3 = 0, x2 + x3 + x4 = 0}

Bestäm en ON-bas i M . Skriv vektorn w = (0, 0, 1, 0) som en summa w = u + v, där
u ∈ M och v ∈ M⊥.

Lösning. Av x1 + x2 + x3 = 0, x2 + x3 + x4 = 0 följer att x1 = x4 och x2 = −x3 − x4.
Vi har därför (x1, x2, x3, x4) = (x4,−x3 − x4, x3, x4) = x3(0,−1, 1, 0) + x4(1,−1, 0, 1).
En bas i M är allts̊a u1 = (0,−1, 1, 0) och u2 = (1,−1, 0, 1).

En ortogonalbas b1, b2 i M f̊as med Gram-Schmidt’s metod: b1 = u1 = (0,−1, 1, 0),

b′2 = u2 −
u2 · b1

b1 · b1
b1 =

1
2
(2,−2, 0, 2)− 1

2
(0,−1, 1, 0) =

1
2
(2,−1,−1, 2)

b2 = 2b′2 = (2,−1,−1, 2). Genom att normera dessa vektorer f̊ar vi ON-basen
(0,−1/

√
2, 1/

√
2, 0), (2/

√
10,−1/

√
10,−1/

√
10, 2/

√
10) i M .



Vi börjar med att beräkna u, d.v.s. ortogonala projektionen av w p̊a M :

u =
w · b1

b1 · b1
b1 +

w · b2

b2 · b2
b2 =

1
10

[(0,−5, 5, 0) + (−2, 1, 1,−2)] =
1
5
(−1,−2, 3,−1).

Slutligen f̊ar vi v = w − u = 1
5(1, 2, 2, 1).

Svar: En ON-bas i M är (0,−1/
√

2, 1/
√

2, 0), (2/
√

10,−1/
√

10,−1/
√

10, 2/
√

10).
u = 1

5(−1,−2, 3,−1) och v = 1
5(1, 2, 2, 1).

3. Bestäm standardmatrisen för den linjära operatorn F p̊a E3 som geometriskt kan beskri-
vas som en ortogonal projektion p̊a linjen x = −y = z.

Lösning. Linjen utgör ett endimensionellt delrum M till E3. En bas i M är t.ex a =
(1,−1, 1). Standardmatrisen P för F ges därför av

P =
1

a · a
aaT =

1
3

 1
−1

1

 (
1 −1 1

)
=

1
3

 1 −1 1
−1 1 −1

1 −1 1



4. Lös systemet 
y′1(t) = −3y1(t)− 2y2(t) + 2y3(t)
y′2(t) = 2y1(t) + y2(t)− 2y3(t)
y′3(t) = y1(t) + y2(t)− 2y3(t)

där y1(0) = 4, y2(0) = 1, y3(0) = 4.

Lösning. P̊a matrisform kan systemet skrivas y′ = Ay där

A =

 −3 −2 2
2 1 −2
1 1 −2

 och y = y(t) =

 y1(t)
y2(t)
y3(t)


Egenvärdena till A ges av

0 =

∣∣∣∣∣∣
−3− λ −2 2

2 1− λ −2
1 1 −2− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−1− λ −2 2
1 + λ 1− λ −2

0 1 −2− λ

∣∣∣∣∣∣ =

= (−1− λ)

∣∣∣∣∣∣
1 −2 2

−1 1− λ −2
0 1 −2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−1− λ)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0

−1 −1− λ 0
0 1 −2− λ

∣∣∣∣∣∣ =

= (*triangulär determinant*) = (−1− λ)2(−2− λ)



Allts̊a λ1 = λ2 = −1, λ3 = −2. Motsvarande egenvektorer ges av de p̊a matrisform
skrivna ekvationssystemen −2 −2 2 0

2 2 −2 0
1 1 −1 0

 ∼

 1 1 −1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 v1 =

 1
0
1

 , v2 =

 0
1
1


respektive −1 −2 2 0

2 3 −2 0
1 1 0 0

 ∼

 1 0 2 0
0 1 −2 0
0 0 0 0

 
y1 = −2t
y2 = 2t
y3 = t

v3 =

 −2
2
1


För matrisen

P = (v1 v2 v3) =

 1 0 −2
0 1 2
1 1 1

 med inversen P−1 =

 −1 −2 2
2 3 −2

−1 −1 1


gäller d̊a att P−1AP = D, där D är diagonalmatrisen med egenvärdena −1, −1, −2 i
diagonalen. Genom transformationen y(t) = Pz(t) f̊as systemet z′(t) = Dz(t), d.v.s.
z′1(t) = −z1(t), z′2(t) = −z2(t), z′3(t) = −2z3(t) med lösningen z1(t) = c1e

−t, z2(t) =
c2e

−t, z3(t) = c3e
−2t. Här gäller att c1

c2

c3

 = z(0) = P−1y(0) =

 −1 −2 2
2 3 −2

−1 −1 1

  4
1
4

 =

 2
3

−1


vilket slutligen ger oss lösningen

y(t) = Pz(t) =

 1 0 −2
0 1 2
1 1 1

  2e−t

3e−t

−e−2t

 =

 2e−t + 2e−2t

3e−t − 2e−2t

5e−t − e−2t



Svar: y1(t) = 2e−t + 2e−2t, y2(t) = 3e−t − 2e−2t, y3(t) = 5e−t − e−2t.

5. Visa att för varje a ∈ R beskriver ekvationen x2−2yz = a en rotationsyta i E3. Bestäm
för varje a ∈ R ytans typ, rotationsaxeln samt minsta avst̊andet fr̊an ytan till origo.

Lösning. Den kvadratiska formen i vänsterledet har matrisen

A =

 1 0 0
0 0 −1
0 −1 0


Egenvärdena till A ges av

0 =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0

0 −λ −1
0 −1 −λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)[λ2 − 1] = (1− λ)2(−1− λ)



Allts̊a λ1 = λ2 = 1, λ3 = −1. Ytans ekvation i principalkoordinaterna är därför
x̃2 + ỹ2 − z̃2 = a, varav framg̊ar att för varje a ∈ R är ytan en rotationsyta med
rotationsaxeln parallell med v3. Vid beräkningen av v3 är det enklast att betrakta
ekvationssystemet för v1 och v2: 0 0 0 0

0 −1 −1 0
0 −1 −1 0

 ∼

 0 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 
0 = y + z
0 = 0
0 = 0

D̊a v3 är vinkelrät mot v1 och v2 följer av ovanst̊aende ekvation att v3 = (0, 1, 1)/
√

2.
Rotationsaxeln är allts̊a den räta linjen med ekvationen (x, y, z) = t(0, 1, 1).

För a > 0 är ytan en enmantlad hyperboloid. För a = 0 är ytan en kon. För a < 0 är
ytan en tv̊amantlad hyperboloid.

Avst̊andet till origo är alltid
√
|a|.

6. Den linjära operatorn F p̊a R3 har standardmatrisen

A =

 3 −1 2
5 −2 3

−3 1 −2


Bestäm en bas i N(F ) ∩ V (F ).

Lösning. D̊a v ∈ V (F ) ⇔ Ax = v, för n̊agot x och v ∈ N(F ) ⇔ Av = ~0 inses att

N(F ) ∩ V (F ) = {Ax : A2x = ~0}

Vi skall allts̊a lösa ekvationssystemet A2x = ~0. P̊a matrisform: −2 1 −1 0
−4 2 −2 0

2 −1 1 0

 ∼

 2 −1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0


d.v.s 2x1 − x2 + x3 = 0 eller x3 = −2x1 + x2. Lösningarna har formen

x =

 x1

x2

x3

 =

 x1

x2

−2x1 + x2

 = x1

 1
0

−2

 + x2

 1
0

−2

 =

 1 0
0 1

−2 1

 (
x1

x2

)
Vektorerna v ∈ N(F ) ∩ V (F ) har därför framställningen

v = Ax =

 3 −1 2
5 −2 3

−3 1 −2

  1 0
0 1

−2 1

 (
x1

x2

)
=

 −1 1
−1 1

1 −1

 (
x1

x2

)
=

= (−x1 + x2)

 1
1

−1

 = t

 1
1

−1


där t ∈ R är godtyckligt. Allts̊a gäller N(F ) ∩ V (F ) = span{(1, 1,−1)}. En bas i
N(F ) ∩ V (F ) är därför {(1, 1,−1)}.



7. L̊at P2 vara rummet av alla polynom av grad högst 2 försett med den inre produkten

〈p, q〉 =
1
8

∫ 1

−1
p(t)q(t) dt

Bestäm en ON-bas i delrummet W som ges av

W = {p ∈ P2 :
∫ 1

−1
(1 + t)p(t) dt = 0}

Lösning. L̊at p(t) = a + bt + ct2. Vi har d̊a∫ 1

−1
(1 + t)p(t) dt =

∫ 1

−1
(a + (a + b)t + (b + c)t2 + ct3) dt = 2a +

2
3
(b + c).

Allts̊a gäller p ∈ W ⇔ 3a + b + c = 0. Polynomen f1(t) = 1 − 3t och f2(t) = 1 − 3t2

ligger därför i W . De bildar dessutom en bas i W ty de är linjärt oberoende och W har
dimension 2. En ON-bas i W f̊as nu med Gram-Schmidt’s metod: Av

8〈f1, f1〉 =
∫ 1

−1
(1− 3t)2dt =

∫ 1

−1
(1− 6t + 9t2) dt = 2− 0 + 6 = 8

8〈f1, f2〉 =
∫ 1

−1
(1− 3t)(1− 3t2) dt =

∫ 1

−1
(1− 3t− 3t2 + 9t3) dt = 2− 0− 2 + 0 = 0

8〈f2, f2〉 =
∫ 1

−1
(1− 3t2)2 dt =

∫ 1

−1
(1− 6t2 + 9t4)2 dt = 2− 4 +

18
5

=
8
5

följer att 〈f1, f1〉 = 1, 〈f1, f2〉 = 0 och 〈f2, f2〉 = 1
5 .

En ON-bas i W är därför {f1(t),
√

5 f2(t)} = {1− 3t,
√

5 (1− 3t2)}.

8. F är en linjär operator p̊a R3.

(i) Visa att om F är diagonaliserbar (d.v.s det finns en bas i R3 best̊aende av egen-
vektorer till F ) och v = F (u) 6= ~0 s̊a gäller att F (v) 6= ~0.

(ii) Visa att om N(F ) ∩ V (F ) 6= {~0} s̊a kan F ej kan vara diagonaliserbar.

Lösning. (i) Antag att {b1, b2, b3} är en bas i R3 best̊aende av egenvektorer till
F , svarande mot egenvärdena λ1, λ2 respektive λ3. För en godtycklig vektor
u = x1b1 + x2b2 + x3b3 har vi d̊a v = F (u) = x1λ1b1 + x2λ2b2 + x3λ3b3

och F (v) = x1λ
2
1b1 + x2λ

2
2b2 + x3λ

2
3b3. Om v 6= ~0 m̊aste xiλi 6= 0 för n̊agot

i ∈ {1, 2, 3}. För samma i gäller d̊a även att xiλ
2
i 6= 0, vilket medför att F (v) 6= ~0.

(ii) Antag att N(F ) ∩ V (F ) 6= {~0}. D̊a finns en vektor ~0 6= v ∈ N(F ) s̊adan att
v = F (u) för n̊agon u ∈ R3. Men det betyder att v = F (u) 6= ~0 och F (v) = ~0,
vilket enligt ovan ej kan inträffa d̊a F är diagonaliserbar.


