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1. L̊at

A =

 1 −1 3 1
1 1 1 1
0 0 0 1


Bestäm baser i A:s radrum, kolonnrum och nollrum. Utvidga basen i nollrummet till en
bas i R4.

Lösning. Vi löser alla delarna av uppgiften samtidigt: Ekvationssystemet Ax = 0 är p̊a
matrisform  1 −1 3 1 0

1 1 1 1 0
0 0 0 1 0

 ∼

 1 0 2 0 0
0 1 −1 0 0
0 0 0 1 0


Av den högra matrisen framg̊ar att nollrummet ges av x1 = −2x3, x2 = x3, x4 = 0. En fri
obekant innebär att N(A) är ett delrum till R4 av dimension 1. Sätter vi x3 = 1 erh̊alls
basen {(−2, 1, 1, 0)} i N(A). D̊a radrummet till en matris ej förändras under elementära
radoperationer p̊a matrisen ser vi av den högra matrisen att

{(1, 0, 2, 0), (0, 1,−1, 0), (0, 0, 0, 1)}

är en bas i A:s radrum. Kolonnrummet har samma dimension som radrummet, i detta
fall allts̊a tre. Allts̊a är kolonnrummet ett delrum till R3 av dimension tre. Eftersom ett
äkta delrum har lägre dimension än hela rummet m̊aste kolonnrummet vara lika med R3.
Varje bas i R3, exempelvis standardbasen, utgör allts̊a en bas i kolonnrummet.

Slutligen vet vi att N(A) och radrummet till A är ortogonala komplement till varandra,
med avseende p̊a den vanliga skalärprodukten. Om vi kompletterar basvektorn i N(A)
med ovanst̊aende tre basvektorer i radrummet erh̊alls allts̊a en bas i R4.

2. Bestäm en ON-bas i delrummet M = {(x1, x2, x3, x4) | x1 +x2 +x3 +x4 = 0} till E4. Skriv
vektorn u = (0, 0, 1, 0) som en summa u = u1 + u2 där u1 ∈ M och u2 ∈ M⊥. Beräkna
även avst̊andet fr̊an u till M⊥.

Lösning. Vektorn x = (x1, x2, x3, x4) ligger i M omm x1+x2+x3+x4 = 0. Denna ekvation
har lösningarna x1 = −x2 − x3 − x4, där x2, x3, x4 är godtyckliga. M best̊ar allts̊a av alla
vektorer x = (−r − s − t, r, s, t), där r, s, t ∈ R är godtyckliga. Väljer vi här r = 1,
s = t = 0 f̊ar vi x = b1 = (−1, 1, 0, 0) ∈ M . Vektorn x = b2 = (−r − s− t, r, s, t) ∈ M är
ortogonal mot b1 omm 0 = b2 · b1 = 2r + s + t. Vi väljer r = 0, s = −1, t = 1 och f̊ar
b2 = (0, 0,−1, 1). Vektorn x = b3 = (−r − s− t, r, s, t) ∈ M är ortogonal mot b1 och b2
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omm 0 = b3 · b1 = 2r + s + t och 0 = b3 · b2 = −s + t, vilket uppfylls om r = −1 och
s = t = 1 ⇒ b3 = (−1,−1, 1, 1). En ON-bas i M är b1/

√
2, b2/

√
2, b3/2.

En bas i M⊥, som har dimension 4− 3 = 1, utgörs av vektorn b4 = (1, 1, 1, 1). Vi börjar
med att beräkna u2, d.v.s. ortogonala projektionen av u p̊a M⊥:

u2 =
u · b4

b4 · b4
b4 =

=
1
4
b4 =

=
1
4
(1, 1, 1, 1).

Sedan f̊ar vi u1 = u− u2 = 1
4(−1,−1, 3,−1).

Avst̊andet fr̊an u till M⊥ är lika med |u1| = 1
4

√
1 + 1 + 9 + 1 =

√
3

2 .

3. L̊at M = {(x, y, z) ∈ E3 : x − y − z = 0 = x + y + 2z}. F : E3 −→ E3 är den ortogonala
projektionen p̊a M⊥. Bestäm standardmatrisen för F .

Lösning. M är skärningen mellan tv̊a plan genom origo. Allts̊a är M en rät linje genom
origo. En vektor i M är n = (1, 1, 2)× (1,−1,−1) = (1, 3,−2). M⊥ är planet genom origo
med normalvektorn n.

L̊at G : E3 −→ E3 vara den ortogonala projektionen p̊a M och l̊at P,Q beteckna stan-
dardmatriserna för F respektive G. Vi har sambandet F = I −G (se kryssproblem 2 till
lektion 3). Av detta följer att P = I −Q. Q ges av

Q =
1

n · n
nnT =

1
14

 1
3

−2

 (
1 3 −2

)
=

1
14

 1 3 −2
3 9 −6

−2 −6 4


vilket ger

P = I −Q =
1
14

 14 0 0
0 14 0
0 0 14

 +
1
14

 −1 −3 2
−3 −9 6

2 6 −4

 =

=
1
14

 13 −3 2
−3 5 6

2 6 10

 = P 2.

4. Lös systemet {
y′1(t) = 16y1(t)− 6y2(t)
y′2(t) = 45y1(t)− 17y2(t)

där y1(0) = 2, y2(0) = 3.
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Lösning. P̊a matrisform kan systemet skrivas y′ = Ay där

A =
(

16 −6
45 −17

)
och y = y(t) =

(
y1(t)
y2(t)

)
Egenvärdena till A ges av

0 =
∣∣∣∣ 16− λ −6

45 −17− λ

∣∣∣∣ = λ2 + (17− 16)λ− (16 · 17− 6 · 45) =

= λ2 + λ− 2 = (λ− 1)(λ + 2).

Allts̊a λ1 = 1, λ2 = −2. Motsvarande egenvektorer ges av de p̊a matrisform skrivna
ekvationssystemen(

15 −6 0
45 −18 0

)
∼

(
5 −2 0
0 0 0

)
t.ex. v1 =

(
2
5

)
respektive (

18 −6 0
45 −15 0

)
∼

(
3 −1 0
0 0 0

)
t.ex. v2 =

(
1
3

)
För matrisen

P = (v1 v2) =
(

2 1
5 3

)
med inversen P−1 =

(
3 −1

−5 2

)
gäller d̊a att P−1AP = D, där D är diagonalmatrisen med egenvärdena 1, −2 i diagonalen.
Genom transformationen y(t) = Pz(t) f̊as systemet z′(t) = Dz(t), d.v.s. z′1(t) = z1(t),
z′2(t) = −2z2(t) med lösningen z1(t) = c1e

t, z2(t) = c2e
−2t. Här gäller att(

c1

c2

)
= z(0) = P−1y(0) =

(
3 −1

−5 2

) (
2
3

)
=

(
3

−4

)
vilket slutligen ger oss lösningen

y(t) = Pz(t) =
(

2 1
5 3

) (
3et

−4e−2t

)
=

(
6et − 4e−2t

15et − 12e−2t

)

Svar: y1(t) = 6et − 4e−2t, y2(t) = 15et − 12e−2t.

5. Visa att ekvationen x2 +2y2 +4yz +5z2 = 1 beskriver en rotationsyta i E3. Bestäm ytans
typ, rotationsaxeln och minsta avst̊andet fr̊an ytan till origo.

Lösning. Den kvadratiska formen i vänsterledet har matrisen

A =

 1 0 0
0 2 2
0 2 5
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Egenvärdena till A ges av

0 =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0

0 2− λ 2
0 2 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2(6− λ)

Allts̊a är egenvärdena λ1 = λ2 = 1 och λ3 = 6. Ytan är en rotationsyta ty λ1 har
algebraisk multiplicitet tv̊a. Ytans ekvation i principalkoordinaterna är x̃2 + ỹ2 +6z̃2 = 1.
Det betyder att ytan är en rotationsellipsoid med avst̊andet 1/

√
6 (kortaste halvaxeln) till

origo.

Egenvektorerna till egenvärdet λ1,2 = 1 ges av det p̊a matrisform skrivna ekvationssystemet 0 0 0 0
0 1 2 0
0 2 4 0

 ∼

 0 1 2 0
0 0 0 0
0 0 0 0


v1 och v2 ges allts̊a av ekvationen y + 2z = 0. D̊a v3 är vinkelrät mot v1 och v2 m̊aste
den vara parallell med (0, 1, 2). Rotationsaxeln är därför den räta linjen med ekvationen
(x, y, z) = t(0, 1, 2).

6. Den linjära operatorn F p̊a E3 har standardmatrisen

A =

 2 0 a
−a 1 −1

a −1 1


(i) För vilka a ∈ R finns en ON-bas i E3 best̊aende av egenvektorer till F?

(ii) För vilka a ∈ R är F diagonaliserbar? Ange i förekommande fall en bas i E3 best̊aende
av egenvektorer till F .

Lösning. (i) F har en ON-bas av egenvektorer omm A är symmetrisk. Vi ser att detta
inträffar omm a = 0.

(ii) Egenvärdena till F ges av

0 =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 a
−a 1− λ −1
a −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 a

0 −λ −λ
a −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−λ)

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 a

0 1 1
a −1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =

= (−λ)

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 a

0 1 1
a 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−λ)[(2− λ)2 − a2] = (0− λ)(2− a− λ)(2 + a− λ).

Allts̊a har vi λ1 = 0, λ2 = 2− a, λ3 = 2 + a.
Antag först att a 6= 0. Egenvektorerna ges d̊a av de p̊a matrisform skrivna ekvation-
ssystemen 2 0 a 0

−a 1 −1 0
a −1 1 0

 ∼

 a −1 1 0
2 0 a 0
0 0 0 0

 
x = −at

y = (2− a2)t
z = 2t

v1 =

 −a

2− a2

2
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 a 0 a 0
−a a− 1 −1 0
a −1 a− 1 0

 ∼

 1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

 
x = −t
y = −t
z = t

v2 =

 1
1

−1


respektive −a 0 a 0

−a −a− 1 −1 0
a −1 −a− 1 0

 ∼

 1 0 −1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

 
x = t
y = −t
z = t

v3 =

 1
−1

1


Av

det(v1 v2 v3) =

∣∣∣∣∣∣
−a 1 1

2− a2 1 −1
2 −1 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−a 1 1

2− a2 1 −1
4− a2 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 2(a2 − 4) = 0

d̊a a = ±2, följer att F ej är diagonaliserbar för a = ±2. Uttryckt p̊a annat sätt: D̊a
a = 2 gäller λ1 = λ2 = 0 och v1 = (−2,−2, 2) = −2v2. D̊a a = −2 gäller λ1 = λ3 = 0
och v1 = (2,−2, 2) = 2v3. D̊a a = ±2 finns allts̊a ingen bas av egenvektorer s̊a F är
ej diagonaliserbar.
Antag slutligen att a = 0. Vi har d̊a λ1 = 0, λ2 = λ3 = 2 och fr̊an (i) vet vi att
det finns en ON-bas av egenvektorer. Egenvektorerna till λ2,3 = 2 ges av det p̊a
matrisform skrivna ekvationssystemet 0 0 0 0

0 −1 −1 0
0 −1 −1 0

 ∼

 0 1 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

allts̊a ekvationen y + z = 0. Ett ortonormerat par av egenvektorer är t.ex. v2 =
(1, 0, 0), v3 = (0, 1,−1)/

√
2. Dessutom är v1 vinkelrät mot v2,3 och därför parallell

med (0, 1, 1). Vi tar v1 = (0, 1, 1)/
√

2.

Svar: F är diagonaliserbar om och endast om a 6= ±2. D̊a a = 0 utgör (0, 1, 1)/
√

2,
(1, 0, 0), (0, 1,−1)/

√
2 en ON-bas av egenvektorer. För övriga a-värden gäller att

(−a, 2− a2, 2), (1, 1,−1), (1,−1, 1)

bildar en bas av egenvektorer.

7. L̊at P3 vara rummet av alla polynom av grad högst tre och l̊at S3 beteckna rummet av
alla symmetriska 3× 3-matriser. Den linjära avbildningen F : S3 −→ P3 definieras genom

F (x) = (x1 + x4 + x6) + (x2 + x3 + x5)t + (x2 + x4 + x5)t2 + (x3 + x5 + x6)t3,

för

x =

 x1 x2 x3

x2 x4 x5

x3 x5 x6

 ∈ S3.
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Bestäm baser b = (b1 b2 b3 b4 b5 b6) i S3 och c = (c1 c2 c3 c4) i P3 s̊adana att

[F ]cb =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0


Lösning. Standardbasen i P3 är 1, t, t2, t3 och standardbasen i S3 är

e1 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 e2 =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 e3 =

 0 0 1
0 0 0
1 0 0



e4 =

 0 0 0
0 1 0
0 0 0

 e5 =

 0 0 0
0 0 1
0 1 0

 e6 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 1


Av uttrycket för F framg̊ar därför genast att standardmatrisen för F är

[F ] =


1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0
0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1

 ∼


1 0 0 0 −1 0
0 1 0 0 0 −1
0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 1 1


Den högra matrisen visar att F (e1), F (e2), F (e3), F (e4) utgör en bas i V (F ) samt att
lösningarna till F (x) = 0 (nollrummet) är de x som uppfyller x1 = x5 = s, x2 = x6 = t,
x3 = −x5 − x6 = −s− t och x4 = −x5 − x6 = −s− t. Allts̊a

x =

 s t −s− t
t −s− t s

−s− t s t

 = s

 1 0 −1
0 −1 1

−1 1 0

 + t

 0 1 −1
1 −1 0

−1 0 1


En bas i N(F ) är därför

b5 =

 1 0 −1
0 −1 1

−1 1 0

 , b6 =

 0 1 −1
1 −1 0

−1 0 1


L̊ater vi nu b1 = e1, b2 = e2, b3 = e3, b4 = e4, c1 = F (e1), c2 = F (e2), c3 = F (e3) och
c4 = F (e4) s̊a är b = (b1 b2 b3 b4 b5 b6), c = (c1 c2 c3 c4) baser i S3 respektive P3 och
dessutom gäller c1 = F (b1), c2 = F (b2), c3 = F (b3), c4 = F (b4), F (b5) = F (b6) = 0. Allts̊a
har vi

[F ]cb =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
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8. Vektorrummet V är försett med skalärprodukten 〈·, ·〉. L̊at e vara en enhetsvektor med
avseende p̊a denna skalärprodukt och definiera F : V → V genom F (v) = v − 2〈v, e〉e.
Visa att

(a) F är en linjär, isometrisk operator p̊a V ,

(b) 〈F (u), v〉 = 〈u, F (v)〉 för alla u, v ∈ V ,

(c) F ◦ F = I, där I är identitetsoperatorn p̊a V .

Lösning. Kommer!
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