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1. Lat P53 beteckna rummet av alla polynom av grad hogst tre. Delrummet M till Ps spanns
upp av polynomen py(t) = 1 +t, po(t) =t + 13, p3(t) = 34+t — 263, pa(t) = 1+t + 1> + 3.
Bestdm en bas i M bland dessa polynom. Visa att det finns ett a € R sadant att p(t) =
2 + at 4 t* + 23 ligger i M och bestdm, i detta fall, koordinaterna for p(t) med avseende
pa den bas i M du férut fann.

Lésning. Vi bildar en matris med koordinatvektorerna for p1,...,ps, med avseende pa
standardbasen i Ps, som kolonner och gor radoperationer:

10 31 10 31
11 11 01 -2 0
00 01| (oo o1
01 -2 1 00 00

Av den hogra matrisen framgar att (p1,p2,ps) utgor en bas i M. Koordinaterna for p, i
fallen da p € M, ges av det pa matrisform skrivna ekvationssystemet

1
a—2
1
3—a

O = O
N = QN
o O O =
o O = O
O = O O

1
1
1
1

SO = =

Av den hégra matrisen framgar att p(t) € M om och endast om a = 3, i vilket fall
koordinaterna for p med avseende pa basen (p1,p2,p4) ar 1,1, 1. O

2. Ett delrum till E* ges av
L= {($17$27x3a$4)t S E4 | 1 — x4 =0=1x9 — 1;3}

Bestdm en ON-bas i L och skriv vektorn u = (3,2,1,0)" som en summa u = u; + uy dér
u; € L och uy € L. Beriikna dven avstandet fran u till L.

Lésning. Vektorn x = (21, x2, 3, 24)" ligger i L omm z1 = x4 och x5 = x3, alltsd omm

Ty 1 0
1
x=| " | =a 0 + 3 = x4b1 + z3b2
T3 0 1
T4 1 0



Vektorerna by, by bildar en ortogonalbas i L. Genom att normera denna bas far vi ON-

basen (by/v2,by/Vv2) i L.

Projektionen uy, av u pa L, ges av

1 0 1
u-by u- by 31 0 3| 1 31 1
M b T b, 220 | T2 5| 1
1 0 1
och vi har
6 -3 3
SR B A DA S B DR S
2= 79| 2 -3 | 2| -1
0 -3 -3

Slutligen galler att
Avst(u,L) = [u —u|| = [[u2| = 3VO+1+1+9=5

LLat M = {(z,y,2) €E> 12 —2=0=2—2y+2}. F:E> — E3 ir den ortogonala
speglingen i M*. Bestim standardmatrisen for F.

Lésning. M ar skdrningen mellan tva plan genom origo. Alltsa dr M en rét linje genom
origo. Ekvationssystemet x — z = 0 = x — 2y + z har l6sningarna * = y = 2z, dar z € R ar
godtyckligt. En vektori M #rn = (1,1,1)". M L ar planet genom origo med normalvektorn
n.

Lat G : B> — E? vara den ortogonala projektionen pa M och lat S, Q beteckna stan-
dardmatriserna for F' respektive G. Vi har sambandet F' = I — 2G (se kryssproblem 2 till
lektion 3 2009). Av detta foljer att S =1 —2Q. @ ges av

1 111
1 1 1
Q=—mn"=_|1](1 1 1)=111
n-n 3 3
1 111
vilket ger
L [3 00 -2 -2 -2
S=I-2Q=-[03 0 |+=| -2 -2 -2 |=
00 3 -2 -2 -2
) 1 -2 -2
=32 1 -2 =8t=5"1
-2 -2 1



4. Los foljande system av differentialekvationer
)
Y

Lésning. Pa matrisform kan systemet skrivas y' = Ay dir

A:(i :g) och yzy(t)z(ilgg)

Egenvardena till A ges av

() = 5y1(t) — 6y2(t)
(t) = 4y1(t) — Sya(t)

NS =S

dér y1(0) = 1, y2(0) = —3.

5—A —6
0—‘ 4 5 ‘—24(5>\)(5+)\)_
= 1+XM=A-1)A\+1).
Alltsa Ay = 1, Ay = —1. Motsvarande egenvektorer ges av de pa matrisform skrivna

ekvationssystemen
4 —6]0 2 =3[0 /3
4 —6|0 0 010 G VT
6 —6[0\ (1 -1[o (1
4 —40 0 010 V2=

_ _ (31 : o 1 -1
P—(V1V2)—<2 1> med inversen P _<_2 3)

géller da att P~'AP = D, diir D ar diagonalmatrisen med egenvirdena 1, —1 i diagonalen.
Genom transformationen y(t) = Pz(t) fas systemet z'(t) = Dz(t), d.v.s. 21(t) = 21(¢),
25(t) = —22(t) med 16sningen 2 (t) = cie’, zo(t) = coe™". Hir giller att

(5)=ro=rmvo=( 5)(5)=()

vilket slutligen ger oss losningen
31 4et 12¢8 — 1let
y(t) = Palt) = ( 2 1 ) ( —11e™ > - ( 8¢t — 1le!

Svar: y;(t) = 12e" — 11e7", yo(t) = 8e' — 11e7". O

respektive

For matrisen



5. Visa att ekvationen
Ao + 4y +72° — Sy + 4oz +dyz =8

beskriver en rotationsyta i E*. Bestdm ytans typ, rotationsaxelns riktning samt minsta
avstandet fran ytan till origo.

Lésning. Den kvadratiska formen i vansterledet har matrisen

4 —4 2
A= —4 4 2
2 27
Egenvérdena till A ges av
4 -\ -4 2 88—\ —4 2
0=| —4 44—\ 2 = A=—8 4-)\ 2 =
2 2 7T—A 0 2 7T—A
1 —4 2 1 -4 2
=@8-=X)] -1 4-2x 2 =@8=XN)]0 =X 4 =
0 2 7T—A 0 2 7=
- -2 4 B 9 -
—(8—)\)‘ 9 7_/\‘—(8—/\)()\ —TA=8) =

=B-ANA+1D)A =8 =8-N*(~-1-2))

Alltsa ar egenviardena Ay = A9 = 8 och A3 = —1. Ytan &r en rotationsyta ty A; har
algebraisk multiplicitet tva. Ytans ekvation i principalkoordinaterna &r 82 +8§% — 32 = 8.
Det betyder att ytan dr en enmantlad hyperboloid med avstandet 1 till origo.

Egenvektorerna till egenvérdet A1 2 = 8 ges av det pa matrisform skrivna ekvationssystemet

-4 -4 210 2 2 -110
-4 -4 2|0 |~ 00 010
2 2 =110 00 010

v1 och vo ges alltsa av ekvationen 2z 42y —z = 0. Da vg ar vinkelrdt mot vy och vo maste
den vara parallell med (2,2, —1). Rotationsaxeln ar darfor den réita linjen med ekvationen
(x,y,2) =1(2,2,-1). O

6. Lat P, vara rummet av alla polynom av grad hogst tva. En linjar operator F' : Py — Po
definieras genom

F(x)=t%"(t)+ (1 — 20)2'(t) + 2z(t), x=x(t) = x1 + 2ot + 23t> € Py

Bestdm matrisen for F' i nagon bas och visa att F' ej ar diagonaliserbar.

Lésning. Standardbasen i Py ér e = (e1(t), ea(t), e3(t)) = (1,t,¢%). Vi far
F(el) =0404+2=2e;
F(ea) =04+ (1 —-2t)+2t =e;
Flez) =t 2+ (1 — 2t)(2t) + 2(t*) = 2e2



Standardmatrisen for F' ar darfor

2 10
A=10 0 2
0 00
Egenvérdena till F' ges darfor av
2—X 1 0
0= 0 =X 2 |=(2-X(0-))>2
0 0 —A

Alltsa har vi Ay = 2, A2 = A3 = 0. Egenvektorerna till Ay = A3 = 0 ges av det pa
matrisform skrivna ekvationssystemet

2 1 010 2 1010
00 2|{0]~00O0T1|0
0 0 0]0 0 0 0]0

Egenrummet till s = A3 = 0 har dimension 1, sa den geometriska multipliciteten &ar
mindre &n den algebraiska multipliciteten. F' &r alltsa inte diagonaliserbar. O

. Lat R??) beteckna rummet av alla 2 x 2-matriser. En linjir avbildning F : R®?) — P,
definieras genom

F(X) = (xl +x2 + x3 + $4) + ($3 + $4)t + (951 + $2)t2, X = ( il ij > c R(2,2).
3

Bestam baser b = (b1, by, b3, by) i R22) och ¢ = (c1,c2,c3) 1 Po sadana att [F]y ar av

formen
I O

dar I betecknar en enhetsmatris och O:na betecknar nollmatriser av passande typer.

Lésning. Standardbasen i Py ér (1, t, t?) och standardbasen i R22) gp

ceaae=((50) (o) (10) (59))

Av uttrycket for F' framgar genast att standardmatrisen for F' ar
1 1 11 1 1 00
[Fl=( 0011 ]~f(00T11
1100 00 00

Den hogra matrisen visar att (F'(e1), F'(e3)) dr en bas i V(F') samt att l6sningarna till
F(x) =0 (nollrummet) &r de x som uppfyller z; = —x9 = s, 3 = —x4 = t. Alltsa

=(3 2)=(0 o) (V)



En bas i N(F) &r darfor

1 -1 0 0
(o o) me (0 )

Later vi nu by = e1, bs =e3, ¢ = F(ey) =1 +12, ¢y = F(es) =1+t och cg =1 (vilken
vektor som helst som inte ligger i V' (F') gar bra) sa ér b = (b1 ba bz ba), ¢ = (c1 ¢3 ¢3) baser
i R%?) respektive Py och dessutom giller ¢; = F(by), ca = F(by), F(bs) = F(by) = 0.
Alltsa har vi

10
[Flo={ 0 1
00

o O O

0
0
0

. Visa att (x,y) = x!Qy, dir x = (.’El,l‘g)t, y = (yl,yg)t och

13 -8
=(573)

definierar en skaldrprodukt i R%. Bestém &ven en matris C' sadan att C'C = G.

Ledning: Du ska alltsa visa att (—, —) ar symmetrisk, additiv, homogen och positiv.

Lésning. Eftersom G &r symmetrisk far vi, med x = (21, 22)" och y = (y1,42)", att

ey =@e (5 3 ) (W) mwma (B2

och
(y,x) =y'Gx=(y tGX)t =x'G'y = (x,y) (symmetrisk)
(x,y +2) =x'G(y +2) =x'Gy +x'Gz = (x,y) + (x,2z) (additiv)
(Ax,y) = (Ax)'Gy = A (x'Gy) = M(x,y) (homogen)
(x,x) = x'Gx = 1327 — 162129 + 523 =
=13 (331 1§x1x2) + 513 =13 (:Ul - %xg)z + ( %) Ty =
=13 (21 — %xg)Q + %x% >0 dax#0, (alltsa positiv)

Positiviteten foljer alternativt av att G har positiva hérndeterminanter.

Det aterstar att hitta en matris C' sadan att C'C = G. For det dndamalet behdver vi en
ON-bas. Om b = (by, bs) ar en ON-bas sa géller, for tva godtyckliga vektorer x och y, att

x = (x,b1) b1 + (x,b2) by = (c1121 + c1222) b1 + (c2171 + c2222) ba
y = (y,b1) b1 + (y,b2) by = (c11y1 + ci2y2) b1 + (c2191 + c22y2) ba



och

x'Gy = (x,y) = (x,b1){y,b1) + (x,b2){y, bs)
= (c1171 + crox2)(en1y1 + cio2y2) + (ca121 + c2022) (c21y1 + c222)
= (Cx) - (Cy) =x'C'Cy,

o ()
€21 €22
Det foljer att G = C'C.

En ON-bas kan bestdmmas genom att man tar en godtycklig bas, som sedan ortogo-
naliseras med hjalp av Gram-Schmidt. Den metoden ger dock sannolikt en ON-bas déar
basvektorerna har otympliga koordinater. I stéllet gor vi sa hér:

dar

Forsta steget dr att ta fram en ortogonalbas a = (aj,az): Av (x) ser vi att det verkar
vettigt att vilja a; =y # 0 s& att y har heltalskomponenter och 13y; — 8y2, —8y1 + dyo
Ar tva heltal nira 0. Vi villjer (efter att ha prévat oss fram) a; = y = (1,2)%, som ger
13y1 — 8yo = —3, —8y1 + 5yo = 2. For varje x = (1, 22)" giller da att

(x,a1) = (z1 2) < _g ) = —3z1 + 229

Speciellt géller att
(ag,a1) = (1, 2) < _;’ > =-3+4=1

Turligt nog &r alltsa a; en enhetsvektor, sa vi kan sitta by = a; = (1,2)". Vi ska nu vilja
0 # ap = x sa att
0= (x,a1) = —3x1 + 2.

Enklaste valet #ir ag = (2,3)". Eftersom

Gay — 13 -8 2\ 26—24 '\ 2
2"\ -8 5 3) \—16+15 ) \ -1
galler, for en godtycklig x € R?, att

2
(x,a) = (71, 2) ( 1 > =21 — 1
Speciellt géller att
(ag,a) =2(2) — (3) =4—3=1

Aven a, visar sig alltsi vara en enhetsvektor, si vi sitter by = ay = (2,3)". For
skalarprodukten av tva godtyckliga vektorer x,y géller da

<X7y> - <X, b1><y7b1> + <X, b2><y7b2>
= (—3.%‘1 + 2.%‘2)(—33/1 + 2y2) + (21‘1 - 1‘2)(2y1 — yg).



Vi kan av detta genast avldsa att

Vi kontrollerar:

oo — < -3 2



