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Föreläsning 14 28/9 2011:

• Tillämpning på differentialekvationer. Genom diagonalisering kan man lösa system av
differentialekvationer av formen

y′(t) = Ay(t), y(0) = y0, (∗)

där A är en n × n-matris och y(t) = (y1(t), . . . , yn(t))T är den obekanta vektorvärda
funktionen.

– Det enklaste fallet är då A är en diagonalmatris

A = D =

 λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn


Systemet kan då skrivas

y′1(t) = λ1y1(t), y1(0) = C1

y′2(t) = λ2y2(t), y2(0) = C2

...
y′n(t) = λnyn(t), yn(0) = Cn

och har lösningen

y1(t) = C1eλ1t

y2(t) = C2eλ2t

...

yn(t) = Cneλnt

som kan skrivas

y(t) =


y1(t)
y2(t)

...
yn(t)

 =


eλ1t 0 . . . 0
0 eλ2t . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . eλnt




C1
C2
...

Cn

 = eDty(0)

Den matrisvärda funktionen eDt har egenskaperna

eDt1 eDt2 = eD(t1+t2) och
d
dt

eDt = DeDt = eDtD
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– Exempel. Systemet

y′1(t) = 2y1(t), y1(0) = 1
y′2(t) = −3y2(t), y2(0) = −2
y′3(t) = 0, y3(0) = 3

kan skrivas som y′(t) = Dy(t), y(0) = y0 = (1,−2, 3)T, där D är diagonalmatrisen
med 2,−3, 0 i diagonalen. Systemet har lösningen

y(t) = eDty0,

 y1(t)
y2(t)
y3(t)

 =

 e2t 0 0
0 e−3t 0
0 0 1

 1
−2

3

 =

 e2t

−2e−3t

3


– Vi klarar även fallet då A är en diagonaliserbar matris. Då finns en inverterbar matris

B, vars kolonner är en bas i Rn av egenvektorer till A, sådan att A = BDB−1, där
D är diagonalmatrisen med A:s egenvärden i diagonalen. Ekvationen y′(t) = Ay(t)
kan skrivas y′(t) = BDB−1y(t). Om vi sätter z(t) = B−1y(t) och z0 = B−1y0 så
gäller y(t) = Bz(t) och

Bz′(t) = y′(t) = BDB−1y(t) = BDz(t) ⇒ z′(t) = Dz(t), z(0) = z0

Det högra systemet har lösningen z(t) = eDtz0, vilket ger y(t) = BeDtz0.
Vi sätter

eAt = BeDtB−1

Den matrisvärda funktionen eAt har egenskaperna

eAt1 eAt2 = eA(t1+t2) och
d
dt

eAt = AeAt = eAt A

– Exempel. Lös systemet y′ = Ay, y(0) = (1,−2, 3)T, där

A =

 2 5 −5
2 8 −8
2 11 −11


Lösning. Egenvärdena till A ges av

0 =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 5 −5

2 8− λ −8
2 11 −11− λ

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

2− λ 5 −5
2− λ 8− λ −8
2− λ 11 −11− λ

∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)

∣∣∣∣∣∣
1 5 0
1 8− λ −λ
1 11 −λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)(−λ)

∣∣∣∣∣∣
1 5 0
1 8− λ 1
1 11 1

∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)(−λ)

∣∣∣∣∣∣
1 5 0
0 8− λ 1
0 11 1

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)(0− λ)(−3− λ)

Alltså λ1 = 0, λ2 = 2, λ3 = −3.
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∗ Egenvektorerna till λ1 = 0 ges av ekvationssystemet 2 5 −5 0
2 8 −8 0
2 11 −11 0

 ∼
 1 0 0 0

0 1 −1 0
0 0 0 0


med lösningen 0 = x1, x2 = x3. Vi väljer b1 = (0, 1, 1)T.

∗ Egenvektorerna till λ2 = 2 ges av ekvationssystemet 0 5 −5 0
2 6 −8 0
2 11 −13 0

 ∼
 1 0 −1 0

0 1 −1 0
0 0 0 0


med lösningen x1 = x2 = x3. Vi väljer b2 = (1, 1, 1)T.

∗ Egenvektorerna till λ3 = −3 ges av ekvationssystemet 5 5 −5 0
2 11 −8 0
2 11 −8 0

 ∼
 3 0 −1 0

0 3 −2 0
0 0 0 0


med lösningen 3x1 = x3, 3x2 = 2x3. Vi väljer b3 = (1, 2, 3)T.

Vi sätter

B = (b1, b2, b3) =

 0 1 1
1 1 2
1 1 3

 och får B−1 =

 −1 2 −1
1 1 −1
0 −1 1



z(0) = B−1y(0) =

 −1 2 −1
1 1 −1
0 −1 1

 1
−2

3

 =

 −8
−4

5


samt  y1(t)

y2(t)
y3(t)

 = y(t) = Bz(t) = BeDtz(0) = B

 1 0 0
0 e2t 0
0 0 e−3t

 −8
−4

5


=

 0 1 1
1 1 2
1 1 3

 −8
−4e2t

5e−3t

 =

 −4e2t + 5e−3t

−8− 4e2t + 10e−3t

−8− 4e2t + 15e−3t


Som kontroll sätter vi in t = 0: y1(0)

y2(0)
y3(0)

 =

 −4 + 5
−8− 4 + 10
−8− 4 + 15

 =

 1
−2

3



• Kvadratiska former. En kvadratisk form i n variabler är ett homogent andragradspoly-
nom

h(x) = a11x2
1 + · · ·+ annx2

n + 2a12x1x2 + · · ·+ 2an−1,nxn−1xn

Den kan även skrivas som
h(x) = xt Ax

där A = (aik) är en symmetrisk matris; aik = aki, då i > k.
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• Exempel.

–

h(x, y) = x2 − 5xy + 3y2 = (x y)
(

1 − 5
2

− 5
2 3

)(
x
y

)
–

h(x, y, z) = 2x2 − 6yz = (x y z)

 2 0 0
0 0 −3
0 −3 0

 x
y
z


• Diagonalisering av kvadratiska former. Eftersom A är symmetrisk följer av spektralsat-

sen att det existerar en ortogonalmatris B, vars kolonner är en ON-bas b = (b1, . . . , bn) i
En, bestående av egenvektorer till A, sådan att

A = BDBt = BDB−1 och D = Bt AB = B−1AB,

där

D =

 λ1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . λn


är diagonalmatrisen med A:s egenvärden i diagonalen. Gör vi nu koordinattransforma-
tionen x = Bz, svarande mot basbytet b = eB, så gäller

‖x‖2 = xtx = (Bz)t(Bz) = ztBtBz = zt Iz = ztz = ‖z‖2 (∗)

och
h(x) = xt Ax = (Bz)t A(Bz) = ztBt ABz = ztDz = λ1z2

1 + · · ·+ λnz2
n

Koordinaterna z = xb är den kvadratiska formens principalkoordinater. Motsvarande
koordinataxlar pekar i riktningarna b1, . . . , bn. Enligt (∗) utgör principalkoordinaterna
ett ON-system.

• Sats. Om vi ordnar A:s egenvektorer så att λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn och x är en enhetsvektor
(‖x‖ = 1) så gäller

λ1 ≥ xt Ax ≥ λn (#)

Det maximala värdet λ1 antas då x = b1 och det minimala värdet λn antas då x = bn.

Bevis. Påståendet följer av att

λ1 = λ1(z2
1 + · · ·+ z2

n) ≥ λ1z2
1 + · · ·+ λnz2

n ≥ λn(z2
1 + · · ·+ z2

n) = λn,

där x = Bz, ‖z‖ = ‖x‖ = 1 och, enligt ovan, λ1z2
1 + · · ·+ λnz2

n = xt Ax.

Då x = b1 har vi
xt Ax = bt

1Ab1 = bt
1λ1b1 = λ1

Då x = bn har vi
xt Ax = bt

n Abn = bt
nλnbn = λn

• Exempel. Bestäm maximum och minimum av x2 − 4xy + z2 då x2 + y2 + z2 = 1. Ange
variabelvärden för vilka maximum respektive minimum antas.
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Lösning. Vi har x2 − 4xy + z2 = rt Ar, där r = (x, y, z)t och

A =

 1 −2 0
−2 1 0

0 0 1


Egenvärdena till A ges av

0 =

∣∣∣∣∣∣
1− λ −2 0
−2 1− λ 0
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)

∣∣∣∣ 1− λ −2
−2 1− λ

∣∣∣∣
= (1− λ)[(1− λ)2 − 4] = (1− λ)(1− λ + 2)(1− λ− 2) = (1− λ)(3− λ)(−1− λ)

Alltså har vi λ1 = 3, λ2 = 1, λ3 = −1.

– Egenvektorerna till λ1 = 3 ges av det på matrisform skrivna ekvationssystemet −2 −2 0 0
−2 −2 0 0

0 0 −2 0

 ∼
 1 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 0


med lösningen x = −y, z = 0. Vi väljer b1 = 1√

2
(1,−1, 0)t.

– Egenvektorerna till λ3 = −1 ges av det på matrisform skrivna ekvationssystemet 2 −2 0 0
−2 2 0 0

0 0 2 0

 ∼
 1 −1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 0


med lösningen x = y, z = 0. Vi väljer b3 = 1√

2
(1, 1, 0)t.

Av det föregående drar vi följande slutsatser: Maximum av x2 − 4xy + z2 är 3, vilket
antas då x = 1√

2
, y = − 1√

2
, z = 0. Minimum av x2 − 4xy + z2 är −1, vilket antas då

x = 1√
2
, y = 1√

2
, z = 0.
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Föreläsning 15 - 17, 4 - 12/10 2011:

• Positivt definita kvadratiska former. Den kvadratiska formen h(x) = xt Ax (eller matri-
sen A) sägs vara positivt definit om h(x) > 0 då x 6=~0. Av (#) följer att h är positivt definit
om och endast om alla egenvärden till A är positiva. I allmänhet är dock beräkningen
av egenvärdena svår så det behövs enklare metoder att avgöra frågan om en kvadratisk
form är positivt definit.

En användbar sats är här att A är positivt definit om och endast om alla hörndetermin-
anterna i A är positiva. Med hörndeterminanterna i A avses talen

δ1 = a11, δ2 =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , . . . , δn = det(A)

Man kan även göra en kvadratkomplettering.

• Exempel. Låt h(r) = rt Ar, där r = (x, y, z)t och

A =

 1 0 k
0 2 1
k 1 2


För vilka k ∈ R är h positivt definit?

Lösning 1. För hörndeterminanterna i A gäller

δ1 = 1, δ2 = 2, δ3 =

∣∣∣∣∣∣
1 0 k
0 2 1
k 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 3− 2k2

Det framgår att h(r) är poitivt definit om och endast om 3− 2k2 > 0, alltså om och endast

om −
√

3
2 < k <

√
3
2 .

Lösning 2. Med kvadratkomplettering får vi

h(r) = x2 + 2kxz + 2y2 + 2yz + 2z2 = (x + kz)2 + 2y2 + 2yz + (2− k2)z2

= (x + kz)2 + 2(y + 1
2 z)2 + (2− k2 − 1

2 )z
2 = (x + kz)2 + 2(y + 1

2 z)2 + ( 3
2 − k2)z2

vilket ger samma resultat.

• Exempel. Visa att 〈x, y〉 = xtGy, där x = (x1, x2)
t, y = (y1, y2)

t och

G =

(
74 −31
−31 13

)
definierar en skalärprodukt i R2. Bestäm även en matris C sådan att CtC = G.

Lösning. Vi ska visa att 〈−,−〉 är symmetrisk, additiv, homogen och positivt definit:

– Att 〈−,−〉 är symmetrisk följer av

〈y, x〉 = (ytGx)t = xtGty = xtGy = 〈x, y〉
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– Att 〈−,−〉 är additiv följer av

〈x, y + z〉 = xtG(y + z) = xtGy + xtGz = 〈x, y〉+ 〈x, z〉

– Att 〈−,−〉 är homogen följer av

〈λx, y〉 = (λx)tGy = λ(xtGy) = λ〈x, y〉

– Att 〈−,−〉 är positivt definit är detsamma som att den kvadratiska formen 〈x, x〉 =
xtGx är positivt definit. Eftersom hörndeterminanterna i G är

δ1 = 74 > 0, och δ2 = det(G) = (74)(13)− (−31)(−31) = 962− 961 = 1 > 0

följer att 〈x, x〉 är positiv.

Nu återstår att finna C: Om b = (b1, b2) är en ON-bas så gäller, för två godtyckliga
vektorer x och y, att

x = 〈x, b1〉 b1 + 〈x, b2〉 b2 = (c11x1 + c12x2) b1 + (c21x1 + c22x2) b2

y = 〈y, b1〉 b1 + 〈y, b2〉 b2 = (c11y1 + c12y2) b1 + (c21y1 + c22y2) b2

och

〈x, y〉 = 〈x, b1〉〈y, b1〉+ 〈x, b2〉〈y, b2〉
= (c11x1 + c12x2)(c11y1 + c12y2) + (c21x1 + c22x2)(c21y1 + c22y2)

= (Cx) · (Cy) = xtCtCy,

där

C =

(
c11 c12
c21 c22

)
Eftersom Gram-matrisen i varje bas är unik måste vi ha G = CtC.

Nästa steg är att ta fram en ortogonalbas a = (a1, a2): Vi har

〈x, y〉 = xtGy = (x1 x2)

(
74 −31
−31 13

)(
y1
y2

)
= (x1 x2)

(
74y1 − 31y2
−31y1 + 13y2

)
Det verkar vettigt att välja a1 = y 6= ~0 så att y har heltalskomponenter och 74y1 −
31y2, −31y1 + 13y2 är två heltal nära 0. Ett hyfsat val är y = (1, 2)t, som ger 74y1 −
31y2 = 12, −31y1 + 13y2 = −5. Bättre verkar dock y = (2, 5)t, som ger 74y1 − 31y2 =
−7, −31y1 + 13y2 = 3, så vi väljer att ta a1 = (2, 5)t. För varje x = (x1, x2)

t gäller då att

〈x, a1〉 = (x1 x2)

(
−7

3

)
= −7x1 + 3x2

Speciellt gäller att

〈a1, a1〉 = (2, 5)
(
−7

3

)
= −14 + 15 = 1

Turligt nog är alltså a1 en enhetsvektor, så vi kan sätta b1 = a1 = (2, 5)t. Vi ska nu välja
~0 6= a2 = x så att

0 = 〈x, a1〉 = −7x1 + 3x2.
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Enklaste valet är a2 = (3, 7)t. Eftersom

Ga2 =

(
74 −31
−31 13

)(
3
7

)
=

(
222− 217
−93 + 91

)
=

(
5
−2

)
gäller, för en godtycklig x ∈ R2, att

〈x, a2〉 = (x1, x2)

(
5
−2

)
= 5x1 − 2x2

Speciellt gäller att
〈a2, a2〉 = 5(3)− 2(7) = 15− 14 = 1

Även a2 visar sig alltså vara en enhetsvektor, så vi sätter b2 = a2 = (3, 7)t. Eftersom b är
en ON-bas gäller för skalärprodukten av två godtyckliga vektorer

x = 〈x, b1〉 b1 + 〈x, b2〉 b2 = (−7x1 + 3x2) b1 + (5x1 − 2x2) b2

y = 〈y, b1〉 b1 + 〈y, b2〉 b2 = (−7y1 + 3y2) b1 + (5y1 − 2y2) b2

att
〈x, y〉 = (−7x1 + 3x2)(−7y1 + 3y2) + (5x1 − 2x2)(5y1 − 2y2).

Vi kan av detta genast avläsa att

C =

(
−7 3

5 −2

)
Vi kontrollerar:

CtC =

(
−7 5

3 −2

)(
−7 3

5 −2

)
=

(
74 −31
−31 13

)
= G.

• Om hörndeterminanter. På grund av visat intresse lägger vi här in ett bevis av satsen att
en symmetrisk n× n-matris A = (aij) är positivt definit (definieras som att xt Ax > 0 för
varje nollskild vektor x ∈ Rn) om och endast om determinanterna

δk = detAk =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1k
...

. . .
...

ak1 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣
är positiva för k = 1, . . . , n.

Bevis. Vi påminner först om att A är positivt definit om och endast om alla egenvärden
till A är positiva. A:s determinant måste då vara positiv, eftersom den är lika med pro-
dukten av egenvärdena. Dessutom gäller att A är positivt definit om och endast om alla
matriser av formen Bt AB, där B är inverterbar, är positivt definita (sådana matriser sägs
vara kongruenta med A). Antag nämligen att Bt AB inte är positivt definit. Då finns en
nollskild vektor z sådan att ztBt ABz ≤ 0. Vektorn x = Bz är då också nollskild och
xt Ax = ztBt ABz ≤ 0, vilket medför att A inte är positivt definit.
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För en symmetrisk matris A gäller också, som vi vet, att det existerar en ortogonal ma-
tris U så att Ut AU = D, där D är diagonalmatrisen med A:s egenvärden i diagonalen.
Om A är positivt definit och ∆ är diagonalmatrisen vars diagonal består av (de positiva)
kvadratrötterna till A:s egenvärden, så är ∆ inverterbar och ∆−1D∆−1 = I (enhetsma-
trisen). Sätter vi nu B = U∆−1 så gäller Bt AB = ∆−1Ut AU∆−1 = ∆−1D∆−1 = I. Varje
positivt definit matris är alltså kongruent med enhetsmatrisen.

Nu till beviset av satsen: Om A är positivt definit så gäller att xt Ax > 0 för varje nollskild
vektor x av formen x = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)t (k = 1, . . . , n). Detta visar att varje k × k-
delmatris Ak, k = 1, . . . , n, är positivt definit, vilket medför att δk > 0.

Omvändningen visas med induktion med avseende på n: För n = 1 är satsen trivial.
Antag nu att satsen är sann för alla matriser av ordning högst n (där n ≥ 1) och att A
är en symmetrisk matris av ordning n + 1 med positiva hörndeterminanter. Delmatrisen
An, av ordning n, är, enligt induktionsantagandet, positivt definit. Enligt ovan finns det
därför en inverterbar matris Bn sådan att Bt

n AnBn = In. Sätter vi nu

B =

(
Bn ~0
~0t 1

)
så är B inverterbar och

Bt AB =

(
Bt

n ~0
~0t 1

)(
An an
at

n α

)(
Bn ~0
~0t 1

)
=

(
In a
at α

)
= C

där α = an+1,n+1 och a = Bt
nan = (α1, . . . , αn)

t.

För den med A kongruenta matrisen C gäller att

det C = det
(

In a
at α

)
= det(Bt AB) = (detB)2detA > 0.

Genom att från den sista raden subtrahera (α1rad1 + · · ·+ αnradn) får vi

0 <

∣∣∣∣ In a
at α

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ In a
~0t α− ata

∣∣∣∣ = α− ata. (∗)

För en godtycklig vektor X = (xt, ξ)t i Rn+1 gäller att

XtCX = (xt, ξ)

(
In a
at α

)(
x
ξ

)
= xtx + 2xtaξ + αξ2 = ‖x + ξa‖2 + (α− ata)ξ2.

Av (∗) följer att det sista uttrycket är positivt då ξ 6= 0 eller x 6= ~0, vilket betyder att C,
och följaktligen även A, är positivt definit.

• Andragradsytor. En andragradsyta med centrum i origo ((x, y, z) ligger på ytan om och
endast om (−x,−y,−z) ligger på ytan) har en ekvation av typen rt Ar = k, där A är en
symmetrisk 3× 3-matris och r = (x, y, z)t. Genom en transformation till principalkoordi-
nater rb = (x̃, ỹ, z̃)t, alltså koordinaterna i en ON-bas b = (b1, b2, b3) av egenvektorer till
A, får ytan ekvationen

rt
bDrb = λ1 x̃2 + λ2ỹ2 + λ3z̃2 = k
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där D är diagonalmatrisen med A:s egenvärden i diagonalen. Beroende på tecknen, plus-
minus- eller noll, på λ1, λ2, λ3 och k så kan ytan vara en ellipsoid, en hyperboloid (en-
eller tvåmantlad), en kon, en cylinder (elliptisk eller hyperbolisk), två skärande plan två
parallella plan (som kan sammanfalla). Det finns även fall då ytan degenererar till en
rät linje (genom origo) eller en punkt (origo). Enda sättet att lära sig när de olika fallen
uppträder är att gå igenom tillräckligt många exempel.

Ytan är en rotationsyta om och endast om två av egenvärdena är lika. Rotationsaxeln är
då parallell med egenvektorerna till det tredje egenvärdet (det som är olika!).

Minsta avståndet från ytan till origo är det minsta av talen
√

k/λi, där vi bara betraktar
egenvärden λi som har samma tecken som k. Låt oss ta tre exempel:

– På ellipsoiden
4x̃2 + 9ỹ2 + z̃2 = 36

ligger punkterna (0,±2, 0) närmast origo, på avståndet 2.
– På den enmantlade hyperboloiden

4x̃2 − 9ỹ2 + z̃2 = 36

ligger punkterna (±3, 0, 0) närmast origo, på avståndet 3.
– På den tvåmantlade hyperboloiden

−4x̃2 − 9ỹ2 + z̃2 = 36

ligger punkterna (0, 0,±6) närmast origo, på avståndet 6.

• Här tog genomgången av nytt material slut och repetition/problemlösning startade. Ex-
empel på andragradsytor hittar du i de flesta gamla tentorna så vi tar inget här.

• Vad kan man använda radoperationer till? Vid många tillfällen under kursen har vi star-
tat med en matris A och gjort radoperationer tills vi fått en (helst reducerad) trappmatris
C. Det har då handlat om en av följande situationer:

– För att finna en bas i det linjära höljet M = [v1, . . . , vs], bland vektorerna v1, . . . , vs ∈
Rn, bildar vi matrisen A = (v1, . . . , vs) med vektorerna som kolonner. Om kolonner-
na nummer k1, . . . , kr är pivotkolonner i C så är (vk1 , . . . , vkr) en bas i M.

– Skall vi lösa det dubbla problemet att hitta en bas i M, bland vektorerna v1, . . . , vs,
och sedan utvidga den funna basen, med hjälp av standardbasvektorer, till en bas i
Rn, så kan vi först bestämma basen (vk1 , . . . , vkr) i M enligt ovan. Därefter sätter vi
A = (vk1 , . . . , vkr |In) och gör radoperationer:

A ∼ (G|F)

Om fj1 , . . . , fjp är pivotkolonnerna i F (observera att alla kolonnerna i G är pivotko-
lonner) så skall vk1 , . . . , vkr kompletteras med ej1 , . . . , ejp så erhålls en bas i Rn.

– Om man får använda en valfri metod för att finna en bas i M = [v1, . . . , vs] så är det
förmodligen bäst att lägga vektorerna som rader i en matris. Vi sätter alltså

A =

 vt
1
...

vt
s

 ∼ C =


ct

1
...

ct
r

O
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där c1, . . . , cr är nollskilda vektorer och O är en nollmatris. Då är (c1, . . . , cr) en bas i
M.

– Låt nu M = [v1, . . . , vs] vara ett delrum till En. För att i ett svep finna baser i både M
och M⊥ bildar vi matrisen (A|~0), där A är samma matris som i föregående punkt.
Radoperationer ger oss (A|~0) ∼ (C|~0). Transponaten av de nollskilda raderna i C är
då en bas i M och M⊥ = N(A) så en bas i N(A) är en bas i M⊥. Vill man sedan ha
ortogonalbaser i M och M⊥ får man tillgripa Gram-Schmidt.
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