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1. Lat P53 beteckna rummet av alla polynom av grad hogst tre. Delrummet M till Ps spanns
upp av polynomen pi(t) = 1 —t 4+ 3, po(t) = 2+t + 12 — 3, p3(t) = 3t + t* — 313,
pa(t) = 142t +3t2 +13, ps(t) = 1 —t+2t> + 4¢3, Bestim en bas i M bland dessa polynom.
Visa att det finns ett a € R sadant att p(t) = 2 — a + 5t + (1 — 2a)t* + at® ligger i M och
bestém, i detta fall, koordinaterna for p(¢) med avseende pa den bas i M du férut fann.

Lésning. Vi bildar en matris med koordinatvektorerna for pi,...,ps, med avseende pa
standardbasen i Ps, som kolonner och gor radoperationer:

1 2 01 1 10 -2 0 2
1 1 32 - 01 10 -1
o 1 13 2 7floo o1 1
1 -1 -3 1 4 00 00 O

Av den hogra matrisen framgar att (p1,p2,ps) utgor en bas i M. Koordinaterna for p, i
fallen da p € M, ges av det pa matrisform skrivna ekvationssystemet

1 2 1] 2—a 1 0 0 -1

—1 1 2 ) 010 2

0 1 3|1—2a 0 01 1

1 -1 1 a 0 0 0ja+2
Av den hogra matrisen framgar att p(t) € M om och endast om a = —2, i vilket fall
koordinaterna for p, med avseende pa basen (pi,p2,p4), ar —1, 2, 1. d

2. Ett delrum till E* ges av
L= {(xl,x27x37x4)t € ]E4 ’ 1 — Ty4 = 0}

Bestam en ON-bas i L och skriv vektorn u = (3,2, 1, O)t som en summa u = uj + Uy dar
u; € L och uy € L*. Berikna dven avstandet fran u till L*'.

Lésning. Vektorn x = (1, xa, 23, 74)" ligger i L omm z; = x4 och x5, 23, x4 dr godtyckliga,
alltsa omm

Ty 0 0 1
T 1 0 0

X = 1’2 =2 | o | tas| | | Faa| o | = xobg + x3b3 + x4by
T4 0 0 1



Vektorerna bs, bg, by bildar en ortogonalbas i L. Genom att normera denna bas far vi
ON-basen (by, bz, by/v/2) i L.

En bas i Lt ar (by) = ((1,0,0, —1)%)

Projektionen us, av u pa LT, ges av

1

u2:u'b1 b1=§ 0

by - by 2 0

—1

och vi har

6 -3 3
111211—11221 4 + = 0 :1 4
21 2 0 21 2
0 3 3

Slutligen galler att

Avst(u, L) = [u —wp|| = |w | = 3v9+ 16 +4+9 = }v/38

. Lat M vara delrummet till E* som spénns upp av vektorerna (1,0,1)* och (1,1, 2)".
F :E3 — E3 &r den ortogonala projektionen pa M. Bestim standardmatrisen for F.

Lésning. M ar ett plan genom origo. En normalvektor till M ar

1 1 1
n=|1|]x| 0 |= 1
2 1 -1

Lat G : B> — E3 vara den ortogonala projektionen pa n och lat P,Q beteckna stan-
dardmatriserna for F' respektive G. Vi har sambandet F' = I — G (se kryssproblem 2 till
lektion 3 2009). Av detta foljer att P =1 — Q. @ ges av

1 11 -1
1 1 1
innnT:§ 1L](11 —1):§ 11 -1
non ~1 -1 -1 1
vilket ger
L [3 00 Lf 1 -1
P=I-Q=3(030 J+2{ -1 -1 1
00 3 1 1 -1
. 2 -1 1
=3 -1 21 = P! = P2
1 1 2



4. Los foljande system av differentialekvationer

dér y1(0) = 1, y2(0) = —3.

Losning. P& matrisform kan systemet skrivas y' = Ay dir

A:(_:l,) _‘;’) och y:y(t):<Z;E§;>

Egenvardena till A ges av

=X =3 2 a2

I NI
=1-A4+3)1=-X2=-3)=A-XN)(-2-)).

Alltsa A1 = 4, A\ = —2. Motsvarande egenvektorer ges av de pa matrisform skrivna

ekvationssystemen
-3 =3[0\ (1 1]0 Cox vn = 1
—3 —3]0 0 00 G vi=
3 -31]0 1 —1]0 o v 1
-3 3|0 0 01/0 R |

1 —
P:(V1V2):<_1 1) med inversen P_1:2<1 1)

géller da att P~YAP = D, diir D #r diagonalmatrisen med egenvirdena 4, —2 i diagonalen.
Genom transformationen y(t) = Pz(t) fas systemet z/(t) = Dz(t), d.v.s. 21(t) = 4z (t),
2h(t) = —229(t) med 16sningen 21 (t) = c1et, 25(t) = coe ™!, Har giller att

()= 1) (2)-(2)

vilket slutligen ger oss l0sningen
11 2¢ 2t — e
v =ra= (o) (20 )= ( G T )

Svar: y(t) = 2e* — 72 yy(t) = —2e* — 72, O

respektive

For matrisen



5. Visa att ekvationen
2?42 4 2% —day —daz —Ayz =1

beskriver en rotationsyta i E3. Bestdm ytans typ, rotationsaxelns riktning samt minsta
avstandet fran ytan till origo. Rita figur!

Lésning. Den kvadratiska formen i vansterledet har matrisen

1 -2 -2
A= -2 1 =2
-2 -2 1
Egenvardena till A ges av
1-X =2 -2 -3-X =2 -2
0= -2 1-X =2 |=|-3-X1-X =2 |=
-2 -2 1-A -3—-X =2 1=
1 =2 -2 1 =2 -2
=(-3=XN|la 1-=X =2 |=(=3=X)]0 3—-2A\ 0 =
1 -2 1-A 0 0 3—A
=(=3-2N)(3-))?
Egenvérdena ar alltsa A1 = Ao = 3 och A3 = —3. Ytan ar en rotationsyta ty A; har

algebraisk multiplicitet tva. Ytans ekvation i principalkoordinaterna ar 3#2437%—332 = 1.
Det betyder att ytan dr en enmantlad hyperboloid med avstandet 1/ V/3 till origo.

Egenvektorerna till egenvérdet A o = 3 ges av det pa matrisform skrivna ekvationssystemet

-2 -2 =210 1 1 10
-2 -2 =-2/0 ]~ 00 00
-2 -2 =210 00 0|0

v1 och vy ges alltsa av ekvationen x +y + z = 0. Da v3 &r vinkelrdt mot v; och vo maste
den vara parallell med (1,1,1). Rotationsaxeln &r darfor den rita linjen med ekvationen
(r,y,2) =t(1,1,1). 0

6. Lat R22’2) beteckna rummet av alla symmetriska 2 x 2-matriser. En linjar operator F' pa
RZ? definieras genom

F(x) = ( 1+ T2 —x3 )7 < — < T1 I3 > EREQ’Q)

—x3 —x9 + 273 xr3 X2

Bestdm matrisen for F' i nagon bas och visa att F' ej ar diagonaliserbar.

Lésning. Standardbasen i R(>?) &r

c=evee=((o0) (01) (01))



Vi far

1 1 0
A=[F]=1 0 -1 2
0 0 -1
Egenviardena till F' ges av
1-—A 1 0
0= 0 —1-Xx 2 =(1—=N\)(~1-))?
0 0 —-1-A

Alltsa har vi Ay = 1, Ay = A3 = —1. Egenvektorerna till Ay = A3 = —1 ges av det pa
matrisform skrivna ekvationssystemet

2 1 010 2 1010
00 2|/0]~(00O0T1|0
0 0 00 0 0 0]0

Egenrummet till Ay = A3 = —1 har dimension 1, s& den geometriska multipliciteten &r
mindre dn den algebraiska multipliciteten. F' &r alltsa inte diagonaliserbar. O

(2,2)

. Lat R®? beteckna rummet av alla 2 x 2-matriser. Den linjara avbildningen F' : R —

Py ar sadan att

1000
[Flo=| 010 0
0000

déar

(GG D) @ v

Bestam [F.s dar

(o) (3 1) (0 0)(15)) oo emre

Ange dven baser i F':s noll- och varderum (N (F') respektive V(F)).



Lésning. Bassambanden ar

by = s1 + s2 + s3 + s4 s1 = by
b, = s1 + sy2 + s3 Sy = bs — by
by = s + s s3 = by — bs

b4 = 81 Sq4 = b1 — bg

c; = e +e3, cg = e —ey och cg = eq. Fran [F]y avldser vi att

F(b1) =c;
F(bg) = c2
F(b3) =0
F(by) =0

F(s1)=F(by) =0

F(sy) = F(b3) — F(by) =0

F(s3) = F(bg) — F(b3) =co = €] — e
F(sy) = F(by) — F(by) =c; —ca = ez + €3

8. R? forses med en skalirprodukt (—, —), sadan att

=((1)(2))

utgdér en ON-bas. Bestdm en matris G sadan att
(x,y) =x'Gy, foralla x,y c R?
L&t F vara den linjéra operatorn pa R? som har standardmatrisen
da 2a
[F]= ( —5a 10a )
dér a &r en reell konstant. Bestdm alla varden pa a for vilka F' ar en isometrisk operator,

alltsa uppfyller
(F(x),F(y)) = (x,y), foralla x,yeR?



Lésning. Sambanden mellan standardbasen e (som ej &r en ON-bas) och basen b ar

b, = e + e eg = 2b; — b
<
{ by = e + 2e e = —by + by

Eftersom b dr en ON-bas far vi

<e1,e1) = <2b1 —b2,2b1 —b2> = 4+ 1=5
<e1,e2) = <2b1 — by, —b; +b2> =-2-1=-3= <eg,e1>
(eg,e2> = <—b1 + bo, —b; + b2> =14+1=2

vilket medfor att
G: ( (el,e1> <e1,e2> > _ < 5 —3 >
(e2,€1) (e2,e2) -3 2
F':s standardmatris ger oss

F(by) = F(e1) + F(e2) = (4ae; — 5aez) + (2ae; + 10aez) = 6ae; + Haes
= 6a(2b; — ba) + 5a(—b; + bs) = Tab; — aby

F(by) = F(e1) + 2F(e2) = (4ae1 — Haez) + 2(2ae; + 10aez) = 8ae; + 15aes
= 8a(2by — ba) + 15a(—b; + b2) = ab; + 7abs

F &r en isometrisk avbildning om och endast om (F(by), F(bg)) &r en ON-bas.

ovanstaende foljer att
(F(by), F(by)) = (7Tab; — aby, Tab; — abs) = 49a* + a* = 50a*

(F(by), F(by)) = (Tab; — aby, ab; + 7abs) = Ta* — 7a* = 0
(F(by), F(by)) = (aby + Taby, aby 4 7aby) = a? + 494* = 504>

1

Alltsd ar F isometrisk om och endast om 50a® = 1, d.v.s a = :t5ﬁ.



