
Formelsamling till kursen i Transformmetoder

Z-transformen

a = (an)∞0 A(z) = Z[a](z) =
∞∑
n=0

anz
−n

Allmänna regler

αan + βbn αA(z) + βB(z) (Z.1)

λnan A(
z

λ
) (Z.2)

an−k, där k ≥ 1 och z−kA(z) (Z.3)
a−1 = · · · = a−k = 0

an+k, där k ≥ 1 zkA(z)− a0z
k − a1z

k−1 − · · · − ak−1z (Z.4)
nan −zA′(z) (Z.5)

(a ∗ b)n =
n∑
k=0

akbn−k A(z)B(z) (Z.6)

Speciella transformer{
1 om n = 0
0 om n ≥ 1

1 (Z.7)

1
z

z − 1
(Z.8)

λn
z

z − λ
(Z.9)

n
z

(z − 1)2
(Z.10)

nλn
λz

(z − λ)2
(Z.11)

n2 z2 + z

(z − 1)3
(Z.12)(

n

k

)
λn−k

z

(z − λ)k+1
(Z.13)

cosαn
z2 − z cosα

z2 − 2z cosα+ 1
(Z.14)

sinαn
z sinα

z2 − 2z cosα+ 1
(Z.15)
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Laplacetransformen

f(t) f̃(s) = F (s) = L[f ](s) =
∫ ∞

0
f(t)e−st dt

Allmänna regler

αf(t) + βg(t) αF (s) + βG(s) (L.1)
eatf(t) F (s− a) (L.2)

f(at), a > 0
1
a
F (

s

a
) (L.3)

f(t− a)H(t− a), a > 0 e−asF (s) (L.4)

tnf(t) (−1)nF (n)(s) (L.5)
f ′(t) sF (s)− f(0) (L.6)

f (n)(t) snF (s)− sn−1f(0)
−sn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0) (L.7)∫ t

0
f(u) du s−1F (s) (L.8)

f ∗ g(t) =
∫ t

0
f(u)g(t− u) du F (s)G(s) (L.9)

Speciella funktioner

δ(t) 1 (L.10)

H(t)
1
s

(L.11)

tn, n = 0, 1, 2, . . .
n!
sn+1

(L.12)

eat
1

s− a
(L.13)

tneat
n!

(s− a)n+1
(L.14)

cos at
s

s2 + a2
(L.15)

sin at
a

s2 + a2
(L.16)

t cos at
s2 − a2

(s2 + a2)2
(L.17)

t sin at
2as

(s2 + a2)2
(L.18)
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Fouriertransformen

f(t) f̂(ω) =
∫ ∞
−∞

f(t)e−iωt dt

Allmänna regler

αf(t) + βg(t) αf̂(ω) + βĝ(ω) (F.1)

eiαtf(t) f̂(ω − α) (F.2)

f(t− t0) e−it0ωf̂(ω) (F.3)

f(−t) f̂(−ω) (F.4)

f(at) (a 6= 0)
1
|a|
f̂(
ω

a
) (F.5)

tf(t) i
df̂

dω
(F.6)

f ′(t) iωf̂(ω) (F.7)

f̂(t) 2πf(−ω) (F.8)

f ∗ g(t) =
∫∞
−∞ f(u)g(t− u) du f̂(ω)ĝ(ω) (F.9)

Speciella funktioner

χ[−a,a]
2 sin aω
ω

(F.10)

e−|t|
2

1 + ω2
(F.11)

1
1 + t2

πe−|ω| (F.12)

e−t
2/2

√
2πe−ω

2/2 (F.13)

Plancherels formler:∫ ∞
−∞
|f(t)|2 dt =

1
2π

∫ ∞
−∞
|f̂(ω)|2 dω∫ ∞

−∞
f(t) g(t) dt =

1
2π

∫ ∞
−∞

f̂(ω) ĝ(ω) dω
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Fourierserier

Funktioner med period 2π

f(t) ∼
∞∑

n=−∞
cne

int =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt),

där
cn =

1
2π

∫ π

−π
f(t)e−int dt

an =
1
π

∫ π

−π
f(t) cosnt dt, bn =

1
π

∫ π

−π
f(t) sinnt dt

an = cn + c−n, bn = i(cn − c−n)

Parsevals formel:

1
2π

∫ π

−π
|f(t)|2 dt =

∞∑
n=−∞

|cn|2 =
|a0|2

4
+

1
2

∞∑
n=1

(|an|2 + |bn|2).

Funktioner med period T

Sätt Ω = 2π/T

f(t) ∼
∞∑

n=−∞
cne

inΩt =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnΩt+ bn sinnΩt),

där

cn =
1
T

∫ T/2

−T/2
f(t)e−inΩt dt

an =
2
T

∫ T/2

−T/2
f(t) cosnΩt dt, bn =

2
T

∫ T/2

−T/2
f(t) sinnΩt dt.

Parsevals formel:

1
T

∫ T/2

−T/2
|f(t)|2 dt =

∞∑
n=−∞

|cn|2 =
|a0|2

4
+

1
2

∞∑
n=1

(|an|2 + |bn|2).

N̊agra trigonometriska formler

2 sin a sin b = cos(a− b)− cos(a+ b)
2 sin a cos b = sin(a− b) + sin(a+ b)
2 cos a cos b = cos(a− b) + cos(a+ b)

2 sin2 t = 1− cos 2t, 2 cos2 t = 1 + cos 2t
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