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Att repetera.

Vi samlar hdr en del material fran tidigare kurser som kan vara anvandbart under kursens

gang.

e Serier. En serie (eller o4ndlig summa) ) a, &r ett forsok att addera alla talen i en foljd
n=N
(an),n > N. Om forsoket lyckas sédger vi att serien dr konvergent. Om forsoket misslyc-

kas sdger vi att serien dr divergent.

Forsoket bestar i att man bildar foljden (s, ) bestdende av delsummorna

Sp=aN+any1+ -+ an, n=N,N+1, N+2, ...

(o]

Forsoket definieras som lyckat om S = lims,, existerar. Serien 2 a, dr da konvergent
n=N
med vardet (eller summan) S. Vi skriver da

o]

Forsoket definieras som misslyckat om S = lims, inte existerar. Serien Z a, ar da di-
n=N
vergent, d.v.s det gér inte att addera talen i foljden (a,),n > N.

1

e Geometriska serier. Om vi forsoker addera talena, = x"~', n =1, 2, 3, ..., ddr x &r ett

reellt tal, sa far vi den geometriska serien

Yol =14x+x 450+

n=1
For delsummornas, =1+ x4+ x>+ ---+x" Tharvixs, =x + x>+ ---+x" ' + x" och
(1—x)sp=sp—xsp = (T+x+22+- - +x" D~ (x+22+- - +2" T H2") =1 "
vilket ger
N A |

s,=n, dax=1, S”_l—x_x—l'

Med hjélp av (x) ser vi att den geometriska serien divergerar om |x| > 1 och konvergerar
om —1 < x < 1. I det senare fallet har vi

dax #1. (%)

o0 1
_ 1
S—E x" =1

n=1




Rikneregel for konvergenta serier. Om Z ay, Z b, dr konvergenta och A, B dr konstan-
ter sa ar Z(Aan + Bb,) konvergent och

) (Aa,+Bb,) =AY a,+B) b,

Om déaremot Z a, dr konvergent, medan 2 b, ar divergent, och A, B dr konstanter, B #
0,s8 ar Z(Aan + Bb,) divergent.

o0
Sats. Om Z a, konvergerar sa maste a, — 0. Denna sats kan bara anvéndas for att bevisa

1
att serier divergerar.

[o°] (o]
Absolutkonvergens. En serie Z a, sdgs vara absolutkonvergent om E |a,| < oo. En
n=N n=N
absolutkonvergent serie dr automatiskt konvergent.

Alternerande serier. En alternerande serie dr en serie ddr varannan term &r positiv och
varannan term dr negativ. En alternerande serie kan alltsd skrivas som

[ee]

i (—1)”’111,1 eller Z (=1)"ay (%)

n=N n=N
déar a,, > 0 for alla .
Leibniz konvergenskriterium. Om a,, avtar mot 0 sd konvergerar (x).

Exempel. Enligt Leibniz kriterium konvergerar serierna

> (—1)r1 > COSnTT > (—1)1

- ® ) s © ;N 7

n=N

Partiell integration. Detta &r bakldngesvarianten av produktregeln, (AB)' = A'B+ AP/,
for derivation. Antag att F dr en antiderivata till f. For den obestimda integralen av en
produkt f g géller

[ Flxglx)dx = Fxg(x) — [ F(x)g/(x) dx
For en bestamd integral av f g géller
b x=b b
| Fg = [F@)s]); - [ F@g () dx.

Detta fungerar normalt bara om g¢’(x) dr en enklare funktion &n g(x). S& &r fallet om t.ex.
g(x) dr ett polynom, g(x) = Inx eller g(x) = arctan x.

Exempel.
1 1 t 1
/teZt dt = tiezt — /1 . EeZt dt =C+ EeZt — ZLEZt'

Exempel.

T T
/ tsintdt = [—tcost]y —/ (—1)costdt = —mecos 7t + [sint]) = 7.
0 0



e Trigonometriska formler. Exponentiallagen

w ,Z w—+z

eYe" =e foralla w,z € C (*)

gor det enkelt att hdrleda behovliga trigonometriska formler. Satter vi, till exempel, w =
ip, z =101 (x) far vi
cos(@ +0) +isin(p 4 0) = /770 = ¢ — (cos ¢ + isin ¢)(cos B +isin ) =
= (cos @ cos O — sin ¢ sin ) + i(cos ¢ sin 6 + sin ¢ cos )

Identifikation av real- och imaginardelar ger

cos(¢ +0) = cos ¢ cos — sin ¢ sin 0
och

sin(¢ + 6) = cos ¢ sin 6 + sin ¢ cos 6

For att gora dessa harledningar behover vi dven kunna binomialformeln (se nedan) och
Eulers formler ‘ _ ‘ ‘
cosf = 1(e? +e71), sinf = £ (e —e71)

e Problem. Skriv f(x) = 8 cos x cos 2x cos 3x som en summa av termer av typen 4 cos wx.

Losning. Med hjdlp av exponentiallagen och Eulers formler far vi
f(x) = (2cos x)(2cos 2x)(2cos 3x) = (& + e~ ™) (%™ + 7 2%) (3% 4 ¢7%7)
)
1 RiX g pm2ix g pix 4 —dix 4 6ix 4 —6ix
=2+2c0s2x + 2cos4x + 2cos 6x

O
e Problem. Skriv g(x) = sin® x som en summa av termer av typen a sin wx.
Losning. Med hjdlp av exponentialformeln, binomialformeln och Eulers formler far vi
‘ \5
32ig(x) = (e”‘ - e”x>
— eSix -5 e4ixe—ix +10 eBixe—Zix —10 eZixe—3ix +5 eixe—4ix o e—5ix
—_ eSix _ e—5ix _ 563ix + 56_3ix +10 eix ~10 e—ix
= 2i sin5x — 107 sin 3x + 20i sinx
Detta ger
g(x) = 2 sinx — 2 sin3x + & sin5x
O

e Polir representation av komplexa tal. Varje komplext tal z = x + yi har en poldr fram-
stallning

z=x+yi=rcosfO+irsind =re?,

ddr r = |z| och 6 &r vinkeln som z, sett som en fran origo emanerande vektor, bildar
tillsammans med positiva reella axeln.



z=x+1y

r=z|

0

— L0

z=Xx+1y=re".

e Komplexa exponentialfunktionen. Denna definieras, for varje komplext tal w = u + iv,
genom '

eV = """ = ¢"(cosv + isinv)
Satter vi haru = x, v = 0sa far vi
e* = et = ¢¥(cos 0 4 isin0) = e*(1 4 0i) = e¥(1) = &*

Ovanstdende definition ger alltsd, for reella variabelvdarden, samma resultat som den ti-
digare definierade exponentialfunktionen. Tar vi i stéllet u = 0, v = 6 far vi

e = 0t — ¢(cos f + isinf) = cos @ + isinf

= Vcos26 +sin?0 =1

(trigonometriska ettan). De komplexa talen ¢, for reella 6, svarar alltsd mot punkter pa
enhetscirkeln (och omvént svarar varje punkt pd enhetscirkeln mot ett sddant tal). For
varje nollskilt komplext tal z géller att z/|z| har absolutbeloppet ett. Alltsa kan vi finna 6
sd att

For dessa tal har vi
i0
¢

Z . o .
Zo=e alltsd z = |z|e®
2]
vilket ju dr den poldra representationen. Den poldra representationen &r inte unik. For

varje heltal n géller att
0+27n)

z = |z| €/l
For den komplexa exponentialfunktionen géller formeln
eve* = e¥* foralla w,z € C (%)
(den sa kallade exponentiallagen). Av () foljer direkt att
()" =e" foralla zeC,neZ
(Z betecknar heltalen).

¢ Binomialformeln och Pascals triangel.

(14+2)"=(142z2)...(142) = <g> + <T>z+---+ <Z)zk+---+ <Z>z”



Potensen z¥, for 0 < k < n, fés genom att man i produkten (1 +z) ... (1 + z) véljer z fran
k av parenteserna och 1 ur de resterande n — k parenteserna. Ett sddant val kan goras pa

n
<k> olika sitt, vilket ger oss koefficienten framfor ZF. Vi ser ocks4 att

0=+

for 0 < k < n. Detta samband ger oss Pascals triangel

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

som dr anvandbar vid berdkning av (a + b)", f6r inte alltfor stora n. Exempelvis
(a+b)* = a* 4 4a°b + 64°b* + 4ab® + b*
(a+b)° = a° 4 5a*b + 10a°b* + 10a%b® + 5ab* + b°
e Teorin for partialbriksuppdelning.

- Sats. Om T(x), N(x) = Nj(x)Nz(x) dr polynom, sadana att T har lagre grad dn N
och Nj, N, saknar gemensamma nollstéllen, s& finns polynom T, T, sddana att
I__ T _T4L T
N NN, N N,

dér Tp har lagre grad dn Ny och T, har ldgre grad dn N».

Bevis. Eftersom Nj, N» saknar gemensamma nollstéllen finns, enligt Euklides algo-
ritm (se nedan), polynom P;, P, sddana att P;(x)Ny(x) + P2(x)Np(x) = 1, for alla
x € R. Det foljer att

T  TPN,+TPN, TP N TP,
NiN, N; N, N N,

Har kan det hdnda att TP ej har lagre grad dn Nj eller att TP, ej har ldgre grad &n
N. Genom polynomdivision (se nedan) far vi da

1

T TP TP, T
NN, N TN, _Q1+N1+Q2+N2

dar Qq, Q2, Ty, T; &r polynom, T har lagre grad dn N; och T, har lagre grad dn N,.
Héar maéste Q; + Q> vara nollpolynomet, f6r annars foljer, om vi multiplicerar leden
med NN, att T har hogre grad &n sig sjdlv. O



- Sats. Om N(x) = M(x)™, ddar m > 1, och T har ldgre grad dn N sa finns polynom
Ry,..., Ry, som alla har lagre grad dn M, sddana att

T T R R R
N-omn oM aet T (*)
Bevis. Med polynomdivision far vi
T 1 T 1 Ry _ Ry Qm
M = Mt M Mt \ M) = e

oMM Mm—1

dar R, har lagre grad an M och Q, har ligre grad an M™!. Genom upprepning
(med Qy, i stéllet for T och m — 1 i stdllet for m 0.s.v) fas (x). O

- Polynomdivision. Da polynomet T(x) divideras med ett annat polynom N(x) far
man en kvot Q(x) och en rest R(x):

T(x)

N(x)

R(x)
N(x)

=Q(x) + < T(x) = Q(x)N(x) + R(x)

Om T(x) har lagre grad &n N(x) blir kvoten noll och R(x) = T(x). Under alla om-
standigheter har R(x) lagre grad dn N(x). Divisionen gér jamnt ut, d.v.s T(x) &r
delbart med N(x), om och endast om R(x) = 0.

— Exempel. Utfor polynomdivisionen i fallet da T(x) = 2x° — 3x* 4 2x> — x* + 2x och
N(x) = x* —2x% +2x* —2x + 1.

Losning. En vanlig divisionsuppstillning med ‘liggande stol” ger:

2x +1
2x° —3x* +2x% — 24 2x |x4—2x3+2x2—2x+1
—2x° + 4x* — 4x3 4+ 4x% — 2x
x* — 223 + 342
—xt 2 — 2% 42 —1
2 42x—1

Vi avlaser att Q(x) = 2x + 1 och R(x) = x> 4+ 2x — 1. O

- Euklides algoritm. Storsta gemensamma delaren till tvd polynom Nj (x), Nx(x) de-
finieras som det moniska polynomet S(x) (ledande koefficienten &r 1) av hogsta
mojliga gradtal som delar bdde Nj(x) och Ny(x). Varje polynom som delar bade
Nj(x) och Ny(x) maste dela S(x). Av detta f6ljer att den storsta gemensamma dela-
ren dr unik.

Antag att vi gor polynomdivisionen Nj (x)/N>(x) med resultatet
Ni(x) = Q2(x)Na(x) + N3(x)

Av detta foljer att ett polynom S(x) delar bade Nj(x) och N>(x) om och endast om
S(x) delar bade N>(x) och N3(x). Paren Nj(x), Nz(x) och Np(x), N3(x) har alltsa



samma storsta gemensamma delare. Euklides algoritm innebér att man gor en upp-
repad polynomdivision enligt schemat:

Ni(x) = Q2(x)Na(x) + Na(
N2 (x) = Qs(x)N3(x) + Na(x)

=
~—

Ni-2(x) = Qi-1(x) Ni—1(x) + Ni(x)
Ni—1(x) = Qie(x)Ni(x)
Man avbryter da divisionen gér jamnt ut. Den storsta gemensamma delaren S(x)

ar det moniska polynom som fas da Ni(x) delas med sin ledande koefficient. Av
schemat kan man &ven utldsa att det finns polynom P; (x), P>(x) sddana att

S(x) = Pr(x)N2(x) + P2(x)Ni ()

Den storsta gemensamma delaren dr 1 om och endast om Nj(x) och Ny(x) saknar
gemensamma komplexa nollstdllen. I ett sddant fall géller alltsd att det finns poly-
nom P (x), Pj(x) sadana att

1= P1(X)N2(x) + Pz(x)Nl(X)



