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Varje problem ar vért maximalt 8 podng. Fér erhallande av maximal poédng skall 16sningarna atfoljas av
relevanta motiveringar. Betygsgranser for betygen 3, 4, 5 ar 18, 25 respektive 32 poédng.

Skrivtid: 09:00-14:00.

Tillatna hjalpmedel: Bifogad formelsamling.

1. Los, med hjalp av Laplacetransformering, ekvationssystemet

y’(t)+y(t)+/0x(7')d7': t o
) > b

2y'(t) + 32/ (t) + 6z(t) = 0

givet att 2(0) = 2 och y(0) = —3.

2. Undersok om differensekvationen
y(n+2) —y(n+1) —2y(n) = u(n)

ar stabil. Los ekvationen i fallet da u(n) = 0 och y(0) =0, y(1) = 1.

3. Lat f(t) vara en udda funktion med period 27, sadan att f(t) = t* for 0 <t < 7.

a) Utveckla f(t) i en Fourierserie.

b) Bestdm med hjélp av a) en 16sning till differentialekvationen

y'(t) +4y(t) = f(t).

7w2

4. Antag att f(t) har Fouriertransformen f(w) = we

a) Bestam f(t).

b) Berdkna integralen

o0 2
/ ze * sinzdz.
0

5. Lo6s med variabelseparation ekvationen

up=ul, —2u, t >0,0<z<1,

déar u(x,t) satisfierar villkoren u(0,t) = u(1,¢) = 0 for ¢ > 0 och u(x,0) =z for 0 < x < 1.



Losningar till tentamen i Fouriermetoder 2008—-05-28

Lo6sning till problem 1. Laplacetransformering av de biagge ekvationerna ger

X 1 1
(s+1)Y(s)+ X(s) = 3+ s(s+1)Y(s)+ X(s) = —3s+—
s? 4 s
2sY(s)+3(s+2)X(s)= 0 2sY(s) +3(s+2)X(s)= 0
Den andra ekvationen ger
_ 3(s+2)
= -2
2s
X(s)= —— 2y
(s) 3(s+2) ()
1
Insatt i ekvationen s(s+ 1)Y(s) + X(s) = —3s+ S ger detta
2 _ 2 _
X(s) = 65 — 2 2 3s 1
5(3s24+9s+4)3s(s—a—0b)(s—a+b)

3 11
dér a = ~5 och b=/ T (nollstillena till 3s% + 9s

(352 —1)(s +2)

+4&r s=a+b). For Y(s) fas

(352 — 1)(s + 2)

Y(s) =

Partialbraksuppdelning:

CU2(3s24+9s+4)

CP2(s—a—b)(s—a+b)

2 3% — 1 2 (A B c
X(s)=—-= =——|— .
3s(s—a—>b)(s—a+D) 3\s s—a—b s—a+b
Alltsa &r
x(t) = 22 (A + Belatt)t 4 Ce(“_b)t>
3
déar A, B och C ges av (anvéind handpalaggning)
2 _ )2
s 1 _ 3(a+0b) 1:,02_3(a b).
b2 —a? 2b(a + b) 2b(a — b)
For Y (s) fas pa liknande sétt
D E F
Y(s)= = + =
() s2 s s—a—b+s—a+b

och darmed

y(t) = Ct + D + Eelatb)t 4 pela=b)t,

Losning till problem 2. Med u(n) = 0, och y(0)
led att
Y(2)(22—2-2)=1

Polerna till éverforingsfunktionen ges alltsa av z? — z — 2

absolutbelopp > 1 ar ekvationen instabil.

Losningen med u(n) =0, y(0) =0 och y(1) = 1: Z—

Y(2)(22—2-2)—2=0&Y(z

Partialbraksuppdelning ger

1
z+2

i

):

z

=0, y(1) = 1, fas med Z—transformering av bégge

1
22 —2z-—-2

< Y(z)

0 z=—+ Eftersom dessa har

N | =
N Lo

transformering av bagge led ger

)=

2—z—2 (z—1)(z+2)

)N

1
3

z
-1

z
z+2




Losning till problem 3.  a) Eftersom f(¢) &r udda kan vi utveckla i en sinusserie. Vi far (med partiell
integration)

b, = z/ t? sin(nt)dt = 2 ({_tzcos(nt)} + [Ztsm(;lt)} + [QCOS(;It)} ) =
T Jo 7r no ], n o n 0

(o VAR

n ™3

Alltsa ar den sokta Fourierserien

or(—1)"*t 4

f(t) ~ i (n +— (=) - 1)) sin nt.

b) Hér tillkommer en extra svarighet, som missades da tentan gjordes (inga poéng har forlorats pa
grund av 6verseende med detta): ansatsen

y(t) ~ C%O + ;(an cosnt + by, sinnt)

kommer ej att fungera, eftersom (for n = 2) termen som innehéaller as cos 2t + by sin 2t l6ser den
homogena ekvationen 3" (t) + 4y(t) = 0 men Fourierserieutvecklingen av f(t) innehdller en term
med sin 2¢ (denna heter — sin 2¢). Dérfor maste ansatsen vara

o0
y(t) ~ % + At cos 2t + Btsin 2t + (Z(an cosnt + by, sinnt)
n=1

(se exempelvis kursen i Ordinéra Differentialekvationer, eller motsvarande). Vi far da att (derivera
under summatecknet)

y"(t) ~ —4Asin 2t + 4B cos 2t — 4At cos 2t — 4Bt sin 2t + Z(—nQan cosnt — nb,, sinnt)

n=1

vilket medfor att

2a9 — 4A sin 2t + 4B cos 2t + Z(an(4 —n?)cosnt + b, (4 — n?)sinnt) ~ 3" (t) + 4y(t) =

n=1

2m(—1)" 4

= f(t) ~ 21 (n + ()" - 1)) sinnt =

(skriv termen for n = 2 separat for tydlighets skull)

T = 27 (—1)ntt 4 n )
=-7 sin 2t + n_lzgﬁ (n + %((—1) —1) ) sinnt

Ur detta fas

om(~1)t 4

2 2 n
ap =0, a,(4—n")=0, b(4—n") = - ﬁ((_l) —1)omn#2, —4A=—7, B=0.

vilket i sin tur leder till att a,, = 0 for n # 2, as och by godtyckliga, A = w/4, och

1 (2772(—1)’“rl

b, =
n2 —4 n

+ %((_m - 1)) A2

Alltsa blir

n n3

1 (2772(—1)”Jrl 4
—4

t oo
y(t) ~ <a2 + Z) cos 2t + by sin 2t + Z —
n=1,n#2



Lo6sning till problem 4. a) Ur formelsamlingen ser man till exempel (det gar att anvinda andra
formler ocksa) att

1 7t2/4 2 ’ P
——e ~e “ och f'(t) ~iwt(w).
Nt £1t) ~ iwi(w)

Tillsammans ger dessa att

it
sa vi far att f(¢) = et/

4/7
b) Integranden i den sokta integralen dr jamn, sa

o0 2 1 [ 2
I:/ ze * sinxdr = 5/ ze * sinzdz.
0

— 00

Vidare ar
o0 2
/ ze * cosxdr =0

— 00

eftersom denna integral har udda integrand. Héarnédst observeras att (ur inversionsformeln med
t=1)

/_00 flw)e™dw = 2m f(1)

Med vart f(t) ger detta (byt ut  mot w i integralerna ovan)

2mi —-1/4 > —w? iw e —w? . > —w? i
e = we ¥ eYdw = we coswdw + 1 we sinwdw = =1
47 . oo oo 2

Alltsa ar den sokta integralens véirde
oo
/ ze ™ sinwdr = ge_l/‘l.
0

Loésning till problem 5. Kortfattad 16sning: Ansatsen u(x,t) = f(z)g(t) ger

)
0) 7(@)

f@)g'(t) = f"(x)g(t) — 2f(x)g(t) & =A

dar X\ ar en konstant. Vi far tva differentialekvationer:

g'(t) + (2= Ng(t) = 0 och f"(x) = Af(z) =0

Den andra av dessa, tillsammans med randvillkoren f(0) = f(1) = 0, ger att A\ = —n?7%, n € Z, och
f(x) = Asin(nmz). Insatt i den andra ekvationen ger detta att g(t) = Be~ @)t - Allts4 16ser

un(x,t) = Cpe rnim)t sin(nmx)

den givna differentialekvationen, och satisfierar randvillkoren. Ansatsen wu(z,t) = Zun(x,t) ger med

n=1
fourierserieutveckling av f(z) = z som en udda, 2—periodisk funktion, att

el n+1
Z Cpsin(nmz) = u(z,0) =z ~ Z sin(nmx)
n=1 n=1
: . 2(—1)" ! o
vilket medfor att C,, = —————. Alltsa ar
n
o n+1
u(z,t) = Z e~ (2Hnim)t sin(nmzx).

n=1



