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Har lar vi oss anvdnda transformer for att 16sa vissa partiella differentialekvationer (PDE).

e Virmeledningsekvationen. Vibetraktar en stav av langden L, idealiserad som intervallet
0 < x < L. Denna dr totalt isolerad féorutom i &ndpunkterna, som halls vid den konstanta
temperaturen 0.

u(x,t)

O

1 T

Vi later u(x,t) beteckna temperaturen i punkten x, i staven, vid tiden . Om staven har
den konstanta varmeledningskoefficienten k géller da att

ur(x, t) = kuye(x,t), 0<x<L, t>0 och u(0,¢t)=u(Lt)=0, t>0. (%

Vi vill finna alla 16sningar u = u(x, t) till (x) som uppfyller initialvillkoret u(x,0) = f(x),
dér f(x), 0 < x < L, &r en mer eller mindre godtycklig funktion.

t

e Exempel. Finn alla virden pa a och b, sddana att u(x,t) = e “sinbx, 0 < x < L, t > 0, &r

en losning till ().

Losning. Det dr klart att u(0,¢) =0, t > 0. Vi ska dven ha
0=u(Lt)=e"sinbL <= bL=nm,n=12,...,

vilket ger b = nmt/L, n = 1,2,.... Antag nu att b &r ett av dessa virden. Om u(x, t) =
e~ "sinbx har vi u;(x,t) = —ae " sinbx och uy(x,t) = —b%e " gin bx. Det betyder att
ur(x,t) = kuye(x,t) om och endast om a = k b*. For varje positivt heltal n har vi alltsa
funnit en 16sning

_kﬂznz t

mn
uy(x,t) =e 12 sinTx, O<x<L, t>0,

till (). 0

e Fouriers metod (variabelseparationsmetoden). Inspirerade av exemplet férsoker vi nu
hitta alla 16sningar till () av formen

u(x,t) =X(x)T(t), 0<x<L,t>0.

For sddana funktioner har vi u;(x,t) = X(x) T'(t) och uyy(x,t) = X" (x) T(t). Alltsa ar
ekvationen () uppfylld om och endast om

X(x)T'(t) =kX"(x)T(t), 0<x<L, t>0 och X(0)=X(L)=0.



Detta kan skrivas om till
17 X"(x)
k T(t) N X(x)’

0<x<L, t>0 och X(0)=X(L)=0. (#)

En funktion av t ar alltsa lika med en funktion av x, for alla x och t. Detta kan bara intriffa
om bada funktionerna ar konstanta. Vi sitter denna konstant till —w? och far

X//<x) _ _w2 " (x w2 x) =
X0 = =  X'(x)+w*X(x) =0.

Dessutom ska X(0) = X(L) = 0. Ekvationen X" (x) 4+ w?*X(x) = 0 har losningarna
X(x) = Acoswx + Bsinwx
dér A, B dr godtyckliga konstanter. Villkoren X(0) = X(L) = 0 ger
0=X(0)=A och 0=X(L)=BsinwL

Om l6sningen ska vara icke-trivial sa mdste B # 0, vilket ger wL = nrmr,ddrn =1,2,....
Losningarna utgors déarfor av de konstanta multiplarna av

Xu(x) = sin%x, n=1,2,3,...

For varje n motsvaras X, (x), enligt (#), av en funktion T, (¢) sddan att

1TiH  XI(x) 7w
kT,(t)  Xu(x) L2

Funktionen T, (t) uppfyller dérfor differentialekvationen

krt?n?
Trlz(t) = —TTn(t)

som har l6sningarna

_kn22
Tn(t) — bne 2
dér b, dr en godtycklig konstant. Sammantaget har vi alltsa, for varje positivt heltal 7,
funnit 16sningarna

kn2n?

un(x,t) = bpe 12 tsin%x, O<x<L,t>0,
till (x). Eftersom () dr en linjdr differentialekvation har den egenskapen att summan av

ett (dndligt) antal 16sningar ocksa dr en 16sning. Vi rdknar darfor med att

kr?n? ¢ T

u(x, t) =Y up(x,t) =Y bye 22 sinTx (%)
n=1 n=1

ar en 16sning till (x), forutsatt att serien konvergerar tillrackligt starkt. Vi sdker en 16sning
u(x, t) som uppfyller begynnelsevillkoret u(x,0) = f(x),0 < x < L. Om u(x,t) ges av
(*+*) far vi darfor, genom att sétta t = 0, att

f(x) =u(x,0) = aneosin%x: ansin%x (#x)
n=1 n=1
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Hogerledet i (#x) dr en udda periodisk funktion, med perioden 2L. Oavsett hur funktio-
nen f(x) ser ut, for 0 < x < L, kan vi utvidga den till en udda periodisk funktion, med
perioden 2L, for —co < x < oco. Hogerledet i (#x) dr Fourierserien for denna utvidgade
funktion. Av detta foljer att b, ges av

2 L TN
b”_f/o f(x)smfxdx

Om f(x) dr styckvis kontinuerlig och sddan att f(x"), f(x7), f.(x), f_(x) existerar
overallt kommer Fourierserien att konvergera 6verallt och for seriens summa S(x) géiller
att S(x) = f(x) ialla kontinuitetspunkter och S(x) = 3 (f(x¥) + f(x 7)) i 6vriga punkter.
Vi har ddrmed visat foljande

Sats. Om f(x) &r styckvis kontinuerlig och sddan att f(x"), f(x7), f1.(x), f(x) existerar
overallt sa har varmeledningsekvationen

ur(x,t) =kuxe(x,t), 0<x<L, t>0,
en unik 16sning u(x, t) som uppfyller de homogena randvillkoren
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0 ochbegynnelsevillkoret u(x,0)= f(x).

Denna unika losning ges av

[ee) 2n2
u(x,t) = Z bne_kL2 tsin%x )
n=1
dar o /L
. tn
bl’l = Z/O f(x) Slnfxdx, n:1/2/3/"' (FK)

Av (S) ser vi att oavsett hur u(x,0) = f(x) ser ut kommer u(x,t) — 0da t — oo. Det dr
till och med sa att temperaturen gar mot noll snabbt om k inte ligger nédra noll.

Exempel. Los virmeledningsekvationenifalletdd L =2,k =1, u(x,0) = 1for0 < x < 2,
och vi har homogena randvillkor u(0,t) = u(2,t) =0,¢ > 0.

Losning. Enligt (S) har problemet den unika 16sningen

s 2.2
u(x,t) =Y be % tsin%
n=1

dar



forn =1,2,3,.... Det betyder att

byy =0  och by = 7r(2k4+1)
sd vi har
u(x, t) = é@ewtsinw 0<x<2 t>0.
O
Exempel pa inhomogeniteter. Los den inhomogena varmeledningsekvationen
6x +up(x,t) = upr(x,t), 0<x<1, t>0, (%)

dér vi har de inhomogena randvillkoren u(0,¢) = 1, u(1,t) = 3 och begynnelsevillkoret
u(x,0) = x> + x + 1 + sin rx.

Losning. Vid problem av denna typ forsoker man hitta en funktion /(x) sadan att
u(x,t) =h(x) +v(x,t)
och dér v(x, t) dr en 16sning till motsvarande homogena varmeledningsekvation
ve(x, 1) = vxx(x,t), 0<x<1l, t>0 och v(0,t)=0v(lt)=0, t>0. (%)

Av u(x, t) = h(x) + v(x, t) foljer att us(x,t) = vi(x,t) och uyy(x, ) = B (x) + vyx(x, ).
Det betyder att (x) kan skrivas

6x +vi(x,t) = h'(x) +oxe(x,t), 0<x<1, t>0.

Eftersom vi krdver att v:(x,t) = vy (x,t) foljer att 6x = h”(x), vilket &r ekvivalent med
att i(x) = x> + Ax + B. Vi har darfor

v(x,t) = u(x,t) — x> — Ax — B
Kraven att v(0,t) = v(1,t) = 0 ger nu
0=0(0,t) =u(0,t) ~B=1-B och 0=0(L,t)=u(l,t)—1—-A—B=2—A—B,

vilket ger A = B = 1. Om vi sitter u(x,t) = x° + x + 1+ v(x,t) kommer v(x,t) att
uppfylla (x*) och

0(x,0) = u(x,0) — x> —x —1=2>+x+1+sinmx — x> — x — 1 = sin rx.
Enligt (S) har vi
o(x,t) =) bue ™" !sin 7tn x
n=1
dar

1
b, = (2)/ sintx sintnxdx, n=1,2,3,... (FK)
0
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Genom att anvianda (FK) ser vi att by = 1 och b, = 0 for n > 1. Det ser man dock enklare
av att

[e0]
sin7tx = v(x,0) = ) _ bysinznx =bysinmwx + by sin2mwx + - - -
n=1

Alltsa har vi ,
u(x,t) =x*+x+1+e " sinmax.

O]

Vagekvationen. En annan klassisk PDE &r vagekvationen. Denna giller, till exempel, for
enstrang av langden L, i viloldget idealiserad som intervallet 0 < x < L, som &r fastspand
i andpunkterna.

uT u(x, t)

| Lox

Vi later u(x, t) beteckna strangens vertikala utslag i punkten x, vid tiden t. Om stréngen
har vagutbredningshastigheten c géller att

up(x,1) = upe(x,t), 0<x <L, t>0 och u(0,t) = u(L,t) = 0. (*)
Eftersom ekvationen dr av andra ordningen i variabeln t har vi hir tva begynnelsevillkor
u(x,0) = f(x) och wu(x,0)=g(x), 0<x<L.

Vi forsoker nu, pd samma sdtt som vi gjorde med varmeledningsekvationen, hitta alla
16sningar till (x) av formen

u(x,t) =X(x)T(t), 0<x<L, t>0.

For sddana funktioner har vi uy(x,t) = X(x) T"(t) och uye(x,t) = X"(x) T(t). Alltsé &r
ekvationen (x) uppfylld om och endast om

X(x)T'(t) =2 X"(x)T(t), 0<x<L, t>0 och X(0)=X(L)=0.

Detta kan skrivas om till

1T'()  X'(x)
2 T(t) ~ X(x)’

0<x<L t>0 och X(0)=X(L)=0. (#)

En funktion av t ar alltsa lika med en funktion av x, for alla x och . Detta kan bara intriffa
om bada funktionerna ir konstanta. Vi sitter denna konstant till —w? och f&r

})(;’((xx)) =—w? <= X'(x)+w*X(x)=0.

Dessutom ska X(0) = X(L) = 0. Ekvationen X" (x) + w?*X(x) = 0 har losningarna

X(x) = Acoswx + Bsinwx



ddr A, B dr godtyckliga konstanter. Villkoren X(0) = X(L) = 0 ger
0=X(0)=A och 0=X(L)=BsinwL

Om l6sningen ska vara icke-trivial sa mdste B # 0, vilket ger wL = nrmr, ddrn =1,2,....
Losningarna utgors déarfor av de konstanta multiplarna av

X, (x) = sin%x, n=123,...

For varje n motsvaras X, (x), enligt (#), av en funktion T, (t) sddan att

1 T)(t)  Xji(x)  mn?
2 Ty(t)  Xa(x) L2

Funktionen T}, (t) uppfyller dérfor differentialekvationen

22 n?

som har l6sningarna

men men
T.(t) = ancosTt—i— bnsinTt

dér a,, b, ar godtyckliga konstanter. Sammantaget har vi alltsa, for varje positivt heltal 7,
funnit 16sningarna

up(x,t) = (uncos@thbnsinﬂt) sin@x, O0<x<L,t>0,
L L L
till (x). Eftersom () &r en linjdr differentialekvation har den egenskapen att summan av
ett (andligt) antal l16sningar ocksa &r en 16sning. Vi rdknar déarfor med att

[ee]
u(x,t) = 2 (an cos%t—kbn sin%t) sin

n=1

% X, ()
ar en 16sning till (x), forutsatt att serien konvergerar tillrackligt starkt. Vi sdker en 16sning
u(x, t) som uppfyller begynnelsevillkoren u(x,0) = f(x), us(x,0) = g(x),0 < x < L. Om
u(x,t) ges av (xx) far vi darfor, genom att sitta t = 0, att

f(x) =u(x,0) = i ay sin % X (#x)
n=1

Hogerledet i (#x) dr en udda periodisk funktion, med perioden 2L. Oavsett hur funktio-
nen f(x) ser ut, for 0 < x < L, kan vi utvidga den till en udda periodisk funktion, med
perioden 2L, for —co < x < oco. Hogerledet i (#x) dr Fourierserien for denna utvidgade
funktion. Av detta foljer att b, ges av

2 L . 7n
ay = Z/o f(x) smfxdx
Om f(x) dr styckvis kontinuerlig och sddan att f(x"), f(x7), f.(x), f_(x) existerar
overallt kommer Fourierserien att konvergera 6verallt och for seriens summa S (x) galler

att S(x) = f(x) ialla kontinuitetspunkter och S(x) = 3 (f(x¥) + f(x 7)) i 6vriga punkter.
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P& samma satt far vi
(e

mien n

(0 =Y Ty sin #

g(x) = u(x,0) n;l [ bnsin—x (x#)

Hogerledet i (x#) dr en udda periodisk funktion, med perioden 2L. Oavsett hur funktio-

nen g(x) ser ut, for 0 < x < L, kan vi utvidga den till en udda periodisk funktion, med

perioden 2L, for —co < x < oco. Hogerledet i (x#) dr Fourierserien for denna utvidgade
funktion. Av detta foljer att b, ges av

L2

L TN
bn_%Z/o f(x) Slnfxdx

Om g(x) &r styckvis kontinuerlig och sddan att g(x™), g(x7), ¢’ (x), ' (x) existerar
overallt kommer Fourierserien att konvergera 6verallt och for seriens summa S(x) géiller

att S(x) = g(x) ialla kontinuitetspunkter och S(x) = 1 (g(x™) + g(x 7)) i dvriga punkter.

e Exempel. Los vagekvationen

up(x, 1) = tyx(x, 1), 0<x<m, t>0
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0
u(x,0) =sinx, ui(x,0) = 8cosxsin’x, 0<x<m

Losning. Har har vi L = 7 och ¢ = 1. Enligt ovan har dérfor ekvationen den allmédnna
16sningen

u(x,t) = Z (aycosnt+b,sinnt)sinnx, 0<x<m t>0,
n=1

som uppfyller de homogena randvillkoren (0, t) = u(r, t) = 0. Begynnelsevillkoren

sinx = u(x,0) = Z apsinnx = a;sinx +apsin2x + - - -
n=1
2sin2x — sindx = us(x,0) = Z nb,sinnx
n=1
= by sinx + 2by sin2x + 3b3 sin 3x + 4bysin4x + - - -,

dar vi utnyttjat likheten 8 cos x sin’

1
Ellzbz:l,lh;:—i, O=a,,n>1, 0=by=b3=0,, n>4

Ekvationen har darfor 16sningen

x = 2sin2x — sin4x, ger sedan

1
u(x,t) = cost sinx + sin 2t sin2x — 1 sin 4t sin4x.

¢ Exempel med inhomogeniteter. Los foljande inhomogena variant av vdgekvationen

Uyy (X, ) = up(x, t) + sinx, 0<x<mm, t>0
u(0,t) =0, u(m,t) =m, t>0
u(x,0) =x, u(x,0) —4cos’xsinx, 0<x<T7



Losning. Viansétter u(x,t) = h(x) +ov(x,t), ddr vivill att v, (x, t) = vy (x, t) ochv(0,t) =
o(rr,t) = 0. D& géller uyy(x,t) = h"(x) + vax(x,t) och up(x,t) = vy(x,t). Differentia-
lekvationen kan déarfor skrivas som

W' (x) 4+ vsx(x, 1) = op(x,t) +sinx, 0<x<m t>0,

vilket ger h”'(x) = sinx, 0 < x < 7. Denna ekvation har l6sningen h(x) = Ax + B —sin x.
For randvillkoren har vi

0=u(0,t) = h(0) +v(0,t) = h(0) =
m=u(m,t)=nh(m)+o(mrt) =h(r ) A +sint = A,
t) =

vilket ger A =1, B =0, h(x) = x — sinx och v(x,
sevillkoren géller darfor

u(x,t) — x + sin x. For begynnel-

v(x,0) = u(x,0) —x+sinx = x —x +sinx = sinx
ve(x,0) = u(x,0) = 4 cos? x sin x = sin x + sin 3x
Det betyder att v(x, t) uppfyller den homogena vagekvationen
Uxx (X, 1) = v (x, 1), 0<x<m, t>0
v(0,t) =0, v(m, t) =0, t>0
v(x,0) = sinx, vt(x,0) =sinx +sin3x, 0<x <7

Ekvationens allménna 16sning ar

[ee]

v(x,t) = Z (apcosnt+bysinnt)sinnx, 0<x <, t>0.
n=1
Av denna foljer att
(e
v(x,0) = sinx = E a,sinnx = aysinx +a,sin2x + - - -,
n=1

v¢(x,0) = sinx 4 sin3x = Z nb,sinnx = bysinx + 2by sin2x + 3bz sin3x + - - -,

n=1

vilket ger
a1=1,a,=0,n>1, b1:1,b3:%,b2:bn:0,n>3.

Alltsa har vi
v(x,t) = (cost+sint)sinx + 1 sin3t sin3x

u(x,t) = x+ (—1+cost+sint)sinx + % sin 3t sin3x.



Nedan tittar vi ndrmare pa losningarna till virmelednings- och vagekvationerna och loser ex-
empel pa inhomogena varianter av dessa ekvationer.

e Losningarna till virmeledningsekvationen. For systemet

up(x, t) = kuye(x,t), 0<x<L, t>0
u(0,t) =0, u(L,t) =0, t>0
u(x,0) = f(x), 0<x<L

(dar f(x) utvidgats till en udda 2L-periodisk funktion) har vi funnit den unika l6sningen

k2n? i

Zbe p sme (S)

dar 5 oL
. Tn
bn_z/o fx)sin T xdx, n=1,23,... (FK)

och
f(x) =u(x,0) Zb sm—x

For varje t > 0 géller att termerna

km2n?

_ . Tn
Un(x,t) =bye 12 sme,

i (S), gar mycket snabbt mot noll dd n — oo, vilket medfor att u(x, t) har kontinuerliga
derivator av alla ordningar med avseende pa bade x och t. Exempelvis har vi

© i (kmn?\’ ka2 n
Uyt (X, 1) = — | ——— ] bye 2 ‘sin—x
xtt( ) Z I < LZ ) n L

n=1
(uxt betyder att vi deriverat en gang med avseende pa x och tvd gdnger med avseende
pa t, i vilken ordning som helst).

Attu(x,t) - 0dat — oo (0 < x < L) foljer av att |u,(x,t)| avtar exponentiellt mot 0 da
f— o0,

Det ér litet svarare att forstd att u(x, t) ligger ndra u(x,0) = f(x), da t &r ett litet positivt
tal. Vi har
kﬂ n2 n
0) by (1—e 2 ') sin—
u(x,0) Z ( e L ) sin - x (%)

Det ar klart att varje term

b, <l —e kann t> sin%x,
i (%), gar mot noll d& t — 0™ (1 — ¢® = 0). Men att en odndlig summa av sddana termer
gdr mot noll dr langt ifrdn uppenbart (eller ens sant).
Man kan visa attom ) _ |b,| < oo sé gilleratt u(x,t) — u(x,0) da t — 0". I tillimpningar-
na géller normalt att f(x) dr kontinuerlig for 0 < x < L, f(0) = f(L) =0 och derivatorna
fi(x), f(x) existerar 6verallt. D4 vet vi att b, ar av storleksordningen 12, i vilket fall
Y |bu| < o0 och vi kan vara sikra pa att u(x, t) — u(x,0) dd t — 0",
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Losningarna till vadgekvationen. Vi har sett att systemet

up(x,t) = Fupe(x,t), 0<x<L, t>0
u(0,t) =0, u(L,t) =0, t>0
u(x,0) = f(x), u(x,0) =g(x), 0<x<L
(dér f(x),g(x) utvidgats till udda 2L-periodiska funktioner) har den unika l6sningen

[ee]

mIen n
t) = t+b t) sin —
u(x,t) nX%(clncos 7 + by, sin —— i )sm T
déar 5
. Tn
an—z/o f(x) smedx, n=123,...
> mn
= u(x,0) = i
f(x) = u(x,0) ;ansm X
L 2 . TN
by = p— g(x) smedx
och

mien mn
g(x) = u(x,0) = Z 7 by, sme

n=1

Observera att u(x, t) dr periodisk i bada variablerna x och t. Narmare bestamt géller att
2L
u(x+2L,t) =u(x,t) =u x,t—i—7 —c0 < x < oo, —00 <t < 00

Vi sag att losningarna till varmeledningsekvationen gdr att derivera hur manga ganger
som helst (for 0 < x < L, t > 0) oavsett hur u(x,0) = f(x) ser ut. Losningarna u(x, t), till
véagekvationen, uppvisar normalt inte samma hoga regularitet. Om grafen av u(x,0) =
f(x) (u(x,0) = g(x)), 0 < x < L, har horn kommer detsamma att gélla for grafen av
u(x, t) (ue(x,1)),0 < x < L.

P& samma sétt som for varmeledningsekvationen &r det inte helt litt att avgora om u(x, )
ligger ndra u(x,0) = f(x) och u;(x,t) ligger ndra u;(x,0) = g(x), da t > 0 ligger nédra
noll. Vi har

u(x,0) Z (an 1—cos%t) bnsin%t) sin%x (%)

0]

ur(x,0) — us(x, t) Z ( ap sin ﬂzn t+ nzn bn(l—cos%t)) sin%x (#)

Det ar klart att varje term

mien . TIcn . TN
(an(l —cosTt) by smTt> sin ——x
och
en . 7ICn . TICh mien . Tt
<TansmTt+ Tbn(l —cosTt)) sin - x
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i (x) respektive (#), gdr mot noll d& t — 0". Men att en odndlig summa av sédana termer
gar mot noll dr langt ifrdn uppenbart (eller ens sant).

Man kan visa att om
o0

o0
Y nlag| <oo och ) n|by| < oo

n=1 n=1

s& gller att u(x,0) — u(x,t) — 0 och us(x,0) — us(x,t) - 0d&t — 0.

Exempel. Vi betraktar en homogen vdgg, med tjockleken L och varmeledningskoefficient-
en k.

For viggens temperatur u(x,t) géller att us(x,t) = kuy (x,t), u(x,0) = 0 = u(0,1),
0 <x <L t>0ochu(Lt) =C,t > 0. Var uppgift ar att bestimma u(x,t) for
0 <x <L, t>0,ochdven berdkna gransvardet tlim u(x,t).

—00

Losning. Vi ska alltsa 16sa systemet

ur(x,t) =kuye(x,t), 0<x<L, t>0
) =0, u(L,t)=C, t>0
) =0, 0<x<L
P& grund av det inhomogena randvillkoret u(L,t) = C, t > 0, ansétter vi
u(x,t) =h(x)+ov(x,t) <= ov(xt)=u(xt)—h(x)

dér v(x, t) dr 1osningen till motsvarande homogena system

ve(x, ) = kv (x, 1), O<x<L, t>0
v(0,t) =0, v(L,t) =0, t>0
v(x,0) = f(x) = —h(x), 0O<x<L
Da géller
0 =kuye(x,t) —u(x,t) = kh"(x) + koye(x,t) —v(x,t) = kh"(x),
vilket ger h(x) = Ax+ B, u(x,t) = Ax + B + v(x, t). Randvillkoren ger

0=u(0,t)=B och C=u(L,t)=AL.

Alltsd har vi h(x) = %, 0 < x < L. For v(x, t) géller att
° 7k712112 n
1) = b 7 tgin 2=
v(x,t) n§:1 ne  Psin——x
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dar

2 (L .7 2 (LCx . mn
bn_Z/Q f(x) smedx——Z ; Tsmedx
_2 {C]_z PCL o™ i
LT 2 | Ll Im™L
2 CL 2C(=1)"
=—-——cosmn+0=—-—",
L L nn m

= 7nn L
och )
C 2C & (1) ka2
u(x,t)zLx—nrg( 2 e 7 tsinfx
Det framgér att
. Cx Cx
tli)rglou(x,t)—T— =1 0<x<L.
Funktionen c
uoo(x,t):fx, O<x<lL,

som inte beror pa t, sigs vara den stationdra l6sningen till systemet

ur(x,t) =kuye(x,t), 0<x<L, t>0
u(0,t) =0, u(L,t)=C, t>0
Hur begynnelsevillkoret u(x,0) = f(x) dn ser ut kommer u(x,t) = e (x,t) da t — oco.

For en vagg med arean A ger den stationdra temperaturférdelningen varmetransporten

duc(x,t)  kAC
kA ox L

(&t véanster, pd grund av minustecknet) genom véaggen. For att minska vedatgdngen kan
man alltsa isolera vdggen béattre (minska k), ndja sig med lagre temperatur (minska C)
eller 6ka vaggtjockleken L (tillaggsisolera). O

Vi tittade dven pd exemplet med en inhomogen vagekvation, som du hittar i slutet av
foreldasning 10.

Z-transformen. Laplacetransformen av en signal f(t), —oo < t < oo, (ddr normalt f(t) =
0 for t < 0) ges av

Fis)= [ fnyetar *)

I datorernas diskreta virld gar det inte arbeta med kontinuerlig tid sa man samplar f(t)
vid tidpunkterna t = nT, n € Z (heltalen). Om T &r ett litet positivt tal och f(t) ar hygglig
sa dr

i f(nT)es"IT = i Tf(nT) (eST)in

Nn=—oo n—=——oo
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en approximation av F(s). Satter vi hir z = ¢*T och x(n) = Tf(nT) sa far vi summan

Y. x(n)z"

n=—oo
Denna betraktelse leder oss till att definiera den sa kallade z-transformen X(z), av en f6ljd
x(n), n € Z, genom

X(z) = i x(n)z™" (anges som x(n) ~ X(z)) (%)

n=—oo

Om inget annat sdgs antar vi hér alltid att x(n) = 0 for n < 0. Da kan () skrivas

X(z) = r;)x(n) z " =x(0)+ x(Zl) + xg) + XS)

Funktionen X(z) ar definierad for alla komplexa tal z, for vilka serien konvergerar (och
funktionsvirdet X (z) dr lika med seriens summa). Det visar sig att till varje foljd x(n) hor
etttal R, 0 < R < oo, sddant att X(z) &r definierad d& |z| > R, men inte definierad da
|z| < R.

For |z| > R 4r X(z) obegrinsat deriverbar och derivatan X*)(z) fas genom att derivera
serien i () termvis k ganger. Exempelvis

X'(z) = il(_”)x(”) =1 _XS> B 23;(32) B 3xz(43) L
X"(z) = f}l(n)(nﬂ)x(n)z—n—z - <2>Zx3<1> n <2><2x(2) N (3)<2x(3) L

Exempel. Vi pdminner om att var definition av Heavisidefunktionen ar att @(t) = 0, for
t <0,0chO(t) =1, for t > 0. Berdkna z-transformen av x(n) = ©(n), n € Z.

Losning. Enligt (*) far vi

ad x(1 x(2 x(3
X(Z) — Z x(n)z*” — X(O) + ( ) + (2) + (3) 4.
= z z z
1 1 1 1 /1\* [1\°
=l+-+5+5+=1+-+(-) +|2) +
z  z z z z z
= (geometrisk serie) = - % = i 1 (Z.8)
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e Exempel. Antag att x(n) ~ X(z) och att y(n) = x(n)A", ddr A &r ett nollskilt komplext
tal. Bestdm Y (z).

Losning. Enligt () far vi

= z 2 z3
x(1 x(2 x(3
LI NI
A (%) (%)
z
- X (A) (Z.2)
Speciellt far vi att
z
no__ n_ __A Z
A"=0(n)A 1Tz (2.9)
[

e Rikneregler for Z-transformen. Om inget annat sdgs sa antar vi, som sagt, att varje f6ljd
x(n) &r definierad f6r n € Z och x(n) = 0 for stora (normalt alla) negativa n.

- Linearitet.
ax(n)+by(n) ~aX(z)+bY(z)
Bevis.
Y (ax(n)+by(n)z"=a Y x(n)z"+b Y yn)z"=aX(z)+bY(z)
n=—oo n=—o0 n=—oo
O
— Fordrojning (hogerskift).
Omy(n) = x(n—1), n € Z,sa géller Y(z) = z~ ' X(z).
Bevis.
Y(z)= Y yn)z"= ) x(n-1)z"
n=-—oo n=-—o0
= Y x(m) z7m 1=zt Y x(m)z™" = z71X(z)
m=—oo m=—0oo
O
— Negativ fordrojning (vansterskift).
Omy(n) =x(n+1), n € Z,sa giller Y(z) = z X(z).
Bevis. Foljer direkt av ovanstaende. O

- Huggskift.
Om x(n)®(n) ~ X(z) ochy(n) = x(n+1)O(n) sé géller Y(z) = z X(z) — zx(0).
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Beuvis.

— Multiplikation med 7.
Omy(n) =nx(n), n € Z,s& giller Y(z) = —z X'(z).

Beuis.

Y(z) = i yn)z™" = i nx(n)z "

n=-—oo n=-—oo

e Exempel. Med hjdlp av ovanstdende visar man litt f6ljande:

Az

nA"=0(n)n A" ~ Z= A

(Z.11)

A%z + A Z2
241 __ 24n
A" =0O(n)nA NEEw
Az +4A%22 40\ 28

3yn __ 31
A" = O(n)n°A Z— 1)

Az + 112322 + 1120228 + A 2#

dyn __ dyn
A" =0(n)n A =)
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