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Z-transformen ska avslutas och sedan blir det tentaforberedelser.

e Inversa z-transformen (primitiv variant). Ur transformen

X(z) = i x(n)z™" =x(0) + xil) + XS) + xS) + - (%)
n=0
kan vi, i tur och ordning, f& fram x(n), n > 0, genom
x(0) = Zh_r}glo X(z)
(1) = Jim 2 (X(z) ~ x(0))
x(2) = Zlgrolozz(X(z) —x(0) —x(1)z7 Y
x(3) = lim 22(X(z) — x(0) —x(1) 27t —x(2)z72)

Proceduren fungerar om X(z) = T(z)/N(z), ddr T(z), N(z) &r polynom och T(z) har
hogst samma grad som N(z). Om T(z) har hogre grad dn N(z) s giller inte att x(n) =
0 for n < 0, i vilket fall proceduren fdr modifieras (det dr ldtt att se hur, eller hur?).
Berdkningen gors enklast med f6ljande schema:

Xo(z) = X(z), x(0)= Zh_)rg Xo(z)

X1(z) = 2(Xo(2) = x(0)), x(1) = lim X, (2)
Xa(z) = 2(X(2) ~ x(1)), x(2) = lim X(2)
X3(z) = z(Xa(2) —x(2)), x(3) = lim X3(z)

e Exempel. Bestim, med ovanstdende metod, x(n), n > 0 om X(z) = . j T
Losning. Vi far
z .
o2) = 2= x(0) = lim Xo(z) = 1
Az .

Xi(2) =2 (Xo2) ~ 1) = 2, x(1) = lim Xi(z) = A
Xo(z) = z (X PR 2) = lim Xa(z) = A2

20) =2 (@) =) = =5, x(@) = Jim Xa(z) =
X3(z) = z(X2(z) — A%) = A x(3) = lim X3(z) = A®
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Alltsa géller, som forvantat, x(n) = A", n > 0. O
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Exempel. Bestdm x(n), n > 0 om X(z) = Y

Losning. Enligt ovan galler att zX(z) = z (z — A) ™! ar z-transformen av @ (1) A". Fordroj-

ningsregeln ger att x(n) = @(n — 1) A"~ . O

Inversa z-transformen igen. En mindre primitiv metod att inverstransformera X(z) =
Ag+ T(z)/N(z), dédr T(z), N(z) &r polynom och T(z) har ligre grad &n N(z), ges av
foljande: Antag att

T(z) _ T(z)

N(z) (z—z1)(z—2z2) - (z—2p)

dér vi, for enkelhets skull, antar att z1,z, .. ., z, dr distinkta (olika). X (z) har da partial-
braksuppdelningen

Aq As Ap

X(z) = Ao+ + +-
zZ—21 Z—2» Z—2Zp

Av foregaende exempel ser vi att Ag(z —z) ' ~ A®(n — 1) z{~!. Det betyder att
x(0) = Ag och x(n)=®(n—1) (Alz’f’l b AT Apz;;*) . n>0.

Om N(z) har multipla nollstillen sa gér man pd samma sitt, fast det blir en aning mer
komplicerat. Partialbraksutvecklingen innehaller da termer av typen A(z —z;) ™", m >
0. Enligt (Z.13), som vi inte hérleder, géller att

Z n _
W ~ @(1’1) <m> A" m, —o00 < n < o0,

Fordrojningsformeln ger sedan

1 n—1\ ,_,,._
YGE) = g~ v =00-1) (" g, o<,
Observera att (g) =1, (i‘) =u, (g) = ((x)(o;—l)’ ..., forvarjea € R.

LTI-system i diskret tid. Ett sddant, med insignalen x(n) och utsignalen y(n), n € Z, ges,
till exempel, av en differensekvation

y(n+p)+a,_yn+p—1)+---+ay(n+1)+apy(n) = Kx(n), —oo<n<oo, (x)
ddr x(n) = y(n) = 0£6rn < 0. Av () foljer att y(0) = --- =y(p —1) =0, y(p) = Kx(0)
0.s.v. Genom att z-transformera (x) far vi

(zF +ap,_1zP '+ -+ mz+ag)Y(z) = KX(z),
ddr y(n) ~ Y(z). For en given insignal x(n) ges alltsd utsignalen av

K
2P tap Pl mz+ag

Y(z)

X(z) = H(z) X(z).
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Funktionen H(z) &r systemets overforingsfunktion. Om h(n) &r inversa z-transformen av
H(z) sa géller att y(n) f4s som faltningen

n

y(n) = hio) =x(m) = KOOT(O) +h(r = V(1) +-+ hO)x(m) = Lkt =) () 1
L

Impulssvar och stabilitet. Impulsen &r funktionen (f6ljden, signalen) é(n), som ges av att
5(0) = 1och é(n) = 0 for n # 0. Z-transformen av impulsen dr A(z) = 1,z € C. Av (#)
ser vi att om x(n) = 6(n) sa far vi

y(n) = h(n) x8(n) = h(n)3(0) + h(n —1)8(1) + - - - + h(0)d(n) = h(n)

Det 4r anledningen till att &(n) kallas f6r impulssvaret. Impulssvaret har z-transformen

H(z) = K _ K
2P tapazP et mztay (z—z21)(z—22) - (2 2p)

Néamnarens nollstéllen z1, zy, . . ., zp sdgs vara systemets poler.

LTI-systemet, som ges av (x), definieras som stabilt om varje begrdnsad insignal resul-
terar i en begrdansad utsignal (|x(n)| < C; = |y(n)| < Cy). I 6verensstimmelse med
vad vi fick for tidskontinuerliga system sa géller att systemet dr stabilt om och endast
om ) |i(n)| < co. Om systemet har enkla poler (z1,z, ...,z &r distinkta) s& har H(z)
partialbraksutvecklingen

A A A
— 1 + 2 NI P
zZ—21 Z—12 zZ—2zp

och impulssvaret ges av
h(n) = @(1’1 — 1) <A12¥*1 + Azzg*1 4ot Apzzfl> .

Av detta foljer genast att systemet dr stabilt om och endast om alla poler har absolut-
belopp mindre &n ett (|zj| < 1, j = 1,2,...,p). Detsamma géller d&ven om systemet har
multipla poler.

Exempel. For vilka a € R géller att systemet, som ges av
y(n+2)+2ay(n+1)+y(n) = x(n), —00 <1 < 00,

ar stabilt?

Losning. Har dr overforingsfunktionen

H(z) 1 1 1

T 2420241 (z-z21)(z—2) Z—(n+zm)z+znz’
dér zq, z dr polerna. Alltsa géller att zjzo = 1. Det dr dédrfor omojligt att badda polerna har
absolutbelopp mindre &n ett. Systemet dr darfor ostabilt for alla varden pa a. O

Exempel. Avgor om systemet, som ges av
dy(n+2)+4y(n+1) +yn) = x(n), —00 < 1 < 00,

ar stabilt?



Losning. Hér ar overforingsfunktionen

M- 1o 1 11
4244241 (22412 4 (z+ 1)

sd polerna dr z; = zp = —%. Bédda polerna har absolutbelopp mindre &n ett. Systemet &r
déarfor stabilt. O

Exempel. For vilka a € R géller att systemet, som ges av
y(n+2)+2ay(n+1) + ty(n) = x(n), —00 <11 < 00,
ar stabilt?

Losning. Har ar overforingsfunktionen

1
C 242az+1

H(z)

Polerna z1, z, dr alltsa rotterna till andragradsekvationen 2%+ 2az + % = 0, som kan om-
skrivas till (z +a)* = a* — 1.

Om 4> — % < 0Osaharvipolernaz; =z, = —a+1 % — a? med absolutbeloppen |z1| =

2l = /i < 1.

Om 4> — % > 0sa har vi polerna z1,z; = —a =+ \/a? — % Det storsta av absolutbeloppen
av polerna dr |a| + /a2 — 1. Vihar |a| + /4% — § < 1 om och endast om
1 2_ 1 2_ 2 1 3
Va2 —s<l—|alea"—s<(1—|a))*=0a"-2a| +1& :>2a-1& [a <.
Sammantaget betyder detta att systemet &r stabilt om och endast om |a| < 2. O

O(n—2)

Exempel. Bestdm z-transformen, A(z), av a, = T

Losning. Vihar har

vilket ger

1 1\" 1 z
ﬂn+2—§®(”) (2) ~3 ’

enligt (Z.9). Enligt (Z.3) far vi sedan

1z V11
an~A<Z):(ZZ)8<Z—§>:8Z(Z_;)



Differensekvationer. Antag att x(n), n > 0, dr en given f6ljd och att vi soker alla foljder
y(n), n > 0, sddana att

y(n+p)+apayn+p—-1)+-+ay(n+1)+ay(n) =x(n), 0<n<oco, (¥

Vi kan dé vélja godtyckliga varden pa y(0),y(1),...,y(p — 1) och for varje val har (x)
en entydig losning y(n), n > 0. Detta visas med induktion. Man 16ser (x) genom att
z-transformera bdda leden under iakttagande av (Z.4). Vi far da

—S(z) + (2P + ap_lz”’1 + -+ mz+a)Y(z) = X(2)
dar x(n) ~ X(z), y(n) ~ Y(z) och
5(z) = y(0)2 + (y(1) +ap-1y(0) 2"+ -+ (y(p — 1) + ap-1y(p — 2) ++ - +agy(0))z’

Det foljer att
S(z) + X(z
Yo = - SE X
P +ap 1zP" + -+ mz+ao

ochy(n), n > 0, f4s sedan genom inverstransformering.
Exempel. Bestam y(n), n > 0, om y(0) =0, y(1) = 2 och
y(n+2) —3y(n+1)+2y(n) = 2n +5) 2" = x(n), 0<n<oo. (%)
Losning. Det dr lampligt att gora omskrivningen
x(n) = (2n+5) 2" = n2"t2 £ 527+ = 452" 4 102"
Z-transformering av (x), med hjdlp av (Z.4), (Z.11) och (Z.9), ger sedan

8z . 10z _ 8z +10z(z —2)  10z% — 12z
(z—2)2  z-2 (z —2)? - (z-2)2

22Y(z) — 2z —3zY(z) +2Y(z) =

1022 — 12z 2z(z22 +z —2)
2 — = =
(z2—3z4+2)Y(z) =2z + Z_27 EEE

Y(z) = 2z(z224+z-2)  2z(z—1)(z+2)  2z%+4z
« = (22-32+2)(z—2)2 (z—-1)(z—=2)(z—2)2 (z—2)3

Kombinerar vi (Z.2) och (Z.12) sa far vi

G-1° ~ @-Ap
Sétter vi hdar A = 2 sa far vi )
2z° + 4z
2nn
O(n)n-2 =)
Det foljer genast att (1) = n?2", n > 0. O

Exempel. Latc = a +ib = re'?, a,b € R. Hirled, med hjalp av (Z.2), (Z.14) och (Z.15),
z-transformerna av ®(n) r" cos ng och @ (n) r" sinng.



Losning. (Z.14) och (Z.15) ger direkt att

z2 —zcos ¢

z2 —2zcos ¢ + 1

zsin @

O(n) cosng ~ z2 —2zcos ¢ + 1

och ©O(n) sinng ~

Med hjélp av (Z.2) far vi sedan

" (z/r)> = (z/r)cosep ~ z>—zrcosg z(z—a)
©n)r" cosng (z/r)2—2(z/r)cosp+1 z2—2zrcosp+1r2  (z—a)?+b?

och

. (z/r)sing B zr sin @ B bz
O(n)r"sinng (z/1)2—=2(z/r)cos@+1 z2—2zrcosp +r2  (z—a)2+b?

Exempel. Ett LTI-system har 6verforingsfunktionen

3z

HE) = G ez =541

Bestdm impulssvaret och avgor systemets stabilitet.

Losning. Vi har faktoriseringen 6z> — 5z + 1 = (3z — 1)(2z — 1), vilket ger

3z 3z z
HE) = Go e 71 G 1P 1) G-y

Av partialbrdksuppdelningen (ndgra detaljer 6verhoppas)

H(z) _ 3 _ A, B C
e T G-e-D -} @b a-3
-6 1 6
JER B AR
foljer att
H(z) = —6z z + 6z

=1 G-b e

Inverstransformering, med hjélp av (Z.9) och (Z.11), ger sedan

hin) = ©(n) 52 — () 7 +0() 3 = (5~ ) o).

Systemet &r stabilt, eftersom bada polerna, 3 och %, har absolutbelopp mindre &n ett.

Exempel. Los differensekvationen a,, 11 +4a, =n, n > 0,dédrap = 1.



Losning. Om a, ~ A(z) sa giller att a, 41 ~ z A(z) —zap = z A(z) — z. Enligt (Z.10) har
vin ~ z(z — 1) 2. Z-transformen av differensekvationen blir darfor

B z  z(z22—2z+2)
(z+1)A(z) =z+ =12 (z=17
Partialbraksutvecklingen (vissa detaljer forbigds)
A(z) 22-2z+2 A B C

z  (z+1)(z—1)2 _z—|—1+z—1 (z—1)2
5/4 1/4 1/2

241 z—-1 (z—1)2

ger, med (Z.9) och (Z.10),
5 z 1 z 1 z 5 1 =n
= — —_ — — ~ :——1”—7 — >
AR =i A iz 2Go1p =gV =gty n20

O]

Exempel. Bestim den komplexa Fourierserien f6r den 27-periodiska funktionen f(t),
som ges av att f(t) = e’ for —7r < t < 7. Bestdim summan S(t) av Fourierserien for alla ¢,
for vilka serien konvergerar. Anvand Fourierserien for att berdkna

n 1 0 1
h =) ——
Z 1+n2 ¢ 72 ;1+n2

Losning. Vihar

1/ el fmtdt 1 /7‘[ e(lfin)tdt
T on 2 )
1 1 e(l—in)n _ e—(l—in)n
L L 1—in
et —e 7 (—1)” B e” —e ™ (=1)"(1+in)
N 271 1—in  2m  (1—in)(1+4in)
e —e T (=)"(1+in) T —e 7 [((=1)" (=1)"in
- 2r 1+n2 27 1+n2  1+n2

—o0 < n < oo. Fourierserien for f(f) ar
[ee]
Z Cneint
n=—oo

Konvergenssatsen for Fourierserier ger hér att S(t) existerar for alla t € R, S(t) = f(¢),
dat # (2k+1)7, och S((2k + 1)) = J (¢™ + e~ ™) (k heltal).

Genom att sdtta t = 0 far vi (observera att imaginédrdelen av ¢, dr en udda funktion av n):

0 N el — T N (_1)11
l=¢"=1li =——1i
S=im Y= M D e
el — e T et — Tt N (_1)11—1
— — li )
27T T nglong;l 1+ n2

el —e ™ el —pe T

27 7T



vilket ger
_lem—e " -2m
2

Ul eT( — e—ﬂ'

Genom att sdtta t = 77 far vi, pd samma sitt, att

et L e T N ) el — e Tt N (_1)11(_1)71
S — . H N __ li
(7) 2 NS ngN Cne 2T Neow HEN 1+ n?
el 7T el —e T N 1
= li —_
27T + T nglon;l 1+ n?
el —e ™ el —pe T
= + 02,
2 T

vilket ger
1 (m—1)e"+ (m+1)e ™
0y = =
2 er —e Tt

e Exempel.(2009-01-13:1) Bestim fouriertransformen F(cw) till f(t) = te~ .

Losning. Av (E10) ser vi att g(t) = e !l har transformen G(w) = 2(1 + w?)~L. (F6)
medfor att f(t) = t g(t) har transformen

—4iw
(14 w?)?

F(w) =iG (w) = =2i(1 + w?*) ?(2w) =
e Exempel.(2009-01-13:2) Bestim funktionen f(t), som har laplacetransformen

s+ 4
FO) = sopn@ =59

Losning. Vi partialbraksutvecklar F(s) (ndgra detaljer 6verhoppas):

s?+4 A B(s+1)+C
(s—1)((s+1)2+1) s—1 (s+1)2+1
A(s2+25s+2)+B(s>—~1)+C(s—1) (A+B)s>+ (2A+C)s+ (2A—B—C)

(s—1D((s+1)2+1) a (s—1)((s+1)241)
= (A=1,B=0,C=-2) = -

F(s) =

Med hjilp av (L.2), (L.13) och (L.16) far vi

f(t) =e' —2¢ 'sint.



Exempel.(2009-01-13:3) Funktionen f(t) har fouriertransformen F(w). Man definierar en
ny funktion g genom

g(t) = (cos3t) - f(3t)
Uttryck g:s fouriertransform G(w) med hjilp av f:s fouriertransform.
Losning. Vihar

eéit + e—6it

g(2t) = (cos6t) f(t) = ———— f(t) = 3 f()e*" + 3 f(t)e™™"
Av (E5) foljer att ¢(2t) har transformen G(w/2)/2. Av (E.2) foljer att

)
T + 1 f(t)e " ~ L F(w—6) + L F(w+6)

Alltsé galler
Glw/2 Flw—6)+F(w+6
(“; ) _ Fw )2 (w+o) G<%>:F(w—6)+F(w+6)

Om vi i den sista likheten byter w mot 2w sa far vi slutligen

G(w) = F2w —6) + F(2w + 6).

Exempel.(2009-01-13:4) Ett LTI-system i diskret tid ges av

n

y(n) =h(n)*x(n) =Y _ h(n—k)x(k), n>0,
k=0

dédr h(n) &r impulssvaret, x(n) dr insignalen och y(n) dr den resulterande utsignalen.
Systemet fungerar sa att insignalen x = (1,1,0,0,0,...) ger upphov till utsignalen y =
(27")7’. Bestdam impulssvaret.

Losning. Lat H(z) vara 6verforingsfunktionen och lat X(z), Y(z) vara z-transformerna av
x(n) respektive y(n). Transformdefinitionen och (Z.9) ger

1 0 0 1 z+1
X(z)=14+-+5+5+ - =1+-=
z  z z z z
z
Y(z):i1
273

Y(z) z2
HZ: —_=
DTX@ T @ hED
Det foljer att
H(z) z A B
z  (z-YE+1) z-1 z+1
1121
T3z-173z40



vilket ger
1 z 2 z

:gz—%—i_?)z-i-]

H(z)
Med hjélp av (Z.9) fas sedan impulssvaret

h(n) = % G) + % (1", n>o0.
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