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Skrivtid: 8-13
Tillatna hjalpmedel: Bifogad formelsamling.

Betygsgranser: For betygen 3,4 resp. 5 kridvs minst 18, 25 resp. 32 poéng.
Pa varje uppgift kan man erhalla maximalt 8 podng.

Samtliga losningar skall vara forsedda med utforliga forklaringar.

1. Lat f(z) vara en 2m-periodisk funktion sadan att f(x) = cos(x/2) da
—nr <z <.
(a) Bestdm funktionens fourierserie pa reell form.
(b) Berdkna > °°

n=1 n2—1/4 1/4

Losning: (a) Eftersom f(z) dr jimn sa ar b, = 0 for alla n.
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(b) Eftersom f(x) ar kontinuerlig och har generaliserade vénster
och hogerderivator 6verallt sa ger Dirichlets sats likhet mellan
funktionen och dess fourierserie, med andra ord:

2 (=
f([L’) = ; + ; m cosnx.
Genom att sédtta x = 7 ger detta likheten

0 =cos(m/2) = f(7) = % +Z$COSHW =
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ur vilken vi kan 10sa ut
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2. Los differensekvationen
Apyo — ap = 6(—1)",
for n € N, givet att ag = 0 och a; = 3.

Losning: Z-transformation av ekvationen, dér vi betecknar Z|a,|(z) = A(z),

ger
6z
2A(2) — 32) — A(z) =
(2A() - 32) - A(2) = -
6z4+3z(z+1) 32249z

Az) =

(22—1)(z+1)  (z—=1)(z+1)*
Genom partialbraksuppdelningen
32+9 A B C
= + +
(z—=1)(z4+1)2 z—-1 z+1 (z+1)?
loser viut A =3, B= -3, C' = —3. Alltsa ar
3z —3z —3z
Az =
() z—lez—i—l+ (z41)2
vilket inverstransformeras till

a, =3 —3(=1)" + 3n(—1)".




3. Funktionen z(t) &r definierad for ¢ > 0 och uppfyller

t
z'(t) + / 27 (t — u)e *du = 2e ',
0

samt z(0) = 2. Bestam x(¢).

Lésning:

4. (a)

(b)

Lésning:

Observera att integralen f(f 22(t —u)e ?"du = 2x(t) e *!(t) &r en
faltning. Laplacetransformation av ekvationen, dér vi betecknar
Llz(t)](s) = X(s), ger

(sX(s) — 2) +2X(s)8i2 _ (852)2 o

2+ 2(s +2)? 25% 4+ 8s + 10
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Andragradspolynomet i nimnaren har icke-reella rétter, sa vi gor
partialbraksuppdelningen

252 4 8s + 10 A N B+ Cs
(s+2)(s24+25+2) s5+2 5242542

X(s) =

dér vi loser ut A =1, B =4, C = 1. Vi har alltsa

1 n 44+s 1 n s+1 . 3
s+2 824254+2 s+2 (s+1)2+1 (s+1)241’

X(s) =
vilket inverstransformeras till
z(t) =e * +ecost + 3e ' sint.

vara en funktion som uppfyller f' € L'(R). Bevisa
( ) (dvs. formel (F.7)). (Du kan anta att

Lat f € Lt (R) v
formeln fA’(w) =
Lat f(t) = (th) Berikna f(w).



(a)
Fw) = / POt = [ft)e T~ / ) (iw)e =

= iw /00 f(t)e “tdt = iwf(w).

(b) Lat g(t) = 2(1_—+1t2) Eftersom ¢'(t) = f(t) ger (F.7) och (F.12) oss

Fw) = (w) = iwj(w) = _;“f [Hlﬁ] - _;wwew.

5. Los varmeledningsekvationen

%:%7 O<z<m t>0,
u(0,t) = 0,u(m, t) = —m, t >0,
u(z,0) =0, O<z<m.

Losning: Eftersom randvillkoret &r inhomogent borjar vi med att ansétta en
(stationdr) partikulérlésning, dvs. vi antar att var 16sning u(x,t)
kan skrivas som

u(z,t) = v(z,t) + uy(x)

dér u,(x) 1oser

Sy _ Pup
ot — 9z2»

up(0,t) = 0, upy(m, t) = —m.
Eftersom wu,(z) &r oberoende av ¢ far vi ODEn
up(z) =0
up(0) = 0, up(m) = —,

vilken har 16sningarna u,(x) = Az+ B, dér randvillkoret ger B = 0
samt A = —1. Allltsa &r u,(z) = —z.

Om u(z,t) = v(z,t) — x ska vara en 16sning till ursprungliga pro-
blemet sa maste v(z,t) vara en 16sning till det homogena proble-

met
%:%’ O<zx<m t>0,
v(0,t) = 0,v(m,t) =0, t >0,
v(z,0) = —uy(zr) =z, O<z<m,
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vilket kan l6sas med variabelseparation.

Om vi antar att v(z,t) = X (2)T(t) sa ger PDEn
X'(z) _T'(t)
X(z)  T(t)

X(2)T'(t) = X"(2)T(t) & =-)

for nagon konstant A € R, eftersom V.L. &dr oberoende av ¢ och
H.L &r oberoende av x.

X(x) ska alltsa losa ODEn

X"(x)+AX(z) =0
X(0)=0,X(m) =0,
vilket endast har triviala 16sningar da A < 0. For A > 0 har vi

dock l6sningarna
Xn(x) = by sinnx

nir A = n? for ett heltal n € Z. Da A = n? léser T'(t) ODEn
T'(t)+ \T(t) = 0,

och alltsa ar T),(t) = cpe ™.
Vi har alltsa hittat losningarna v, (x, t) = T, (£) X, () = bpe ! sin na
till randvardesproblemet. Superposition ger oss att dven

oo
—n2t .
v(x,t) = E b,e” " ' sinnx
n=1

l16ser randvéardesproblemet.
For att v(x,t) skall uppfylla begynnelsevillkoret, d.v.s.

oo (o.9)
r=v(z,0) = 5 bpe” sinnx = E by, sin nx
n=1 n=1

maste vi nu hitta sinusserien for z. Med andra ord maste vi hitta
fourierkoefficienterna for funktionen x definierad for 0 < z < ,
utvidgad till en udda funktion med period 27 (helt enkelt funk-
tionen x pa intervallet —m <z < 7).

4 [T 2 | — T A
b, = — rsinnxdxr = — [—x cos n:p} + —/ cos nxd:z: =
2 Jo m n =0 0
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n T n? n

Losningen till det ursprungliga problemet ar alltsa
0 2 n+1
u(x,t)—vxt—xzz Psinnx — .

n=1



