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Till̊atna hjälpmedel: Bifogad formelsamling.

Betygsgränser: För betygen 3,4 resp. 5 krävs minst 18, 25 resp. 32 poäng.
P̊a varje uppgift kan man erh̊alla maximalt 8 poäng.

Samtliga lösningar skall vara försedda med utförliga förklaringar.

1. L̊at f(x) vara en 2π-periodisk funktion s̊adan att f(x) = cos(x/2) d̊a
−π ≤ x < π.

(a) Bestäm funktionens fourierserie p̊a reell form.

(b) Beräkna
∑∞

n=1
1

n2−1/4
.

Lösning: (a) Eftersom f(x) är jämn s̊a är bn = 0 för alla n.

a0 =
4

2π

∫ π

0

cos(x/2)dx =
2

π
[2 sin(x/2)]πx=0 =

4

π
.

an =
4

2π

∫ π

0

cos(x/2) cos(nx)dx =

=
1

π

∫ π

0

(cos(x(1/2− n)) + cos(x(1/2 + n))dx =

=
1

π

[
sin(x(1/2− n))

1/2− n
+

sin(x(1/2 + n))

1/2 + n

]π

x=0

=

=
1

π

(
sin(π/2− πn)

1/2− n
+

sin(π/2 + πn)

1/2 + n

)
=

=
1

π

(
(−1)n

1/2− n
+

(−1)n

1/2 + n

)
=

(−1)n

π(1/4− n2)
.

Vi har allts̊a

f(x) ∼
2

π
+

∞∑

n=1

(−1)n

π(1/4− n2)
cosnx.
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(b) Eftersom f(x) är kontinuerlig och har generaliserade vänster
och högerderivator överallt s̊a ger Dirichlets sats likhet mellan
funktionen och dess fourierserie, med andra ord:

f(x) =
2

π
+

∞∑

n=1

(−1)n

π(1/4− n2)
cosnx.

Genom att sätta x = π ger detta likheten

0 = cos(π/2) = f(π) =
2

π
+

∞∑

n=1

(−1)n

π(1/4− n2)
cosnπ =

=
2

π
+

∞∑

n=1

(−1)n

π(1/4− n2)
(−1)n =

2

π
+

∞∑

n=1

1

π(1/4− n2)
,

ur vilken vi kan lösa ut
∞∑

n=1

1

n2 − 1/4
= 2.

2. Lös differensekvationen

an+2 − an = 6(−1)n,

för n ∈ N, givet att a0 = 0 och a1 = 3.

Lösning: Z-transformation av ekvationen, där vi betecknar Z[an](z) = A(z),
ger

(z2A(z)− 3z)− A(z) =
6z

z + 1
⇔

A(z) =
6z + 3z(z + 1)

(z2 − 1)(z + 1)
=

3z2 + 9z

(z − 1)(z + 1)2
.

Genom partialbr̊aksuppdelningen

3z + 9

(z − 1)(z + 1)2
=

A

z − 1
+

B

z + 1
+

C

(z + 1)2

löser vi ut A = 3, B = −3, C = −3. Allts̊a är

A(z) =
3z

z − 1
+

−3z

z + 1
+

−3z

(z + 1)2

vilket inverstransformeras till

an = 3− 3(−1)n + 3n(−1)n.
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3. Funktionen x(t) är definierad för t ≥ 0 och uppfyller

x′(t) +

∫ t

0

2x(t− u)e−2udu = 2e−2tt,

samt x(0) = 2. Bestäm x(t).

Lösning: Observera att integralen
∫ t

0
2x(t−u)e−2udu = 2x(t)∗ e−2t(t) är en

faltning. Laplacetransformation av ekvationen, där vi betecknar
L[x(t)](s) = X(s), ger

(sX(s)− 2) + 2X(s)
1

s+ 2
=

2

(s+ 2)2
⇔

X(s) =
2 + 2(s+ 2)2

(s+ 2)2
(
s+ 2

s+2

) =
2s2 + 8s+ 10

(s+ 2)(s2 + 2s+ 2)
.

Andragradspolynomet i nämnaren har icke-reella rötter, s̊a vi gör
partialbr̊aksuppdelningen

X(s) =
2s2 + 8s+ 10

(s+ 2)(s2 + 2s+ 2)
=

A

s+ 2
+

B + Cs

s2 + 2s+ 2
,

där vi löser ut A = 1, B = 4, C = 1. Vi har allts̊a

X(s) =
1

s+ 2
+

4 + s

s2 + 2s+ 2
=

1

s+ 2
+

s+ 1

(s+ 1)2 + 1
+

3

(s+ 1)2 + 1
,

vilket inverstransformeras till

x(t) = e−2t + e−t cos t+ 3e−t sin t.

4. (a) L̊at f ∈ L1(R) vara en funktion som uppfyller f ′ ∈ L1(R). Bevisa

formeln f̂ ′ (ω) = iωf̂(ω) (dvs. formel (F.7)). (Du kan anta att
limt→±∞ f(t) = 0.)

(b) L̊at f(t) = t
(1+t2)2

. Beräkna f̂(ω).

Lösning:
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(a)

f̂ ′ (ω) =

∫ ∞

−∞

f ′(t)e−iωtdt =
[
f(t)e−iωt

]∞
t=−∞

−

∫ ∞

−∞

f(t)(−iω)e−iωtdt =

= iω

∫ ∞

−∞

f(t)e−iωtdt = iωf̂(ω).

(b) L̊at g(t) = −1
2(1+t2)

. Eftersom g′(t) = f(t) ger (F.7) och (F.12) oss

f̂(ω) = ĝ′ (ω) = iωĝ(ω) =
−iω

2
F

[
1

1 + t2

]
=

−iω

2
πe−|ω|.

5. Lös värmeledningsekvationen




∂u
∂t

= ∂2u
∂x2 , 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = 0, u(π, t) = −π, t > 0,
u(x, 0) = 0, 0 < x < π.

Lösning: Eftersom randvillkoret är inhomogent börjar vi med att ansätta en
(stationär) partikulärlösning, dvs. vi antar att v̊ar lösning u(x, t)
kan skrivas som

u(x, t) = v(x, t) + up(x)

där up(x) löser
{

∂up

∂t
= ∂2up

∂x2 ,
up(0, t) = 0, up(π, t) = −π.

Eftersom up(x) är oberoende av t f̊ar vi ODEn
{

u′′
p(x) = 0

up(0) = 0, up(π) = −π,

vilken har lösningarna up(x) = Ax+B, där randvillkoret gerB = 0
samt A = −1. Alllts̊a är up(x) = −x.

Om u(x, t) = v(x, t)− x ska vara en lösning till ursprungliga pro-
blemet s̊a måste v(x, t) vara en lösning till det homogena proble-
met





∂v
∂t

= ∂2v
∂x2 , 0 < x < π, t > 0,

v(0, t) = 0, v(π, t) = 0, t > 0,
v(x, 0) = −up(x) = x, 0 < x < π,
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vilket kan lösas med variabelseparation.

Om vi antar att v(x, t) = X(x)T (t) s̊a ger PDEn

X(x)T ′(t) = X ′′(x)T (t) ⇔
X ′′(x)

X(x)
=

T ′(t)

T (t)
≡ −λ

för n̊agon konstant λ ∈ R, eftersom V.L. är oberoende av t och
H.L är oberoende av x.

X(x) ska allts̊a lösa ODEn
{

X ′′(x) + λX(x) = 0
X(0) = 0, X(π) = 0,

vilket endast har triviala lösningar d̊a λ ≤ 0. För λ > 0 har vi
dock lösningarna

Xn(x) = bn sinnx

när λ = n2 för ett heltal n ∈ Z. D̊a λ = n2 löser T (t) ODEn

T ′(t) + λT (t) = 0,

och allts̊a är Tn(t) = cne
−n2t.

Vi har allts̊a hittat lösningarna vn(x, t) = Tn(t)Xn(x) = bne
−n2t sinnx

till randvärdesproblemet. Superposition ger oss att även

v(x, t) =
∞∑

n=1

bne
−n2t sinnx

löser randvärdesproblemet.

För att v(x, t) skall uppfylla begynnelsevillkoret, d.v.s.

x = v(x, 0) =
∞∑

n=1

bne
0 sinnx =

∞∑

n=1

bn sinnx

måste vi nu hitta sinusserien för x. Med andra ord måste vi hitta
fourierkoefficienterna för funktionen x definierad för 0 ≤ x < π,
utvidgad till en udda funktion med period 2π (helt enkelt funk-
tionen x p̊a intervallet −π ≤ x < π).

bn =
4

2π

∫ π

0

x sinnxdx =
2

π

[
−x cosnx

n

]π

x=0

+
2

π

∫ π

0

cosnx

n
dx =
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−2(−1)n

n
+

2

π

[
sinnx

n2

]π

x=0

=
2(−1)n+1

n
.

Lösningen till det ursprungliga problemet är allts̊a

u(x, t) = v(x, t)− x =
∞∑

n=1

2(−1)n+1

n
e−n2t sinnx− x.
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