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SVAR OCH ANVISNINGAR
Hanvisningarna till figurerna ar lankar.

1. Algebraisk 16sning |x—1| < 3 &r enligt definitionen av belopp ekvivalent med olikheterna
-3<(x—1)<3.

Dessa ger intervallet
—2<zx<A4.

Geometrisk 16sning |r—1| < 3 betyder att vi sdker de punkter pa tallinjen vars avstand
till punkten 1 &r mindre an eller lika med 3 enheter. Gar vi 3 enheter at vanster respektive
hoger pa tallinjen fran punkten 1 hamnar vii —2 respektive 4 som alltsa ar intervallets
andpunkter och detta ger ater intervallet

—2<x <4,

Se figur till problem 1

2. Algebraisk 16sning Vi studerar varje faktor i polynomet
P(z) = (2% — 1) (2% 4 2z + 1)(z* — 1).

B —1=(@-1)(a?+z+1)

t ex enligt formeln for differens av kuber eller enligt faktorsatsen da x = 1 &r ett uppenbart

nollstalle. Eftersom 1

r = (et )t

for alla = ar z =1 det enda reella nollstéllet till z° — 1.
22422 +1=(z+1)>
enligt kvadratregeln och vi har alltsa nollstéllet =z = —1.
1= -2+ 1) =(z+D(@—-1(2+1)

enligt konjugatregeln tillimpad tva ganger. 2241 saknar reella nollstéillen sa vi har funnit
nollstéllena x =1 och = = —1 har. Nu ska vi bestimma multipliciteterna.


http://www2.math.uu.se/~thomase/BASKURS/Tent/tentbas160317svar1.pdf

Vi har funnit att
(2"~ 1)- (@2 +2241)- (@' =1) = [(@ = D@ + 2+ D] - @+ 1) [z = D@+ D@2 +1)] =

=(z-1)2 (z+1)3 (@ +x+1) (22 +1).

Polynomet har alltsd nollstéllet z = 1 av multiplicitet 2 och nollstillet © = —1 av
multiplicitet 3.

Geometrisk 16sning Det #r geometriskt sjilvklart att 2® = 1 har precis en enkel reell
rot och att z* =1 har precis tva enkla reella rétter. Framgar om man ritar de vilkéinda
graferna av y = 2> och y = z* och drar den horisontella linjen y = 1. Faktorn 2%+ 2z +
1 = (24 1)? har uppenbart dubbla nollstéllet z = —1.

Varfor multiplicitet ar viktig information Nar vi har faktoriserat vart polynom
P(z) = (z — 1)*(x + 1)>(® + 2 + 1)(2® + 1) och bestdmt multipliciteten av nollstiillena
kan vi skissa grafen av y = P(z) i nédrheten av de viktiga punkterna = =1 och z = —1.
I nirheten av z = 1 kan vi approximera P(z) med parabeln y = 48(z — 1)?, vi har
alltsa ett lokalt minimum dér, och i ndrheten av x = —1 kan vi approximera med kurvan
y=8(x+ 1)3, dvs vi har en terrasspunkt. Multiplicitet ger fundamental lokal information
om funktioner.

Se figur till problem 2
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3. Algebraisk 16sning For att fa ett reellt tal i nimnaren forlanger vi kvoten med ndmnarens
konjugat 1 — 1.
1

i di(l-4) i—d® i+l 1
1+i (1+49)(1—-4) 1+1 2 2

i.

Geometrisk 16sning Beloppet |z| av det komplexa talet z = a+bi ar |z| = Va? + b2
och argumentet arg(z) &r vinkeln mellan z-axeln och vektorn a + bi, —7 < arg(z) < 7.

Talet ¢ har argumentet g och beloppet 1. Talet 1+ ¢ har argumentet % och beloppet

V2. Enligt regeln for division av komplexa tal har 11 - argumentet g — % = % samt
i
1
beloppet —, dvs kvoten ar pa polar form
PP \/i pap
1 ( s L 77)
—(cos — +isin —
V2 4 4
och alltsa pa a + bi-form
1 1.
2 Tt
Se figur till problem 3
- .1
4. Notera sarskilt att —1 < sin 53: <1.
1 1 1 1 3
I det aktuella intervallet har sin —x = — rotterna —x = il och -z = —W, dvs rotterna
2 V2 2 4 2 4
ar
s 3
r=— r=—.
2’ 2
Se figur till problem 4
1 -1 2 1 -1
5. In—=Ilne " =-1,,In1=0,lne=1 och Ine* =2. Inx = —= har roten e” 2 =

1
e 2 Ve

Se figur till problem 5
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6. Geometrisk 16sning En linje som gar genom punkten (zg,yo) och har lutningen m har
ekvationen
(point-slope equation)
y = m(z — 20) + Yo

Lutningen m (slope) av linjen genom (6, —10) och (—9,20) &r

_20-(-10) _
T 9-6  ©

Linjens ekvation (point-slope equation) &r da, om vi véljer (—6,10) som en av punk-
terna pa linjen,
y=—-2(x—6)—10= -2z + 2.

Ekvationen kan skrivas 2z + y = 2 och efter division med 2 far vi ekvationen pa inter-
ceptform

x
Ekvationen — +% = 1 kallas interceptform eftersom = = a och y = b é&r linjens

a
skdrningspunkter (intercept) med x-axeln respektive y-axeln.

Algebraisk 16sning Man kan sitta in punkternas koordinater i interceptformen sa far
man ekvationssystemet

1 1 1 1
6——10-=1, —-9-—+20-=1.
a b a b

och sa 16ser man systemet.

7. Ekvationen betyder en cirkel med centrum i (—3,4) och radien 5. Genom att sétta
x = 0 i ekvationen far vi (y —4)%> =25 —9 = 16, dvs y —4 = +4 som ger y = 0 och
y = 8. Pa samma sétt ger y =0 att x = 0 och x = —6. Cirkeln gar alltsa genom origo
samt skar z-axeln i x = —6 och y-axelni y =8.

Se figur till problem 7
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8. Geometrisk 16sning Det komplexa talet —1 har beloppet | — 1| = 1 och argumentet
arg(—1) = 7. Den principala tredjeroten

wy = r(cosf + isinf)

skall uppfylla att 7> =1 samt 30 = 7 och &r alltsa

“|%

T s T 1 n
cos — +isin - = =
3 3 2
De 0Ovriga tredjerotterna ligger pa en liksidig triangel inskriven i en cirkel med centrum i
27
origo och ett horn i wy. Man erhéller dessa rotter genom att successivt addera 5 till

argumentet for wp tills man kommer tillbaka till w;.

De Ovriga rotterna ar

wg = cosT +tsinm = —1
samt f
1 3
w3 = COS(—%) + isin(—g) =5~ 71'.

I den poléra formen av ws har vi anvént konventionen att principalargumentet arg(z)
uppfyller —7 < arg(z) < 7.

Algebraisk 16sning

Vi har hiir ocksa méjlighet att vélja en algebraisk 16sning. Vi betraktar polynomet 23+ 1.
Detta har nollstéllet z = —1 och enligt faktorsatsen kan vi da faktorisera med z+ 1. Efter
division med z + 1 far vi

P l=(+1)(22—-2z+1).

Detta foljer ocksa av formeln for differens av kuber. Vi l6ser nu ekvationen 22 —z+41 =0
pa sedvanligt satt och erhaller rétterna

1
1, V3,
2 2

Darefter anger vi rotterna pa polar form som i den geometriska 16sningen.

Se figur till problem 8
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9.

10.

Vi antar att serien géller for nagot heltal n, dvs att
1-442-7+...4n-(3n+1)=n(n+1)? (Induktionsantagandet)
Vi ska da visa att
1-44+2-7+...n-Bn+1)+(n+1)-3n+4) = (n+1)(n + 2)? (Formeln for n + 1)

Med hjalp av induktionsantagandet kan vi skriva véanster led i Formeln for n + 1 pa
foljande satt
1-442-74+...4n-Bn+1)+(n+1)-3n+4) =

=n-n+1)2+n+1)-Bn+4)=n+1)-[nn+1)+3n+4 =
=n+1)- M +4n+4) = (n+1)(n+2)>%

Nu aterstar bara att verifiera formeln for n = 1. Vi finner att vénster led &r lika med
1-4 = 4 som #r lika med hoger led 1-2% = 4. Eftersom formeln stimmer for n = 1
stammer den nu for alla positiva heltal enligt induktionsaxiomet.

Eftersom ordningen inte spelar nagon roll handlar problemet om hur manga kombinationer
det finns av tre element valda ur sex element. Detta antal ar

6 6! 6 6-5-4-3-2
:7:7:7:20.
3/ 7 (6-3)131 3131 3.2.3.2

Har ar alla kombinationernal

{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,6}
{1,3,4},{1,3,5},{1, 3,6}
{1,4,5},{1,4,6}

{1,5,6}
{2,3,4},{2,3,5},{2,3,6}
{2,4,5},{2,4,6}

{2,5,6}
{3,4,5},{3,4,6}

{3,5,6}

{4,5,6}



