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LASANVISNINGAR VECKA 4-5

BINOMIALSATSEN

Ett uttryck av formen a + b kallas ett binom eftersom det dr summan av tva
monom. For uttrycket (a+ b)" géller den fundamentala Binomialsatsen, som pa
engelska heter The Binomial Theorem. Denna sats hittar man i Adams Ch 9.8.

Binomialsatsen Om n &r ett positivt heltal géller
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kallas alltsa binomialkoefficient eftersom den forekommer som faktor i binomial-
satsen.
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Vi har i satsen anvéant att
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EXEMPEL Foljande specialfall av binomialteoremet forvintas man kunna som
matematiker och matematikstudent.

samt

(a+b)? = a® + 2ab + b*
(a —b)* = a® — 2ab + b*
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b°
(a —b)® = a® — 3a*b + 3ab® — b*



Beviset i Adams for binomialsatsen utnyttjar Taylors sats om funktionsserier. Detta
ar anledningen till att Adams betraktar uttrycket (a + z)" istéllet for (a4 b)". Vi
ar ju vana vid att en funktion beror av en variabel som oftast heter x. Funktions-
serier vet vi ingenting om &nnu. Ett annat bevis kan man fa genom att anvinda
kombinatorik. Betrakta

(a+b)"=(a+0b)(a+Db)...(a+D).
Termer av typen o™ *b* far man genom att multiplicera k stycken b som viljs ur k
olika parenteser med (n—Fk) stycken a som viljs ur de aterstaende parenteserna. De

n
k parenteserna ur vilka vi valjer b kan véljas pa i olika sétt eftersom ordningen

mellan parenteserna inte spelar nagon roll. Det handlar alltsa om kombinationer.

Det finns manga fascinerande matematiska samband som innehaller binomialkoeffi-
cienter. Har foljer nagra exempel.
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EXEMPEL 1
Detta foljer direkt ur binomialsatsen tillimpad pa 2" = (141)". Annu intressantare
ar tolkningen i termer av delméngder av en dndlig médngd M med n element. Hoger

led ar det totala antalet delméangder som kan erhallas ur M. Observera att g =1

ar antalet delméangder med noll element, dvs den tomma méngden. Den tomma
méngden anses vara delméngd av varje mangd och finns alltsd med i det totala

antalet delméngder av M. Vidare ar ") =1 antalet delméngder med n element.
n

dvs M. Varje méingd anses vara delmingd av sig sjilv. Vénster led 2" &r ocksa
antalet delméngder av M enligt multiplikationsprincipen. D& vi konstruerar alla
delméngder kan vi ndmligen antingen ta med ett element i delméngden eller inte ta
med elementet. Varje sadant val kan goras pa tva sitt sa totala antalet val blir 2".

Det ar anmarkningsvart hur snabbt antalet delméngder vaxer med antalet element
n. Talet 2" &r en sa kallad exponentialfunktion som har en extrem tillvixt. Den som
ar intresserad kan ldsa om detta redan nu i Adams Ch 3.4, Theorem 5. Man kan
ocksa borja fundera 6ver t ex antalet delmangder av de reella talen R. Hur manga
delméngder finns det av R? Svaret ar att de ar alldeles ruskigt manga, till och med
fler &n de reella talen! Vill man veta mer om sadana fascinerande fragestéllningar
kan man borja soka pa ”cardinal number”.



EXEMPEL 2 Visa att
a)
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LOSNING: a) Varje gang vi viljer en delméngd av {1,2,...,n} med k element
véljer vi ocksa en komplementméngd med n — k element och darav foljer a).

n+1

b) k

ar antalet delméngder med k element valda ur {1,2,...,n,n+ 1}. Av

dessa innehéaller (kz ﬁ 1) elementet m + 1 och <Z> innehaller inte n + 1. Harav
foljer b).
Exempel 2 a) visar varfor uttrycken for (a + b)" ar symmetriska, t ex varfor
(a+b3=1-a>+3-a’b+3-ab®+1-b%
Hér noterar vi ocksa att summan av koefficienterna
1+3+3+1=8=2°

precis som Exempel 1 garanterar.

Av Exempel 2b) foljer ett intressant sitt att successivt berdkna binomialkoefficien-
ter. Vi forsoker berdkna (a + b)?.

Eftersom
4 4
= = 4

och utvecklingen av (a + b)® visar att

sa finner vi enkelt att

(a+b)* = a* + 4a3b + 6a%V? + 4a>b + b*.

OVNING 1 Beriikna (a + b)® med hjilp av bl a Exempel 2 och utvecklingen av
(a+b)*



OVNING 2 Visa att

Fl) 5.0

Detta betyder att hélften av delméngderna innehaller att jamnt antal element och
den andra halften ett udda antal element. Eftersom totala antalet delméngder enligt

n
0

ger samma tecken som delméangderna med jamnt antal element eftersom (—1)0 =1.

Exempel 1 &r 2" ir halva antalet 2”7 !, Den tomma méngden som svarar mot

Ledning: T ex tillimpa binomialsatsen pa (1 + (—1))" = 0.

SVAR OCH ANVISNINGAR


http://www2.math.uu.se/~thomase/BASKURS/VECKA37/vecka37svar.pdf

KOMPLEXA TAL

Allt vi behover veta om KOMPLEXA TAL star i Adams Appendix I sidorna A-1
till A-10. Varje mening och exempel i texten maste ldsas och begrundas. Jag har
inga forslag pa forbattringar eller tilligg till Adams text forutom nagra personliga
reflektioner 6ver komplexa tal i allménhet.

Nagra personliga reflektioner

Jag tycker personligen att bendmningen tal pa komplexa tal kan ge felaktiga asso-
ciationer. De reella talen R kan representeras pa tallinjen och addition och mul-
tiplikation av tva reella tal ger ett nytt tal pa4 denna linje. De komplexa talen C
daremot ar vektorer i planet. Addition och multiplikation kan dndra bade langd
och riktning pa det nya talet jamfort med de givna termerna eller faktorerna. Néar
jag anvander komplexa tal tdnker jag alltid pa att dessa tal &r vektorer i planet.

Orsaken till att komplexa tal kallas tal och inte vektorer ar att addition och mul-
tiplikation uppfyller samma raknelagar som de reella talen och &r precis som R
en sa kallad talkropp. Det finns dock en viktig skillnad mellan R och C. Det
finns ingen ordningsrelation for komplexa tal, dvs reglerna for olikheter pa sidan 4
i Adams avsnitt P.1 finns inte for komplexa tal.

Lat namligen det komplexa talet i, som uppfyller 2 = —1, uppfylla en olikhet, sig

1 > 0. Da skall enligt Regel 3 for olikheter pa sidan 4 folja att i-4¢ > ¢-0 = 0. Men

detta galler ju inte eftersom i = —1 < 0. Om vi later i < 0 skall enligt Regel 4

galla att ¢-¢ > ¢ -0 = 0. Det fungerar inte heller.

Malet med studierna av texten ar att kunna losa nagra representativa Gévningar.

Exercises Adams sidan A-10 1, 3, 5, 7, 13, 15, 17, 23, 25, 29, 31, 37, 39, 41, 51

SVAR OCH ANVISNINGAR


http://www2.math.uu.se/~thomase/BASKURS/VECKA37/vecka37svar.pdf

