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Tentamen bestar av 10 uppgifter (max 3 poéng per uppgift), 2 problem (max 5 poéng per
problem) samt 3 extra problem (max 4 poéng per problem). Till bade uppgifterna och
problemen fordras fullstandiga 16sningar.

18 - 24 poang ger betyget 3, 25 - 31 betyget 4, 32 - 52 betyget 5.

Skrivtid: 08.00-13.00 Tillatna hjalpmedel: Skrivdon.

UPPGIFTER
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1. Berédkna grénsvardet lim x(EQ ¢ = )
=0 eT7 —e 7T

2. Motivera varfor funktionen f(x) = (z* —1)? maste anta ett minsta och ett storsta virde
pa det slutna intervallet —2 < x < 2 samt bestdm dessa vérden.
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3. Berdkna integralen / e genom att t ex utnyttja substitutionen Inxz = .
e xln“z
4. Skissera kurvan
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Bestam sarskilt asymptoterna samt lokala extrempunkterna.

™

5. Berdkna integralen / 22 sin z dz.
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6. Los differentialekvationen y” +y =z, y(0) = 0, ¢'(0) = 1.

1 1
7. Los differentialekvationen y' + —y = —,2 >0, y(1) = 1.
x T
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8. Ange de z for vilka E (=" (2> konvergerar samt bestdm seriens summa for dessa
x
n=0
x.
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9. Potensserien Z 3 har konvergensradien lika med 2. Utnyttja bland annat denna
n=1M2 2n
information for att bestdmma for vilka x serien divergerar, konvergerar absolut respektive

konvergerar villkorligt.
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10. Funktionen f(z)=Inz+ o har ett minsta véarde pa det 6ppna intervallet 1 < z < oo.
nx

Bestdm detta varde och motivera noggrant varfor det angivna vérdet ar det minsta.

V.G.V!



PROBLEM
1. Genom punkten (2,0) gar tva skilda linjer som tangerar kurvan y = z(x — 2)?. Bestim

z-koordinaten for respektive tangeringspunkt. Skissera kurvan med eventuella inflexions-
punkter samt rita in tangenterna genom (2,0).

fz) = { e’l/x, x>0

2. Bevisa att om

0, <0

sa dr f'(0) = f”(0) = 0. Skissera ocksa kurvan och ange sirskilt dess asymptoter och
inflexionspunkter.

DIVERSE FORMLER OCH SATSER
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lim z2%e™* =0, lim =0, lim z%lnz =0, a>0.
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EXTRA PROBLEM (Johan Asplund)

1. Lat f: R — R vara en deriverbar funktion som uppfyller |f(z1) — f(z2)| < (z1 — x2)?
for alla 1,22 € R. Visa att f &r konstant.
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2. En oédndlig produkt H an, konvergerar per definition om och endast om lim H an
n=0 N—roo n=0

oo
existerar dndligt. Visa i fallet a, > 0 att H (1 + a,) konvergerar om och endast om
n=0
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Z an konvergerar.

n=0
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Ledning: Utnyttja att da p, > 0 géller att H pn konvergerar om och endast om
n=0

[e.e]
Z Inp, konvergerar. Detta kriterium &r en direkt konsekvens av bland annat att

n=
funktionen Inz,z > 0 &r kontinuerlig och behover ej visas har.

V.G.V!



3. Den logaritmiska integral som betecknas Li(z) definieras som
r 1

Li(z) = , mdt.

a) Visa att

, x ro1
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Ledning: Partialintegration.

b) Visa att
Voo 1 T
/ 2 dt < 2 2°
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Lednin ! ar avt de pa intervallet [2,/z] s3 ! tar sitt imal
T T— 5 ar avtagande mtervalle X ntar Si maximala
g (ln(t))2 ga pa a , sa (ln(t))2 a S a a

virde i t = 2. Notera dven att /7 <

(In())>"

¢) Visa att

och dra slutsatsen att

Li(z) —

@) = @)?

dar C ar en konstant.

Ledning: ar aven avtagande pa intervallet [v/z,z] si antar sitt
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maximala viarde i t = v/z.

I denna uppgift har vi visat att Li(z) = ) . Detta medfor ett starkare

T Lo ( x
In(z) (In())?
resultat dn primtalssatsen ndmligen att funktionen m(x) ={antal primtal < z} véxer
asymptotiskt som funktionen Li(x).



