Uppsala Universitet Tentamen
Matematiska Institutionen ENVARIABELANALYS

Thomas Erlandsson, Axel Husin 2011-12-09

SVAR OCH ANVISNINGAR

ex2 z?
lim —5——5 =
10 22?2 _ o222

_ei

. 4224+ )1 =224 o204+ . 24, 1
= lim = am —5— =35
a—0 (14222 +...)—(1—222+...) a—=04a?+... 2-04+4... 2

Aven en berikning som stoder sig p4 en metod uppkallad efter en viss fransk markis
godtas.

En mycket smart metod ar att observera att ndmnaren gar att faktorisera med konjugat-

I B 222 —222 _ [ 2? —x? z? —x? S -
regeln, ndmligen e**" — e = (e" +e ¥ )(e” —e ™) och direfter kan man forkorta
braket.

2. Eftersom funktionen f(z) &r kontinuerlig pa 0 <z < oo, f(1) = lim f(z) =0 och det
T—00

finns en punkt = dér f(x) > 0 sa har funktionen ett storsta vérde enligt en sats i Adams
Calculus. Det storsta virdet finns i detta fall i en punkt x¢ dir antingen f'(zo) =0, dvsi
en kritisk punkt, eller diir f'(xo) inte existerar , dvs i en singulir punkt eller i intervallets
andpunkt zg = 0.

Nagra singuldra punkter finns inte pa intervallet.

fllx)=—(x—1)2%e " +2x—-1)e*=—(z—1)(x—3)e "

De kritiska punkterna pa intervallet &r alltsd zo = 3 samt z; = 1. Det minsta vardet

4 1
erhalls i z; = 1 och ér lika med 0. Ett lokalt storsta virde ar f(3) = — < 3 eftersom

e > 2. Vi maste ocksa jamfora med vérdet i origo som &r 1. Funktionens storsta vérde ar
dérfor lika med 1.

3. Partiell integration ger resultatet 1.

4. Definitionsomradet &r x # 1. Funktionen har det enkla nollstéllet x = —1.

Vertikal asymptot &r =1 dér bade lim y =400 och lim y+ co.
z—14+ r—1—

Vidare &r lilf y(z) = 0+ och det foljer att z—axeln ar horisontell asymptot.
T—>T 00
p r+3 N L . .
y = —m har nollstallet z = —3 som ger en lokal minimipunkt, t ex enligt derivatans
teckenvaxling.
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Nu har vi fatt tillbaka den ursprungliga integralen multiplicerad med —2. Vi flyttar 6ver
den till vanster led och far samma resultat som ovan.
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Alternativt partiell integration

en?zdx
= Ilnz-In?
/1 T nr-m x

. Den homogena ekvationen 3” + y = z har karakteristiska ekvationen 72 +1 = 0 med

rotterna 11 =4 och ro = —i sa losningarna till homogena ekvationen &r
yg = Cycosx + Cosinx.

For att bestimma en partikulirlosning yp till den inhomogena ekvationen y” +vy = x
ansittes yp = Ax + B. Derivering och inséttning ger A = 1, B = 0 sa den allménna
losningen till den givna ekvationen ges av

y=Cicosz+ Cosinz + .

Man finner slutligen att villkoret y(0) = 0, /(0) = 0 ger C; = 0, C3 = —1 sa 16sningen
ar y =z —sinz.

En integrerand2e faktor ar 267”2. Efter muQItiplikatig)n av ekvationen med denna erhalles
ekvationen (e” y) = 2ze™ som ger e y = " + C sa allminna l6sningen #r y =
Ce™™ +1. Begynnelsevillkoret y(0) =0 ger 16sningen

yzlfer.

. Serien #r geometrisk med kvoten r = —z? och #r dirfér konvergent dd —1 < = < 1 och

1 1
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har summan

. Da konvergensradien ar lika med 2 divergerar serien for alla x for vilka |z| > 2 och

o0
konvergerar absolut for alla z for vilka |z| < 2. Da x = 2 har vi serien Z —5 som
n

n=1
o0
1
konvergerar (p-serie). For z = —2 har vi den alternerande serien Z(—l)”—2 som
n
n=1

konvergerar absolut.

Da lim zlnx = 0 = f(0) ar f(x) kontinuerlig pa det slutna intervallet 0 < x < 1

z—0+

och har dérfor ett absolut minimum pa detta intervall. Da f(0) = f(1) =0 och f(x) &r
deriverbar finns detta minimum i en kritisk punkt. Vi finner f’(z) = Inx+1 si derivatans

1
nollstélle x = — ger det minsta vardet lika med —-.
e e
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PROBLEM

Tangenten genom P = (a,a?) och Q = (b,b%) pa respektive kurva har lutningen

a2—b3
a—b "

Derivatorna ger att lutningen ocksa kan uttryckas som 2a och 3b%, dvs

2a = 3b2.

Detta ger dels a = b = 0, som visar att z—axeln &r gemensam tangent med tanger-

8 32
ingspunkt endast i origo, dels b = 9’ a = 77 som ger en sned tangent med tva olika

tangeringspunkter.

1 .
a) Det ar lampligt att gora substitutionen x = T Vi finner da att

lim f(z) = lim e = lim et =0
z—0+ z—0£ t—+oo
enligt standardgréansvardet lim — = 0.
y—oo eY
b)
z—0 xT

med samma teknik som i a).

¢) Funktionen &r jimn. Den har nollstélle i origo samt narmar sig den horisontella
asymptoten y = 1 underifran. Derivatan visar att funktionen ar strikt vaxande for
x> 0.
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EXTRA PROBLEM (Axel Husin)

f(z)

Lat lim ——= = L. Da foljer fran produktregeln for gransvéirden att
z—a g(x)

lim f(z) = lim (f(x) g(x)) =L-0=0.

T—a T—a g(x

Vilj talen a < b godtyckligt pa det givna intervallet. Enligt medelvardessatsen finns en
punkt ¢ i det inre av intervallet (a,b) sadan att

fla) = f(b)

L=~ ).

Eftersom f'(c) # 0 foljer att f(a) — f(b) # 0, dvs a < b medfér att f(a) # f(b). Detta
innebér att f(z) ar ett-till-ett.

En annan metod #r att anviinda att f’(z) inte kan byta tecken pa intervallet. Detta foljer
hér av ”the Intermediate Value Property of Derivatives” (Se Adams) eftersom vi inte har
antagit att derivatan ar kontinuerlig. Darmed kan vi utnyttja att funktionen maste vara
strikt vixande eller avtagande pa intervallet och alltsa vara ett-till-ett.

1
a) Motexempel: f(x)=Inz. Da géller att 1Lm f'(z) == =0 men lim f(z)= co.
£—00 T

T—00

sin(z?)

b) Motexempel: f(x) = . Da ar

sin(z?) '

f'(x) = 2cos(z?) — 5

X

. o . o . / . .
Vi har da att mli)rgo f(x) =0 men $li>n(r>10f (x) existerar ej.



